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Bevezetés

Történeti vonatkozások

A klasszikus di�erenciálgeometria az euklideszi terek sima görbéinek és felületeinek a
geometriai tulajdonságait tanulmányozza. Mint ismeretes, az m�dimenziós elemi felület
egy olyan speciális alakzat Rn�ben (n > m), amely homeomorf képe az m�dimenziós
euklideszi tér egy nyílt tartományának. Az felületelméletben az egyik alapvet® fogalom
az érint®tér. A felület érint®terét egy adott pontban a rajta áthaladó felületi görbék
érint®vektorai határozzák meg. Ily módon az Rn�be beágyazott felület érint®terei alterei
az Rn lineáris térnek.

A sima sokaságok elméletének kidolgozása során az egyik f® gondot az érint®vektor és
az érint®tér fogalmának a szabatos megadása jelentette. Kiderült, hogy az elmélet egzakt
felépítéséhez nagy szükség van topológiai ismeretekre. Ezen nehézségek következtében a
sokaságok di�erenciálgeometriájának alapfogalmait csak a XX. század közepére sikerült az
összes igényt kielégít® formában leírni oly módon, hogy az egyúttal általánosan elfogadott
is legyen.

A di�erenciálható sokaságok elméletének kiépítésében az els® lépést a B. Riemann által
1854�ben, a Göttingeni Egyetemen tartott habilitációs el®adás jelentette. Ennek során
Riemann már használta a sokaság (németül Mannigfaltigkeit) elnevezést. A sokaságot
önálló geometriai objektumnak tekintette, amelynek értelmezéséhez nincs szükség egy azt
tartalmazó, magasabb dimenziójú euklideszi térre. Az m�dimenziós sokaságra kézenfekv®
példaként szolgálnak az Rm euklideszi tér nyílt részhalmazai.

El®adásában Riemann kitért arra is, hogy a sokaság sima görbéinek ívhosszát akkor
tudjuk értelmezni, ha a sokaságon metrikát is megadunk. A felületelmélet mintájára a
metrikát úgy lehet leírni, hogy megadjuk a metrika valós érték¶ gij komponensfüggvényeit.
Amennyiben az M sokaság az Rm�nek egy nyílt tartománya, akkor a gij di�erenciálható
függvények tetsz®leges pontbeli értékei egy olyan mátrixot határoznak meg, amely egy
pozitív de�nit kvadratikus formát ad az Rm lineáris téren. Ez esetben egy σ : [a, b]→M

sima görbe ívhosszán az l(σ) =
∫ b
a

(∑m
i=1

∑m
j=1 gij(σ(t)) ·σ′i(t) ·σ′j(t)

)1/2
dt számot értjük.

A fenti megközelítéssel már el tudunk jutni a Riemann�tér (illetve a Riemann�sokaság)
értelmezéséhez. A sokaságon a metrikát tehát relatíve szabadon választhatjuk, és nem a
befoglaló euklideszi tér metrikájából származtatjuk.

Az Rm euklideszi térrel kapcsolatos jelölések

Az Rm euklideszi téren mindig az euklideszi metrika által meghatározott topológiát
fogjuk tekinteni. Az Rm lineáris tér természetes bázisának a vektorai legyenek e1, . . . , em.
Az ui : Rm → R (i = 1, . . . ,m) függvényeket, ahol fennáll ui(a1, . . . , am) = ai tetsz®leges
(a1, . . . , am)∈Rm esetén az Rm koordináta�függvényeinek fogjuk nevezni.

Legyen U egy nyílt tartomány Rm�ben (m ≥ 2). Vegyünk egy C∞�osztályú f : U → R
függvényt. Az f i�edik parciális derivált függvényére (i = 1, . . . ,m) vagy a ∂if vagy pedig
a Dif jelölést alkalmazzuk. Eszerint a ∂if : U → R függvényre fennáll a

∂if(a1, . . . , am) = lim
h→0

1

h

(
f(a1, . . . , ai + h, . . . , am)− f(a1, . . . , ai, . . . , am)

)
összefüggés tetsz®leges (a1, . . . , am)∈U esetén.
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Az U tartományon de�niált C∞�osztályú függvények (más szóval sima függvények)
halmazát a továbbiakban F(U) fogja jelölni. Mivel természetes módon értelmezhet®
két F(U)�beli elem összege és szorzata, az F(U) egy kommutatív gy¶r¶nek tekinthet®.
Ugyanakkor F(U) egy lineáris teret (más szóval egy vektorteret) is képez az R számtest
felett.

Legyen adott egy tetsz®legesen sokszor di�erenciálható g : I ⊂ R → R egyváltozós
valós függvény az I nyílt intervallumon. A szokásoknak megfelel®en, a g�nek a t ∈ I
helyen vett deriváltját g′(t)�vel fogjuk jelölni.

Az érint®vektor mint speciális lineáris forma a sima függvények terén

Tekintsünk az Rm euklideszi térben egy M nyílt tartományt, és rögzítsünk egy p∈M
pontot. Vegyünk egy Rm�beli v =

∑m
i=1 vi ei vektort. Rendeljük hozzá v�hez azt a

Dv(p) : F(M)→ R leképezést, ahol tetsz®lges C∞�osztályú f : M → R függvényre fennáll

Dv(p)(f) =
m∑
i=1

vi · ∂if(p) .

Evidens, hogy Dv(p) egy lineáris formát ad az F(M) vektortéren. Amennyiben veszünk
egy olyan σ : I → M ⊂ Rm sima görbét, amelyre igaz σ′(t0) = v valamely t0∈ I helyen,
akkor nyilván teljesül a Dv(p)(f) = (f ◦σ)′(t0) összefüggés. Ha pedig v egy egységvektora
Rm�nek, akkor a Dv(p)(f) érték nem más mint az f függvény v�nek megfelel® iránymenti
deriváltja.

Legyen adott egy olyan α : F(M) → R lineáris forma az F(M) vektortéren, amelyre
tetsz®leges f, g∈F(M) esetén fennáll az

α(f g) = α(f) · g(p) + f(p) · α(g) (NL)

tulajdonság, ami megfelel a szorzatfüggvény deriváltjára vonatkozó összefüggésnek.
Nyilvánvaló, hogy az F(M) vektortér (NL) feltételt kielégít® lineáris formái egy vektorteret
képeznek R felett, amelyet a továbbiakban TpM�mel jelölünk.

Bizonyítható, hogy bármely az (NL) tulajdonsággal rendelkez® α lineáris forma esetén
egyértelm¶en létezik egy olyan v ∈ Rm vektor, amelyre teljesül α = Dv(p). Eszerint a
TpM = {Dv(p) | v∈Rm } vektortér izomorf az Rm vektortérrel.

A fenti kapcsolat indokolja azt, hogy az F(M) térnek az (NL) feltételt kielégít® lineáris
formáit tekintjük az M tartomány p�beli érint®vektorainak, a TpM vektorteret pedig a p
pontbeli érint®térnek.

A sima sokaság érint®vektorait és az általuk alkotott érint®tereket analóg módon fogjuk
értelmezni.
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1) A di�erenciálható sokaságokra vonatkozó alapfogalmak

A topologikus sokaság C∞�osztályú atlasza

1.1. De�níció. Legyen adott egy M topologikus tér. Az M�et egy m�dimenziós topolo-
gikus sokaságnak mondjuk (m ≥ 1), ha teljesülnek rá az alábbi feltételek:
(1) Az M egy Hausdor��féle topologikus tér.
(2) Az M megszámlálható bázisú.
(3) Az M tetsz®leges pontjának van olyan nyílt környezete, amely homeomorf az Rm

euklideszi tér egy nyílt halmazával.

1.2. De�níció. Legyen adott az m�dimenziós M topológikus sokaság egy U nyílt részhal-
mazán egy olyan ξ : U → Rm leképezés, ahol ξ(U) egy nyílt halmaz Rm�ben és ξ egy
homeomor�zmust ad U és ξ(U) között. Ez esetben az (U, ξ) párt az M sokaság egyik
térképének mondjuk.

Megjegyzés. Az U�t térképtartománynak, a ξ�t pedig térképezésnek vagy koordinátá-
zásnak nevezzük.

Az xi = ui ◦ ξ : U → R függvényt a ϕ térképezés i�edik koordináta�függvényének
hívjuk (i = 1, . . . ,m).

A térkép elnevezés helyett az (U, ξ) párt szokás azM egyik lokális koordináta�rendszerének
mondani.

1. ábra. Az M sokaság (U, ξ) és (V, η) térképeihez tartozó átmenet-leképezések.
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A továbbiakban M mindig egy m�dimenziós (m ≥ 1) sokaságot fog jelölni.
1.3. De�níció. Legyenek (U, ξ) és (V, η) térképei az M topologikus sokaságnak. Azt
mondjuk, hogy ezek egymással C∞�kompatibilisek, amennyiben teljesül az alábbi két
feltétel egyike:
(1) A térképtartományok diszjunktak, azaz U ∩ V = ∅.
(2) U ∩ V 6= ∅ és az η ◦ ξ−1 : ξ(U ∩ V ) ⊂ Rm → Rm, ξ ◦ η−1 : η(U ∩ V ) ⊂ Rm → Rm

leképezések C∞�osztályúak.

Megjegyzés. Ha egy sokaság két térképénél a térképtartományok nem diszjunktak, akkor
azok C∞�kompatibilitása speciális esetnek tekinthet®.

Példaként vegyük az 1�dimenziós R sokaság azon ϕ, ψ : R → R térképezéseit, ahol
fennáll ϕ(t) = t és ψ(t) = t3 (t ∈ R). Mivel a ϕ ◦ ψ−1 : R → R függvény nem
di�erenciálható, az (R, ϕ) és (R, ψ) térképek nem C∞�kompatibilisek egymással.

1.4. De�níció. Az M topologikus sokaság atlaszán az M térképeinek egy olyan
A = { (Uβ, ξβ) | β∈B } rendszerét értjük, amelyre fennáll ∪β∈BUβ = M .

1.5. De�níció. Az M topologikus sokaság egy A atlaszát C∞�osztályúnak mondjuk,
amennyiben az A bármely két térképe C∞�kompatibilis egymással.

Megjegyzés. Tekintsük az Sn = { (a1, . . . , an+1)∈Rn+1 |
∑n+1

i=1 (ai)
2 = 1 } ponthalmazt

és azon az Rn+1 euklideszi térb®l örökölt topológiát. Evidens, hogy Sn egy n�dimenziós
topológikus sokaság, melyet az n�dimenziós szférának nevezünk.

Vegyük az Sn szférán azt az Rn�re történ® két sztereogra�kus vetítést, melyeknél a
vetítési centrum (0, . . . , 0, 1) és (0, . . . , 0,−1). Ily módon az Sn szféra két térképet kapjuk,
melyekr®l belátható, hogy C∞�kompatibilisek. Eszerint ez a két térkép egy C∞�osztályú
atlaszt alkot.

Megjegyzés. M. Kervaire 1960�ban els®ként tudott példákat mutatni olyan topologikus
sokaságokra, amelyeken nem lehet megadni C∞�osztályú atlaszt.

A di�erenciálható sokaság értelmezése

1.6. De�níció. AzM topológikus sokaság egy C∞�osztályúA atlaszát teljesnek nevezzük,
ha az M tetsz®leges (U, ξ) térképére teljesül az alábbi két feltétel egyike:
(1) Az (U, ξ) benne van az A atlaszban, azaz (U, ξ)∈A.
(2) Az A atlaszban van olyan térkép, amely nem C∞�kompatibilis az (U, ξ) térképpel.

Megjegyzés. A fenti de�níció szerint akkor mondjuk teljesnek azM�nek egy C∞�osztályú
atlaszát, ha azt már nem lehet további térképekkel b®víteni.

Evidens, hogy amennyiben A egy teljes C∞�osztályú atlasz és az (U, ξ) annak egy
térképe, akkor tetsz®legesW ⊂ U nyílt részhalmaz esetén a ϕ lesz¶kítésével nyert (W, ξ|W )
térkép szintén eleme az A�nak.

1.7. Állítás. Az M topologikus sokaságon legyen adott egy C∞�osztályú A atlasz. Egy-
ételm¶en létezik az M�nek egy olyan teljes C∞�osztályú B atlasza, amely tartalmazza
A�t.
A bizonyítás vázlata.
Legyen B az M sokaság azon térképeinek az összessége, amelyek C∞�kompatibilisek az
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A atlasz bármely térképével. Evidens, hogy B egy olyan atlasza az M�nek, amely tartal-
mazza A�t.

Mivel az Rm�beli leképezések di�erenciálhatósága egy lokális tulajdonság, meg lehet
mutatni, hogy a B atlasz is C∞�osztályú. Ezt követ®en belátható, hogy a B atlasz teljes.

Legyen B̃ egy olyan teljes C∞�osztályú atlasza az M�nek, amely szintén tartalmazza
A�t. Ekkor nyilván fennáll B̃ ⊂ B. Felhasználva a B̃ teljességét, igazolni lehet a B ⊂ B̃
összefüggést, amib®l B = B̃ adódik. �

Megjegyzés. Akkor mondjuk, hogy az M topologikus sokaságon meg van adva egy
di�erenciálható struktúra, ha ki lett jelölve az M�nek egy teljes C∞�osztályú atlasza.

A fenti állítás szerint az M�nek már egy C∞�osztályú atlasza is elegend® a di�e-
renciálható struktúra meghatározásához.

Megjegyzés. Könnyen belátható, hogy az Rm euklideszi téren végtelen sok egymástól
különböz® di�erenciálható struktúrát lehet megadni.

1.8. De�níció. Di�erenciálható sokaságon egy olyan (M,A) párt értünk, ahol M egy
m�dimenziós topologikus sokaság és A egy teljes C∞�osztályú atlasza az M�nek.

Megjegyzés. A tömörség érdekében a di�erenciálható sokaság jelölésére az (M,A) pár
helyett többnyire csupán az M szimbólumot fogjuk használni. Amennyiben az M sima
sokaságról szólunk, akkor ezen egy olyan M topológikus sokaságot értünk, amelyen egy
teljes C∞�osztályú atlasz is ki van jelölve.

Az euklideszi terek mint speciális sima sokaságok

Mint azt a Bevezetésben is említettük, az Rm téren mindig az euklideszi metrika által
meghatározott topológiát fogjuk tekinteni.

Az identikus leképezést véve az m�dimenziós Rm topológikus sokaságnak az (Rm, id)
pár egy globális térképe. (Ez a térkép egyedül képez egy C∞�osztályú atlaszt az Rm

sokaságon.) Az 1.7. Állítás szerint az Rm azon térképei, amelyek C∞�kompatibilisek az
(Rm, id) térképpel egy teljes C∞�osztályú atlaszt képeznek.

A továbbiakban az Rm�en mindig azt a di�erenciálható struktúrát vesszük, amelyet
az (Rm, id) globális térkép meghatároz. Ezt szokás mondani az Rm természetes di�e-
renciálható struktúrájának.

A di�erenciálható sokaságon vett sima függvények tere

1.9. De�níció. Legyen adott egy M sokaság az A di�erenciálható struktúrával. Az
M�en vett f : M → R függvényt simának (vagy di�erenciálhatónak) mondjuk, ha tetsz®-
leges (U, ξ)∈A térkép esetén az f ◦ ξ−1 : ξ(U) ⊂ Rm → R függvény C∞�osztályú.

Jelölje F(M) az M sokaságon értelmezett sima függvények halmazát. Természetes
módon lehet de�niálni két sima függvény összegét és szorzatát. Evidens, hogy ezen m¶-
veletekre nézve az F(M) egy egységelemes kommutatív gy¶r¶t ad. Értelmezni lehet még
az F(M)�beli függvényeknek a skalárokkal (azaz a valós számokkal) vett szorzatait is. Ily
módon az F(M) egy valós vektortérnek, illetve egy R feletti algebrának is tekinthet®.
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Di�erenciálható leképezések sokaságok között

1.10. De�níció. Legyenek adva az (M,A) és (N,B) di�erenciálható sokaságok, melyek
dimenziója m és n. Egy µ : M → N leképezést simának mondunk, ha bármely olyan
(U, ξ)∈A és (V, η)∈B térképek esetén, ahol fennáll µ(U) ∩ V 6= ∅, a

η ◦ µ ◦ ξ−1 : ξ(U ∩ µ−1(V )) ⊂ Rm → Rn (1.1)

leképezés C∞�osztályú.

2. ábra. Egy µ : M → N leképezés koordináta�kifejezése a (U, ξ) és (V, η) térképekkel.

Megjegyzés. Az (1.1) kifejezésben szerepl® leképezést a µ : M → N leképezés (U, ξ) és
(V, η) térképekre vonatkozó koordináta�kifejezésének nevezzük.

Megjegyzés. Tekintsük az (M,A) és (N,B) sima sokaságoknak egy�egy olyan C∞�
osztályú Â és B̂ atlaszát, amelyekre teljesül Â ⊂ A és B̂ ⊂ B. Amennyiben a µ : M → N
leképezésre fennáll, hogy tetsz®leges (U, ξ)∈Â és (V, η)∈B̂ térképeknél az η◦µ◦ξ−1 leképe-
zés C∞�osztályú, akkor ezen tulajdonságból már következik, hogy a µ összes koordináta�
kifejezése C∞�osztályú.

Megjegyzés. Világos, hogy amennyiben a µ : M → N leképezés sima, akkor µ egyúttal
folytonos is.
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A sima leképezések kompozíciójára vonatkozik az alábbi egyszer¶ állítás.
1.11. Állítás. Legyenek adva a µ : M → N és ρ : N → P sima leképezések az (M,A),
(N,B), (P, C) sokaságok között. Ez esetben a ρ◦µ : M → P leképezés is di�erenciálható.

A di�eomorf sokaságok

1.12. De�níció. Az (M,A) és (N,B) di�erenciálható sokaságok között értelmezett
µ : M → N sima leképezést di�eomor�zmusnak mondjuk, ha a µ bijektív és a
µ−1 : N →M inverz leképezés is di�erenciálható.

1.13. De�níció. Az (M,A) és (N,B) sima sokaságokat egymással di�eomorfaknak nevez-
zük, ha létezik egy µ : M → N di�eomor�zmus.

Megjegyzés. Evidens, hogy a sima sokaságok di�eomor�zmusa egy ekvivalenciareláció.
Amennyiben a µ : M → N leképezés egy di�eomor�zmust ad az (M,A) és (N,B) sima

sokaságok között, akkor a sokaságok teljes C∞�osztályú atlaszaira fennáll
A = { (µ−1(V ), ψ ◦ µ) | (V, ψ)∈B }.
Megjegyzés. A sokaságok elméletének felépítése során nyilván felmerült az alapvet® kér-
dés, hogy meg lehet�e adni egy topologikus sokaságon olyan di�erenciálható struktúrákat,
amelyek egymással nem di�eomorf sima sokaságokat eredményeznek. Erre a problémára
J. Milnor adott választ 1956�ban, amikor igazolta, hogy az S7 szférán 28 olyan di�e-
renciálható struktúrát lehet megadni, amelyek egymással páronként nem di�eomorfak.

Igen meglep® eredményre jutott S. K. Donaldson 1983�ban. Bebizonyította be, hogy
az R4 euklideszi téren van olyan di�erenciálható struktúra, amely nem di�eomorf az R4

természetes di�erenciálható struktúrájával. Ma már ismeretes, hogy az R4 euklideszi teret
végtelen sok egymással nem di�eomorf di�erenciálható struktúrával lehet ellátni.

A nyílt részsokaság és a szorzatsokaság

Legyenek adott egy (M,A) di�erenciálható sokaság. Tekintsük az M�nek egy U nyílt
részhalmazát, továbbá vegyük U�n az M�t®l örökölt topológiát. Ily módon az U is egy
m�dimenziós topologikus sokaságot ad.

Jelölje AU az U azon térképeinek az összességét, amelyek benne vanak az M sokaság
A atlaszában. Ez azt jelenti, hogy fennáll AU = { (V, ψ)∈A | V ⊂ U }. Könnyen
belátható, hogy az AU egy teljes C∞�osztályú atlasza az U topologikus sokaságnak.
1.14. De�níció. Az (U,AU) sima sokaságot az (M,A) di�erenciálható sokaság egyik nyílt
részsokaságának nevezzük.

Legyenek adva az (M,A) és (N,B) sima sokaságok. Az M ×N szorzaton vegyük azt
a legdurvább topológiát, amelynél az M és N sokaságokra történ® természetes projekciók
még folytonos leképezések. Evidens, hogy az M ×N halmazt ellátva ezen szorzattopoló-
giával egy (m+ n)�dimenziós topológikus sokaságot kapunk.

Vegyünk az A atlaszból egy (U,ϕ) térképet és B�b®l egy (V, ψ) térképet.
A ϕ × ψ : U × V → Rm+n leképezés, ahol fennáll ϕ × ψ(p, q) = (ϕ(p), ψ(q)) bármely
p∈U és q∈V esetén, egy homeomor�zmust ad az M ×N sokaság U ×V nyílt halmaza és
az Rm+n�beli ϕ(U)× ψ(V ) nyílt halmaz között, tehát az (U × V, ϕ× ψ) pár egy térképe
az M × N sokaságnak. Egyszer¶ belátni, hogy az összes így nyert térkép együttesen az
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M × N�nek egy C∞�osztályú atlaszát alkotja. Az 1.7. Állításnak megfelel®en ezt az
atlaszt egyértelm¶en lehet kib®víteni az M ×N sokaság egy teljes C∞�osztályú atlaszává,
amelyet most jelöljön D.
1.15. De�níció. Az (M ×N,D) sima sokaságot az (M,A) és az (N,B) di�erenciálható
sokaságok szorzatsokaságának nevezzük.

A di�erenciálható sokaság sima görbéi

Legyen I egy nyílt intervallum az R�ben, amelyet úgy tekintünk mint az R egy nyílt
részsokaságát. Tehát ezen az (I, id) térkép határozza meg a di�erenciálhatósági struktúrát.
1.16. De�níció. Egy σ : I → M sima leképezést az M di�erenciálható sokaság egy sima
görbéjének mondunk.

Az M�beli σ(I) alakzatot a σ görbe pályájának nevezzük.

A Lie�csoport fogalma

Legyen adott egy olyan (G,A) sima sokaság, ahol a G halmazon adva van egy · által
jelölt kétváltozós m¶velet, amelyre nézve G egy csoport. Tekintsük a G × G szorzatso-
kaságot, továbbá azon a µ(g, h) = g · h (g, h ∈G) összefüggéssel leírt µ : G × G → G
leképezést. A G sokaságon vegyük azt a ι : G → G leképezést, ahol fennáll ι(g) = g−1

tetsz®leges g∈G esetén.
1.17. De�níció. A G sokaságot Lie�csoportnak nevezzük, ha a µ : G×G→ G
és ι : G→ G leképezések di�erenciálhatóak.

Megjegyzés. Evidens, hogy az Rm euklideszi tér egy Lie�csoportot ad az összeadásra
nézve.

Figyelembe véve az 1 abszolút érték¶ komplex számokat és kvaterniókat belátható,
hogy az S1 és S3 szférák a megfelel® szorzásm¶velettel ellátva Lie�csoportokat képeznek.

Nevezetes mátrix Lie�csoportok

Legyen M(n,R) az n × n�es mátrixok tere az R valós számtest felett, melyet termé-
szetes módon azonosítani lehet az Rn2

térrel. Jelölje GL(n,R) az invertálható mátrixok
csoportját, amely az Rn2

euklideszi térnek egy nyílt részhalmaza. Könnyen ellen®rizhet®,
hogy a GL(n,R) egy Lie�csoportot képez a mátrixszorzásra nézve.

AGL(n,R) általános lineáris csoport nevezetes részcsoportjai közé tartozik SL(n,R) =
{A∈GL(n,R) | det(A) = 1 } és SO(n) = {A∈GL(n,R) | AAT = I, det(A) = 1 }. A
részsokaságokra vonatkozó eredmények alapján igazolható, hogy az örökölt topológiával
az SL((n,R) egy (n2 − 1)�dimenziós, az SO(n) pedig egy 1

2
n(n− 1)�dimenziós sokaságot

ad. Nem nehéz belátni, hogy a mátrixszorzásra nézve ezek a sokaságok is Lie�csoportok.
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2) A di�erenciálható sokaság érint®terei

A pontbeli érint®vektor értelmezése

2.1. De�níció. Érint®vektoron az M sima sokaság valamely p pontjában egy olyan
vp : F(M) → R leképezést értünk, amelyre tetsz®leges α, β ∈ R és f, g ∈ F(M) ese-
tén fennállnak az alábbi összefüggések:
(1) vp(α f + β g) = α · vp(f) + β · vp(g),
(2) vp(fg) = vp(f) · g(p) + f(p) · vp(g).

Megjegyzés. A fenti de�níció szerint az M sokaság p pontbeli érint®vektora egy olyan
lineáris forma a sima függvények F(M) terén, amely eleget tesz a (2) feltételnek. Egyéb-
ként a (2) összefüggést Newton�Leibniz�tulajdonságnak szokás nevezni, mivel az megfelel
a szorzatfüggvény deriváltjára vonatkozó közismert egyenl®ségnek.

A vp(f) számot az f ∈F(M) függvény vp érint®vektor szerinti deriváltjának is mond-
juk.

A továbbiakban 0p�vel fogjuk jelölni azt az F(M) téren vett lineáris formát, amely
az F(M) összes elemén 0 értéket vesz fel. Az M sokaság p pontbeli érint®vektorainak
halmazát jelölje TpM .

A TpM halmazon természetes módon adódik egy vektortér�struktúra. Legyen vp és
wp a TpM két tetsz®leges eleme. Ezek összegén az F(M)�nek azt a vp + wp által jelölt
lineáris formáját értjük, amelyre igaz (vp + wp)(f) = vp(f) + wp(f) bármely f ∈ F(M)
esetén. Amennyiben veszünk egy λ∈R számot, akkor vp�nek a λ�val vett szorzatán azt
a λ vp : F(M) → R leképezést értjük, ahol fennáll (λ vp)(f) = λ · vp(f). Evidens, hogy
vp + wp és λ vp az M�nek egy�egy érint®vektorát adják a p pontban. Nyilvánvaló
az is, hogy az el®bb értelmezett összeadásra és skalárral való szorzásra nézve TpM egy
vektorteret képez.
2.2. De�níció. A TpM vektorteret az M sokaság p pontbeli érint®terének nevezzük.

A sokaság egy térképéhez tartozó alapvektorok

Vegyük azM di�erenciálható sokaság egy p pontját és egy p�beli (U, x) lokális koordináta�
rendszerét. (Ez azt jelenti, hogy fennáll p∈U .) Mint ismeretes, az x : U → Rm térképezés
i�edik koordináta�függvényén az xi = ui ◦ x : U → R leképezést értjük (i = 1, . . . ,m),
ami egy sima függvény az U nyílt részsokaságon.

Tekintsük azt a ∂
∂xi

(p) : F(M)→ R leképezést, amelyet a

∂

∂xi
(p)(f) = ∂i(f ◦ x−1) (x(p))

összefüggés ír le tetsz®leges f ∈F(M) függvényre. Eszerint a ∂
∂xi

(p)(f) érték megegyezik
a C∞�osztályú f ◦ x−1 : x(U) ⊂ Rm → R valós függvénynek az x(p) pontban vett i�edik
parciális deriváltjával. Könny¶ belátni, hogy a ∂

∂xi
(p) leképezés eleget tesz a 2.1. De�níció

feltételeinek, azaz ∂
∂xi

(p) egy érint®vektora M�nek a tekintett p pontban.
2.3. De�níció. Az M sokaság p pontbeli ∂

∂xi
(p) (i = 1, . . . ,m) érint®vektorait az (U, x)

térképhez tartozó alapvektoroknak mondjuk.
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A dudorfüggvény és egy alkalmazása

Az alábbi kijelentést a kés®bbiek során többször is alkalmazni fogjuk.
2.1. Állítás. Legyen adott az M sokaság egy U nyílt részhalmaza és egy p∈U pont. Van
olyan f ∈F(M) sima függvény, amely rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:
(1) Az f tartójára fennáll supp f ⊂ U .
(2) Tetsz®leges q∈M pontbeli függvényértékre 0 ≤ f(q) ≤ 1 teljesül.
(3) A p�nek van olyan V nyílt környezete, hogy bármely q∈V pontra igaz f(q) = 1.

Könnyen igazolható, hogy amennyiben egy konstans c ∈ F(M) függvényt veszünk,
akkor egy p∈M pontban vett bármely vp érint®vektorra fennáll vp(c) = 0.

A 2.1. Állítást alkalmazva könnyen igazolni lehet az alábbi kijelentést.
2.2. Állítás. Az M sokaság egy p pontjában legyen adott egy vp érint®vektor.
Amennyiben valamely g, h∈F(M) sima függvényeknek a p egy nyílt környezetére történ®
lesz¶kítései megegyeznek, akkor vp(g) = vp(h) teljesül.

Megjegyzés. Tekintsük az M�nek egy U nyílt részhalmazát és azon egy g : U → R sima
függvényt. Egy U�beli p pontot és egy vp∈TpM érint®vektort véve értelmezni lehet vp�nek
a g�n nyert értékét is az alábbiak szerint.

A 2.1. Állítást (vagyis a megfelel® dudorfüggvényt) alkalmazva konstruálni tudunk egy
olyan ĝ ∈F(M) sima függvényt, hogy a p�nek egy V (V ⊂ U) nyílt környezetén fennáll
ĝ|V = g|V . A g∈F(U) függvénynek a vp érint®vektor szerinti deriváltján a vp(ĝ) számot
értjük. A 2.2. Állítás szerint ez az érték nem függ a ĝ megválasztásától.

A következ® állítás bizonyítása igen egyszer¶.
2.3. Állítás. AzM sokaság egy p pontjában vegyünk egy (U, x) térképet. A ∂

∂x1
(p), . . . , ∂

∂xm
(p)

alapvektorok egy lineárisan független vektorrendszert adnak a TpM érint®térben.

A valós függvényekre vonatkozó segédtétel

A továbbiakban azt szeretnénk megmutatni, hogy azM sokaság érint®tereim�dimenziós
vektorterek. Ennek bizonyításához azonban szükségünk van egy segédtételre.

Rögzítsük az Rm euklideszi tér egy a = (a1, . . . , am) pontját és annak egy ε sugarú
Bε(a) gömbkörnyezetét (ε > 0). Valamely b∈Bε(a) pontot tekintve vegyük a
γ b : [0, 1]→ Bε(a) ⊂ Rm sima görbét, amelyet a γ b(τ) = (1−τ) a+τ b (τ ∈ [0, 1]) egyenlet
határoz meg. Eszerint a γ b leképezés éppen az a, b pontokat összeköt® szakaszt írja le.

Legyen adva egy g : Bε(a) ⊂ Rm → R tetsz®legesen sokszor di�erenciálható (más szóval
sima) függvény. A g�nek az i�edik parciális derivált függvényét jelölje most
Dig (i = 1, . . . ,m). De�niáljuk a Pig : Bε(a) ⊂ Rm → R függvényt a

Pig (b) =

∫ 1

0

(Dig ◦ γ b)(τ) dτ =

∫ 1

0

Dig ((1− τ)a+ τb) dτ

( b ∈ Bε(a) ) formulával. Igazolható, hogy ezen Pig függvények ugyancsak C∞�osztályúak.

2.1. Lemma. A g : Bε(a) ⊂ Rm → R sima függvény kifejezhet® a

g = g(a) +
m∑
i=1

ui · Pig −
m∑
i=1

ai · Pig (2.1)
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formában.
Bizonyítás. Tekintsünk egy tetsz®leges b ∈ Bε(a) pontot. A g ◦ γ b : [0, 1] → R valós
függvényre alkalmazzuk a Newton�Leibniz�formulát. Ily módon a

g(b)− g(a) = g ◦ γ b(1)− g ◦ γ b(0) =

∫ 1

0

(g ◦ γ b)′(τ) dτ (2.2)

összefüggéshez jutunk. A g ◦ γ b összetett függvény deriválásával a

(g ◦ γ b)′(τ) =
∑m

i=1
(bi − ai) ·Dig (γ b(τ)) (τ ∈ [0, 1])

egyenlet adódik. Ha ezt behelyettesítjük (2.2)�be és �gyelembe vesszük a Pig
(i = 1, . . . ,m) függvények fenti de�nícióját, a

g(b)− g(a) =
∑m

i=1
(bi − ai) · Pig (b) (2.3)

összefüggést nyerjük. Az ui : Rm → R koordináta�függvényeket alkalmazva (2.3)�ból
már következik a

g(b) = g(a) +
∑m

i=1
(ui(b)− ai) · Pig (b) (b∈Bε(a))

összefüggés. Mivel ez az Rm�beli Bε(a) nyílt gömb tetsz®leges b elemére fennáll, teljesül
a (2.1) egyenlet.

Megjegyzés. Tekintsük a (2.1) összefüggésben szerepl® Pig : Bε(a)→ R (i = 1, . . . ,m)
függvényeknek az ε sugarú gömbkörnyezet a centrumában felvett értékeit. Mivel
∀ τ ∈ [0, 1] esetén fennáll γ a(τ) = a, így egyszer¶en a

Pig (a) =

∫ 1

0

(Dig ◦ γ a)(τ) dτ = Dig (a) (2.4)

egyenl®séget nyerjük.

Az érint®térre vonatkozó alaptétel

Vegyük az m�dimenziós M di�erenciálható sokaság egy p pontját és egy p�beli (U, x)
lokális koordináta�rendszerét. Az x : U → Rm térképezés tartományának alkalmas lesz¶kí-
tésével egy olyan (W, x) térképet nyerünk, ahol az Rm�beli x(W ) nyílt tartomány egybe-
esik az a = x(p) pont valamely ε sugarú Bε(a) gömbkörnyezetével (ε > 0). A továbbiakban
egy ilyen (W, x) térképet használunk.

Legyen v egy érint®vektora M�nek a p pontban. Mint ismeretes, a v(f) ∈ R érték
csupán az f ∈ F(M) függvény p�beli lokális viselkedését®l függ. Ily módon a W nyílt
részsokaságon de�niált sima függvényeken is értelmezni tudjuk v értékét (más szóval ezen
függvények v szerinti deriváltját). Ha f̃ jelöli az f ∈F(M) függvény W nyílt tartományra
való lesz¶kítését, akkor fennáll a v(f̃) = v(f) egyenl®ség. A v érint®vektornál tehát
tekinthetjük az xi = ui ◦ x (i = 1, . . . ,m) koordináta�függvényeken felvett v(xi)∈R
értékeket is.

Ennyi el®készítés után már ki tudjuk mondani a sokaságok tárgyalása során oly gyakran
alkalmazott tételt.
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2.1. Tétel. Az M sokaságnak a p pontban vett tetsz®leges v érint®vektora el®áll a
∂
∂xi

(p) (i = 1, . . . ,m) alapvektorok lineáris kombinációjaként a

v =
m∑
i=1

v(xi) · ∂
∂xi

(p) (2.5)

formában.
Bizonyítás.
Be fogjuk látni, hogy tetsz®leges f ∈F(M) függvény esetén fennáll a

v(f) =
m∑
i=1

v(xi) · ∂
∂xi

(p) (f) (2.6)

egyenl®ség. Nyilvánvaló, hogy a (2.6) összefüggésb®l már következik (2.5) teljesülése.
A g = f ◦ x−1 : Bε(a) ⊂ Rm → R függvényre (ahol a = x(p)) alkalmazzuk a

2.1. Lemmában szerepl® (2.1) kifejezést. Eszerint fennáll az

f ◦ x−1 = f ◦ x−1(a) +
m∑
i=1

ui · Pi(f ◦ x−1)−
m∑
i=1

ai · Pi(f ◦ x−1)

egyenlet. Vegyük a fenti egyenletben szerepl® függvények kompozícióját az x : W → Rm

térképezéssel. Ily módon az f�nek a W nyílt tartományra való f̃ lesz¶kítése az

f̃ = f(p) +
m∑
i=1

(ui ◦ x) ·
(
Pi(f ◦ x−1) ◦ x

)
−

m∑
i=1

ai ·
(
Pi(f ◦ x−1) ◦ x

)
alakban fejezhet® ki. Vegyük észre, hogy a jobb oldali összeg els® tagja konstans, és csak
a második tagban szerepelnek szorzatfüggvények.

A v érint®vektornak egy szorzatfüggvényen felvett értéke eleget tesz az ún. Newton�
Leibniz�tulajdonságnak. Ily módon az f̃ függvénynek a v szerinti deriváltja a

v(f̃) = 0 +
m∑
i=1

v(xi) ·Pi(f ◦ x−1)(a) +
m∑
i=1

ai · v
(
Pi(f ◦ x−1) ◦ x

)
−

m∑
i=1

ai · v
(
Pi(f ◦ x−1) ◦ x

)
egyenlettel írható fel. Egyszer¶sítés után a fenti kifejezésb®l a

v(f) = v(f̃) =
m∑
i=1

v(xi) · Pi(f ◦ x−1)(x(p))

összefüggést nyerjük. Innen a (2.4) egyenlet felhasználásával a (2.6)�nak megfelel®

v(f) =
m∑
i=1

v(xi) ·Di(f ◦ x−1)(x(p)) = v(xi) · ∂
∂xi

(p) (f)

egyenl®séget kapjuk.
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Az el®bb bizonyított tétel szerint az (U, x) térképhez tartozó ∂
∂xi

(p) (i = 1, . . . ,m)
alapvektorok már generálják a TpM érint®teret. A 2.3. Állításban már kimondtuk, hogy
ezek a TpM�beli vektorok lineárisan függetlenek. Ezáltal igaz a következ® kijelentés.
Következmény. Legyen (U, x) egy lokális koordináta�rendszere az M di�erenciálható
sokaságnak. Tekintsük az U térképtartomány egy p pontját. A p�beli TpM érint®térnek
egy bázisát képezik az (U, x) térképhez tartozó ∂

∂x1
(p), . . . , ∂

∂xm
(p) alapvektorok.

Megjegyzés. A p∈M pontban vegyünk egy másik (V, y) egy lokális koordináta�rendszert.
A (V, y) térképhez tartozó p�beli ∂

∂yi
(p) (i = 1, . . . ,m) alapvektorok szintén egy bázisát

adják a TpM érint®térnek. A (2.5) összefüggés alapján belátható, hogy

∂

∂yi
(p) =

m∑
r=1

Di(x
r ◦ y−1)(y(p)) · ∂

∂xr
(p)

teljesül. Eszerint az (U, x) és (V, y) térképek alapvektoraira vonatkozó bázistranszformá-
ciót a C∞�osztályú x ◦ y−1 : y(U ∩ V ) ⊂ Rm → Rm átmenet�leképezés y(p)�beli
Jacobi�mátrixa írja le.

A nyílt részsokaság érint®tereinek azonosítása a tartalmazó sokaság érint®tereivel

Vegyük az M sima sokaság egy U nyílt részsokaságát és egy p∈U pontot.
Egy p�beli v∈TpM érint®vektorhoz rendeljük hozzá a ṽ : F(U)→ R leképezést, ame-

lyet az alábbiak szerint értelmezünk. Legyen adott egy g ∈ F(U) sima függvény. A
2.1. Állítás felhasználva tekintsünk egy olyan ĝ ∈ F(M) függvényt, amelynek a p egy
V (V ⊂ U) nyílt környezetére való lesz¶kítése megegyezik a g lesz¶kítésével, azaz fennáll
ĝ|V = g|V . A ṽ leképezés g�beli értéke de�níció szerint legyen ṽ(g) = v(ĝ).

Látható, hogy ṽ egy érint®vektora az U sokaságnak a p pontban. Azt is könny¶ iga-
zolni, hogy ez a hozzárendelés egy lineáris izomor�zmust ad a TpM és TpU érint®terek
között. Ezen izomor�zmus a két vektortér egy természetes azonosítását határozza meg.

A továbbiakban az U nyílt részsokaság érint®terét és a tartalmazó M sokaság érint®-
terét bármely p∈U pontban azonosnak tekintjük.

Az euklideszi terek érint®terei

Tekintsük a természetes di�erenciálható struktúrával ellátott Rm euklideszi teret, továb-
bá az (Rm, id) globális térképet. Ezen térkép koordináta�függvényei az ui : Rm → R
projekciók (i = 1, . . . ,m).

Vegyünk Rm�ben egy p = (p1, . . . , pm) pontot és egy f ∈ F(Rm) sima függvényt.

A 2.3. De�níció szerint az (Rm, id) térképhez tartozó
∂

∂ui
(p) alapvektornak az f�en

nyert értékére fennáll ∂
∂ui

(p)(f) = Dif(p), vagyis az f�nek a ∂
∂ui

(p) érint®vektor szerinti
deriváltja megegyezik az f függvény i�edik parciális deriváltjával a p helyen.

A ∂
∂ui

(p) (i = 1, . . . ,m) vektorok egy természetes bázisát adják a TpRm érint®térnek.
Amennyiben az Rm lineáris tér tetsz®leges v =

∑m
i=1 vi ei vektorának megfeleltetjük a p

pontbeli v =
∑m

i=1 vi
∂
∂ui

(p) érint®vektort, akkor egy izomor�zmust kapunk az Rm és TpM
vektorterek között. Ily módon az Rm euklideszi tér érint®tereit azonosítani lehet az Rm

lineáris térrel. (Ezt nevezik a TpRm és Rm vektorterek természetes azonosításának.)
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Megjegyzés. A klasszikus di�erenciálgeometriában úgy tudtuk elkerülni az elmélet teljes
formalizmusának az id®igényes kidolgozását, hogy kihasználtuk a fenti azonosítást.

Tekintsük az 1�dimenziós R euklideszi teret, továbbá egy C∞�osztályú g : R → R
függvényt. Egy t ∈ R pontban az (R, id) térképhez tartozó alapvektort jelölje

d

du
(t).

Nyilvánvaló, hogy ennek a g függvényen nyert értékére fennáll d
du

(t)(g) = g′(t).

A lineáris érint®leképezés

Legyen adott egy µ : M → N sima leképezés az M és N di�erenciálható sokaságok
között. Tekintsünk egy v ∈ TpM érint®vektort a p∈M pontban. Feleltessük meg v�nek
azt a vµ : F(N)→ R leképezést, amelyre igaz vµ(g) = v(g◦µ) tetsz®leges g∈F(N) esetén.

Könnyen ellen®rizhet®, hogy vµ egy érint®vektort ad az N sokaság µ(p) pontjában.
2.4. De�níció. Azt a Tpµ : TpM → Tµ(p)N leképezést, ahol tetsz®leges v ∈ TpM esetén
fennáll Tpµ(v) = vµ , a µ érint®leképezésének mondjuk a p∈M pontban.

Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy a Tpµ egy lineáris leképezés az érint®terek között.

Megjegyzés. Legyenek adott egy µ : M → N sima leképezés. Tekintsük az M egy p
pontját és abban egy (U, x) térképet, továbbá az N sokaság egy (V, y) térképét a µ(p)
pontban. A (2.5) összefüggés alapján adódik, hogy fennáll a

Tpµ
( ∂

∂xi
(p)
)

=
n∑
j=1

Di(y
j ◦ µ ◦ x−1)(x(p)) · ∂

∂yj
(µ(p)) (2.7)

egyenlet (i = 1, . . . ,m). Eszerint a Tpµ érint®leképezést a TpM�beli ∂
∂x1

(p), . . . , ∂
∂xm

(p)
és a Tµ(p)N�beli ∂

∂y1
(µ(p)), . . . , ∂

∂yn
(µ(p)) bázisokra nézve az

y ◦ µ ◦ x−1 : x(U ∩ µ−1(V )) ⊂ Rm → Rn leképezés x(p)�beli Jacobi�mátrixa írja le.

A következ® összefüggést az érint®leképezésre vonatkozó láncszabálynak szokás
mondani.
2.4. Állítás. Legyenek adva a µ : M → N és ρ : N → P sima leképezések. Ez esetben
tetsz®leges p∈M pontban fennáll Tp(ρ ◦ µ) = Tµ(p)ρ ◦ Tpµ .

A di�erenciálható sokaság sima görbéi

Legyen I egy nyílt intervallum az R�ben, amelyet úgy tekintünk mint az R egy nyílt
részsokaságát.
2.5. De�níció. Egy σ : I → M sima leképezést az M di�erenciálható sokaság egy sima
görbéjének mondunk.

2.6. De�níció. A σ : I → M sima görbének a t ∈ I helyen vett érint®vektorán a σ(t)
pontbeli σ̇(t) = Ttσ( d

du
(t)) vektort értjük.

Megjegyzés. A de�níciókból adódik, hogy egy f ∈F(M) függvénynek a σ̇(t) érint®vektor
szerinti deriváltjára σ̇(t)(f) = (f ◦ σ)′(t) teljesül.

Tegyük fel, hogy a σ : I →M sima görbe pályája benne van azM egy (U, x) térképének
az U tartományában. Ez esetben az xi ◦ σ : I → R (i = 1, . . . ,m) di�erenciálható
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függvényeket a σ görbe (U, x) térképre vonatkozó koordináta�függvényeinek nevezzük.
Könnyen belátható, hogy a σ�nak a t∈I helyen vett érint®vektorára fennáll

σ̇(t) =
m∑
i=1

(xi ◦ σ)′(t) · ∂
∂xi

(σ(t)) .

A sima vektormez®k és az integrálgörbék

Az M érint®tereit diszjunkt halmazoknak tekintve jelölje TM azok unióját. Eszerint
TM az M összes érint®vektorának a halmaza, amelyet az M sokaság érint®nyalábjának
nevezünk.
2.7. De�níció. Az M sokaságon vett vektormez®n egy olyan Y : M → TM leképezést
értünk, ahol bármely p∈M pontban fennáll Y (p)∈TpM .

Tekintsünk azM sokaságon egy Y vektormez®t és egy f ∈F(M) függvényt. Ez esetben
értelmezni lehet az Y f : M → R leképezést, amelyre igaz Y f(p) = Y (p)(f) (p∈M).
2.8. De�níció. Az M egy Y vektormez®jét simának mondjuk, ha tetsz®leges f ∈F(M)
esetén az Y f : M → R függvény di�erenciálható.

2.9. De�níció. Az M sokaság egy (U, x) térképéhez tartozó i�edik alapvektormez®n azt
a ∂

∂xi
: U → TU leképzést értjük, amely az U térképtartomány tetsz®leges p pontjához a

∂
∂xi

(p) érint®vektort rendeli.

Megjegyzés. Evidens, hogy az M egy (U, x) térképéhez tartozó alapvektormez®k sima
vektormez®k az U nyílt részsokaságon.

Megjegyzés. Legyen Y egy vektormez® az M sokaságon és legyen (U, x) egy térképe az
M�nek. A 2.1. Tételnek megfelel®en az Y bármely p ∈ U pontbeli értéke egyértelm¶n
kifejezhet® az Y (p) =

∑m
i=1 η

i(p) · ∂
∂xi

(p) formában, ahol fennáll ηi(p) = Y (p)(xi).
Ily módon m számú ηi : U → R függvényt nyerünk az U nyílt részsokaságon, melyeket
nevezzünk el az Y mez® (U, x) térképre vonatkozó koordináta�függvényeinek.

Nem nehéz belátni, hogy az Y vektormez® sima akkor és csak akkor, ha az M bármely
térképére vonatkozó koordináta�függvényei di�erenciálhatóak.

A sima vektormez® integrálgörbéi

Az M di�erenciálható sokaságon legyen adott egy Y sima vektormez®.
2.10. De�níció. A σ : I → M sima görbét az Y integrálgörbéjének mondjuk, ha tetsz®-
leges t∈I helyen fennáll σ̇(t) = Y (σ(t)).

Tegyük fel, hogy a σ : I → M sima görbe pályája benne van az (U, x) térkép U
tartományában. Tekintsük a görbe σi = xi ◦ σ (i = 1, . . . ,m) koordináta�függvényeit és
az Y �nak megfelel® ηi : U → R sima függvényeket, melyekre igaz ηi = (Y |U)xi. Vegyük
emellett az x(U) ⊂ Rm nyílt halmazon az Fi = ηi ◦ x−1 összefüggéssel meghatározott
Fi : x(U)→ R C∞�osztályú függvényeket.

Látható, hogy a σ akkor integrálgörbéje az Y �nak, ha teljesülnek a σ′i = ηi ◦ σ egyen-
l®ségek. Ez egyenérték¶ azzal, hogy bármely t∈I pontban fennállnak a

σ′i(t) = Fi(σ1(t), . . . , σm(t)) (2.8)
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(i = 1, . . . ,m) összefüggések.

A di�erenciálegyenlet�rendszerekre vonatkozó alaptétel és (2.8) alapján már könnyen
belátható az alábbi kijelentés.
2.5. Állítás. Az M sokaságon legyen adott egy Y sima vektormez®. Tetsz®leges p∈M
pont esetén van az Y �nak olyan σ : I →M integrálgörbéje, amelyre igaz 0∈I és σ(0) = p.

Megjegyzés. Legyenek σ : I → M és γ : I → M olyan integrálgörbéi az Y �nak, hogy
valamely t0∈I helyen igaz σ(t0) = γ(t0). Ez esetben fennáll σ = γ.

Megjegyzés. Az Y sima vektormez® egy σ : I →M integrálgörbéjét maximálisnak mond-
juk, ha nincs olyan γ : J →M integrálgörbe, amelyre teljesül I ⊂ J, I 6= J és γ|I = σ.

A 2.5. Állítást élesíteni lehet az alábbi formában. Az Y �nak egyértem¶en létezik egy
olyan σ : I →M maximális integrálgörbéje, amelyre igaz 0∈I és σ(0) = p.

A Lie�algebrák

Mint ismeretes, valós algebrán egy olyan A vektorteret értünk az R számtest felett,
amelyen az összeadás mellett egy · szorzásm¶velet is értelmezve van, és fennállnak az
alábbi tulajdonságok:
Bármely λ∈R és a, b∈A esetén igaz λ(a · b) = (λ a) · b = a · (λ b).
Tetsz®leges a, b, c∈A vektorokkal teljesül a · (b+ c) = a · b+ a · c és
(a+ b) · c = a · c+ b · c.
2.11. De�níció. Legyen adott egy olyan A valós algebra, ahol az a, b ∈ A elemek
szorzatát [a, b] jelöli. Az A�t Lie�algebrának nevezzük, ha tetsz®leges a, b, c∈A elemekre
teljesülnek az alábbi összefüggések:
(1) [a, b] + [b, a] = 0 .
(2)

[
[a, b], c

]
+
[
[b, c], a

]
+
[
[c, a], b

]
= 0 .

Megjegyzés. Az el®z® de�nícióban szerepl® (2) egyenl®séget Jacobi�azonosságnak neve-
zik. Könnyen belátható, hogy az R3 vektortér a vektoriális szorzással egy Lie�algebrát
képez.

Megjegyzés. Legyen adott egy A algebra az asszociatív · szorzásm¶velettel. Vezessük be
A�an az [a, b] = a · b − b · a összefüggéssel meghatározott [ , ] m¶veletet. Egyszer¶en
ellen®rizhet®, hogy amennyiben a [ , ] szorzásm¶velettel látjuk el az A vektorteret, egy
Lie�algebrát kapunk.

Két sima vektormez® Lie�zárójelének fogalma

Jelölje X(M) az M sokaságon vett sima vektormez®k halmazát. Természetes módon
de�niálni lehet két sima vektormez® összegét, továbbá egy sima vektormez®nek egy ska-
lárral vett szorzatát. Könny¶ belátni, hogy ha az X(M)�en bevezetjük az összeadás és a
skalárral való szorzás m¶veletét, akkor egy végtelen dimenziós vektorteret kapunk.

A továbbiakban egy Y vektormez®nek egy p∈M pontbeli értékét Y (p) mellett
Yp�vel is jelöljük a jobb áttekinthet®ség érdekében.
2.12. De�níció. Az X, Y ∈X(M) sima vektormez®k Lie�zárójelének egy p∈M pontbeli
értékén azt az [X, Y ]p : F(M)→ R leképezést értjük, ahol fennáll
[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf) tetsz®leges f ∈F(M) esetén.
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Megjegyzés. Könnyen ellen®rizhet®, hogy az [X, Y ]p leképezés az M�nek egy érint®vek-
tora a p pontban.

2.13. De�níció. Az X, Y ∈X(M) sima vektormez®k Lie�zárójelén azt az
[X, Y ] : M → TM vektormez®t értjük, amelynek a p ∈ M pontbeli értéke azonos az
[X, Y ]p érint®vektorral.

Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy az [X, Y ] vektormez® is sima, továbbá teljesül
[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf) (f ∈F(M)).

Nem nehéz belátni, hogy a sima vektormez®k X(M) tere a Lie�zárójel m¶veletre nézve
egy Lie�algebrát képez.

Megjegyzés. Tekintsük az M sokaság egy (U, x) térképét és az ahhoz tartozó ∂
∂xi

(i = 1, . . . ,m) alapvektormez®ket. Látható a de�nícióból, hogy két alapvektormez®
Lie�zárójele, ami egy sima vektormez® az U nyílt részsokaságon, mindig elt¶nik.

Vegyünk egy g∈F(M) függvényt és egy Y ∈X(M) vektormez®t. Értelmezhet® a
g Y : M → TM sima vektormez®, ahol bármely p∈M pontban fennáll
g Y (p) = g(p) · Y (p). Ezt nevezzük g és az Y szorzatának.

Eszerint a sima vektormez®k X(M) terét úgy is tekinthetjük, mint egy modulust az
F(M) kommutatív gy¶r¶ felett.

Egyszer¶en levezethet®, hogy tetsz®leges f, g ∈ F(M) függvények és X, Y ∈ X(M)
vektormez®k esetén fennáll

[f X, g Y ] = f g [X, Y ] + f (Xg)Y − g (Y f)X .

Sima leképezések osztályozása az érint®leképezés alapján

2.14. De�níció. A µ : M → N sima leképezést immerziónak (illetve szubmerziónak)
mondjuk egy p ∈M pontban, ammennyiben a Tpµ érint®leképezés injektív (illetve szür-
jektív).

Amennyiben az M bármely p pontjában a Tpµ leképezés injektív (illetve szürjektív),
akkor a µ�t immerziónak (illetve szubmerziónak) nevezzük.

2.15. De�níció. A µ : M → N sima leképezésr®l azt mondjuk, hogy az egy lokális
di�eomor�zmus a p ∈M pontban, ha a p�nek van olyan U nyílt környezete, amelyre a
µ�t lesz¶kítve egy di�eomor�zmust kapunk az U ⊂ M és µ(U) ⊂ N nyílt részsokaságok
között.

Megjegyzés. Evidens, hogy amennyiben a µ : M → N sima leképezés egy lokális dif-
feomor�zmus a p ∈M pontban, akkor a Tpµ érint®leképezés egy lineáris izomor�zmus.

Az inverz leképezés tétele alapján bizonyítható a következ® kijelentés.
2.2. Tétel. Legyen adott egy olyan µ : M → N sima leképezés, ahol valamely p ∈M
pontban a Tpµ érint®leképezés egy lineáris izomor�zmus. Ekkor a µ egy lokális di�eomor-
�zmust ad p�ben.
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3) A di�erenciálható sokaságok részsokaságai

A sima függvény pontbeli di�erenciálja

Legyen adott egy f : M → R di�erenciálható függvény az M sokaságon. Valamely
p ∈M pontban tekintsük azt a df(p) : TpM → R leképezést, amelyet a df(p)(v) = v(f)
összefüggés ír le tetsz®leges v∈TpM esetén. Evidens, hogy a df(p) egy lineáris formát ad
a TpM érint®téren.
3.1. De�níció. A df(p) lineáris formát az M sokaságon vett f sima függvény p pontbeli
di�erenciáljának nevezzük.

Megjegyzés. Amennyiben egy g sima függvény nem a teljes M sokaságon, hanem csak a
p∈M pont egy nyílt környezetén van értelmezve, akkor is de�niálni lehet a p�beli
dg(p) : TpM → R di�erenciált.

Az M sokaság TpM érint®terének a duális terét a továbbiakban T ∗pM fogja jelölni.
Legyen (U, x) egy térképe azM�nek a kijelölt p pontban. Vegyük a térképezés koordináta�
függvényeinek a p�beli dxi(p) (i = 1, . . . ,m) di�erenciáljait. Evidens, hogy az így nyert
T ∗pM�beli dx1(p), . . . , dxm(p) bázis duálisa a TpM�beli ∂

∂x1
(p), . . . , ∂

∂xm
(p) bázisnak.

3.2. De�níció. A df : X(M) → F(M) leképezést, ahol bármely Y ∈X(M) vektormez®re
fennáll df(Y ) = Y f , az f ∈F(M) függvény di�erenciáljának mondjuk.

Az érint®leképezés által indukált lineáris leképezés

Legyenek V és W valós vektorterek, ezek dimenziója legyen m és n. A V vektortér
duális terét (azaz a V lineáris formáinak terét) jelölje V ∗. Vegyünk egy α : V → W lineáris
leképezést, amelyet a V �beli e1, . . . , em és a W�beli b1, . . . , bn bázisvektorokra nézve az
n×m�es A mátrix ír le. Eszerint az A mátrix Aji elemeivel teljesülnek az
α(ei) =

∑n
j=1A

j
i · bj (i = 1, . . . ,m) egyenl®ségek.

Tekintsük azt az α∗ : W ∗ → V ∗ leképezést, ahol tetsz®leges η ∈W ∗ lineáris forma és
v∈V vektor esetén fennáll α∗(η)(v) = η(α(v)). Mint ismeretes, az α∗ lineáris leképezést
az α által a duális terek között indukált leképezésnek mondjuk.

Könnyen be lehet látni, hogy az eredeti bázisok ε1, . . . , εm és β1, . . . , βn duális bázisaival
fennáll α∗(βj) =

∑m
i=1A

j
i · εi (j = 1, . . . , n). Ennek következtében az α és α∗ lineáris

leképezések rangja megegyezik. Ily módon azt kapjuk, hogy az α leképezés injektív (illteve
szürjektív) akkor és csak akkor, ha az α∗ indukált leképezés szürjektív (illteve injektív).

Legyen adott egy µ : M → N sima leképezés az M és N sokaságok között. Valamely
p ∈M pontban tekintsük a Tpµ : TpM → Tµ(p)N érint®leképezést. A Tpµ által indukált
lineáris leképezést jelölje T ∗pµ : T ∗µ(p)N → T ∗pM .

Vegyük az M�nek egy (U, x) térképét a p pontban, továbbá az N sokaságnak egy
(V, y) térképét a µ(p) pontban. A (2.7) összefüggésb®l adódik, hogy fennállnak a

T ∗pµ
(
dyj(µ(p))

)
=
∑m

i=1Di(y
j ◦ µ ◦ x−1)(x(p)) · dxi(p)

(j = 1, . . . , n) egyenletek.

Megjegyzés. Az N sokaságon vett tetsz®leges h∈F(N) függvény esetén teljesül a
d(h ◦ µ)(p) = T ∗pµ(dh(µ(p))) összefüggés a pontbeli di�erenciálokra.
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A sokaság sima függvényeib®l nyert térképezés

3.3. De�níció. Legyenek adva az M sokaságon az y1, . . . , yk ∈ F(M) sima függvények.
Ezekr®l azt mondjuk, hogy függetlenek a p∈M pontban, ha a T ∗pM�beli dy1(p), . . . , dyk(p)
vektorok lineárisan függetlenek.

A következ® kijelentést a 2.2. Tétel felhasználásával lehet a legkönnyebben bizonyítani.
3.1. Állítás. Legyenek y1, . . . , ym∈F(M) olyan sima függvények az M sokaságon, ame-
lyek függetlenek a p∈M pontban. Tekintsük azt az y : M → Rm sima leképezést, amelyre
fennáll y(q) = (y1(q), . . . , ym(q)) bármely q∈M pontban. Ez esetben a p�nek van olyan U
nyílt környezete, hogy az (U, y|U) pár egy térképe az M sokaságnak és ez a térkép benne
van az M di�erenciálható struktúráját meghatározó teljes C∞�osztályú atlaszban.

3.2. Állítás. Legyen a P egy k�dimenziós az M pedig egy m�dimenziós di�erenciálható
sokaság. Legyen a µ : P → M egy olyan sima leképezés, amely immerziót ad egy p∈P
pontban. Tekintsük az M sokaságnak egy (U, x) térképét a µ(p) pontban. Ez esetben az
xi ◦ µ : µ−1(U) → R (i = 1, . . . ,m) sima függvények közül kiválasztható k számú oly
módon, hogy a kiválasztott függvényeknek a p pont egy megfelel® nyílt környezetére vett
lesz¶kítései egy térképezését adják a P sokaságnak.

A részsokaság értelmezése

3.4. De�níció. A P di�erenciálható sokaságot azM részsokaságának mondjuk, ha teljesül
az alábbi két feltétel.
(1) A P az M�nek részhalmaza, és a P sokaság topológiája azonos az M által indukált
altér�topológiával.
(2) A ι : P →M természetes injekció egy immerzió.

Megjegyzés. Legyen P egy k�dimenziós részsokasága az M�nek. Amennyiben fennáll
k = m, akkor P egy nyílt részsokaság az M�ben.

Tegyük fel, hogy k < m teljesül. Ez esetben egy p∈P pontbeli TpP érint®teret (a Tpι
injektív leképezés által) azonosítani lehet a TpM�nek egy k�dimenziós alterével.

Egy térkép koordináta�szeletei

Felhasználva a sokaság térképeit könnyen lehet példát mutatni alacsonyabb dimenziójú
részsokaságokra.

Tekintsük az M sima sokaságnak egy (U, x) térképét és egy (c1, . . . , cm)∈x(U) ⊂ Rm

elemet. Valamely k (1 ≤ k < m) egész számhoz vegyük az

S = { q∈U | xk+j(q) = ck+j (j = 1, . . . ,m− k) }

ponthalmazt és azon az U�ból (vagyis azM�b®l) származtatott altér�topológiát. Evidens,
hogy ily módon az S egy k�dimenziós topológikus sokaságot képez.
3.5. De�níció. Az indukált topológiával ellátott S ponthalmazt az (U, x) térkép egyik
k�dimenziós koordináta�szeletének nevezzük.

Legyen a π : Rm → Rk leképezés az Rm tér természetes projekciója az Rk�ba. Ez nyil-
ván azt jelenti, hogy bármely (a1, . . . , am)∈Rm esetén fennáll π(a1, . . . , am) = (a1, . . . , ak).
Tekintsük a x̃ = π ◦ x|S leképezést, amely egy homeomor�zmust ad S és az Rk�beli x̃(S)
nyílt halmaz között. Az (S, x̃) teljes térkép meghatároz egy di�erenciálható struktúrát az
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S topológikus sokaságon. A továbbiakban egy koordináta�szeleten mindig ezt a természe-
tes di�erenciálható struktúrát fogjuk tekinteni.

Az (S, x̃) és az (U, x) térképeket alkalmazva könnyen igazolható, hogy a ι : S → M
természetes injekció egy immerzió. Ily módon az S koordináta�szelet egy részsokasága az
M�nek.

A di�erenciálható sokaság részsokaságainak jellemzése

Mint ismeretes, egy P sima sokaságot akkor mondunk az M részsokaságának, ha P
részhalmaza M�nek, a P�beli topológia megegyezik az M�b®l nyert altér�topológiával,
továbbá a ι : P →M természetes leképezés (ahol ι(p) = p bármely p∈P�re) egy immerzió.

A következ® tétel szerint egy részsokaságot minden esetben el® lehet állítani koordináta�
szeletek uniójaként.
3.1. Tétel. Legyen P egy k�dimenziós részsokasága az M sokaságnak (1 ≤ k < m). Ek-
kor tetsz®leges p∈P pontban meg lehet adni az M�nek egy olyan (U, x) térképét, hogy az
U ∩ P ponthalmaz megegyezik az (U, x) térkép egyik k�dimenziós koordináta�szeletével.
Bizonyítás.
Tekintsük azM egy olyan (Û , z) térképét a p∈P pontban, amelyre fennáll z(p) = 0∈Rm.
Mivel a ι : P →M természetes injekció egy immerzió, a P�beli Û ∩ P nyílt tartományon
vett zi ◦ ι : Û ∩P → R (i = 1, . . . ,m) sima függvények p�beli d

(
z1 ◦ ι

)
(p), . . . , d

(
zm ◦ ι

)
(p)

di�erenciáljai generálják a k�dimenziós T ∗pP vektorteret. Eszerint a zi ◦ ι (i = 1, . . . ,m)
függvények közül ki lehet választani k darabot oly módon, hogy azok függetlenek a p
pontban. Az általánosság elvének megsértése nélkül feltehetjük, hogy az els® k függvény
rendelkezik ezzel a tulajdonsággal.

A 3.1. Állítás következtében a P sokaságon van a p�nek olyan W nyílt környezete,
hogy a zj ◦ ι (j = 1, . . . , k) függvényeknek a W�re való lesz¶kítései egy térképezését
adják P�nek. Eszerint az y : W → Rk leképezéssel, amelynek koordináta�függvényeire
fennáll yj = zj ◦ ι|W (j = 1, . . . , k), a P részsokaság (W, y) lokális koordináta�rendszerét
kapjuk. Nyilvánvaló, hogy a π(a1, . . . , am) = (a1, . . . , ak) összefüggéssel leírt π : Rm → Rk

természetes projekciót alkalmazva teljesül y = π ◦ z ◦ ι|W .

Tekintsük az f i = zi ◦ ι ◦ y−1 összefüggéssel meghatározott f i : y(W ) ⊂ Rk → R
(i = 1, . . . ,m) di�erenciálható függvényeket az Rk�beli y(W ) nyílt tartományon. Emellett
vegyük az M�ben a p pontnak egy olyan V nyílt környezetét, amelyre teljesül V ⊂ Û ,
V ∩ P ⊂ W és π ◦ z(V ) ⊂ y(W ).

Legyen x : V ⊂M → Rm az a leképezés Rm�be, amelynek koordináta�függvényei

xj = zj|V (j = 1, . . . , k) s xi = (zi − f i ◦ π ◦ z)|V (i = k + 1, . . . ,m).

Evidens, hogy az xr (r = 1, . . . ,m) komponens�függvények di�erenciálhatóak. Fejezzük
ki ezen függvények p�beli di�erenciáljait a T ∗pM duális érint®tér dz1(p), . . . , dzm(p) bázis-
vektoraiból. Könny¶ belátni, hogy

dxr(p) =
∑m

i=1 dx
r(p)

(
∂
∂zi

(p)
)
· dzi(p) =

∑m
i=1Di

(
xr ◦ z−1

)
(z(p)) · dzi(p).

teljesül. Az egyszer¶ség kedvéért alkalmazzuk a Br
i = Di

(
xr ◦z−1

)
(z(p)) (r, i = 1, . . . ,m)

jelölést.
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Amennyiben fennáll 1 ≤ j ≤ k, akkor az xj ◦ z−1 = zj ◦ z−1|z(V ) = uj|z(V ) össze-
függés következtében Bj

i = δji (i = 1, . . . ,m) adódik.
Tekintsük most a k < r ≤ m esetet. Ekkor az xr ◦ z−1 = (ur − f r ◦ π)|z(V )

egyenl®ségb®l következik, hogy Br
i = δri−Di

(
f r◦π

)
(z(p)) teljesül. Ha még azt is feltesszük,

hogy fennáll i > r, akkor a Di

(
f r ◦ π

)
(z(p)) = 0 és Br

i = δri összefüggésekhez jutunk.
A fent leírtak alapján a Br

i (r, i = 1, . . . ,m) együtthatókból képzett B mátrix f®átlójá-
ban végig 1 szerepel és a f®átló felletti elemek elt¶nnek. Ebb®l már adódik, hogy a B mát-
rix invertálható, tehát az xi (i = 1, . . . ,m) függvények p pontban vett dx1(p), . . . , dxm(p)
di�erenciáljai is egy bázisát adják a T ∗pM duális érint®térnek.

Egy korábbi eredményünk szerint ekkor az M�ben a p�nek van olyan U (U ⊂ V )
nyílt környezete, hogy az x : V → Rm leképezésnek az U�ra történ® lesz¶kítése egy
térképezése az M�nek. Az U tartomány megfelel® megválasztásával azt is el tudjuk érni,
hogy fennálljon a π ◦ z(U) = y(U ∩ P ) összefüggés. Tekintsük az így nyert (U, x) lokális
koordináta�rendszert, továbbá ennek az
S = { q∈U | xr(q) = 0 (r = k + 1, . . . ,m) } k�dimenziós koordináta�szeletét.

Vegyünk egy tetsz®leges q∈U ∩ P pontot. Látható, hogy r > k esetében fennáll

xr(q) = zr(q)− zr ◦ ι ◦ y−1 ◦ π ◦ z(q) = zr(q)− zr ◦ ι ◦ y−1 ◦ y(q) = 0,

tehát q∈S teljesül.
Tekintsünk most egy t∈S pontot. Az U tartományra vonatkozó fenti feltevés szerint

van olyan q ∈U ∩ P pont, amelyre igaz π ◦ z(t) = y(q). Ily módon a t, q pontok (U, x)
térképbeli koordinátáira xr(t) = 0 = xr(q) (r = k + 1, . . . ,m) mellett az xj(t) = xj(q)
(j = 1, . . . , k) egyenl®ségek is teljesülnek, amib®l t = q adódik.

A fentiek szerint fennáll U ∩ P = S, vagyis az (U, x) egy olyan térkép, amelynek az
U ∩ P ponthalmaz az egyik koordináta�szelete.

A 3.1. Tétel el®bbi bizonyítása egyúttal az alábbi kijelentést is igazolja.
3.2. Tétel. Legyen adva egy ι : P → M immerziója a k�dimenziós P sokaságnak az M
sokaságba (1 ≤ k < m). Tetsz®leges p ∈ P pontot véve meg lehet adni az M�nek egy
olyan ι(p)�beli (U, x) térképét és a p�nek egy olyan W nyílt környezetét P�ben, hogy az
U∩ι(W ) ponthalmaz megegyezik az (U, x) térkép egyik k�dimenziós koordináta-szeletével.

3.3. Állítás. Legyen a P egy részsokasága az M�nek, továbbá legyen adott egy olyan
µ : N →M di�erenciálható leképezés az N sokaságból az M�be, amelyre fennáll
µ(N) ⊂ P . Tekintsük azt a µ̃ : N → P leképezést, ahol µ̃(q) = µ(q) igaz tetsz®leges q∈N
esetén. Ekkor a µ̃ leképezés is sima.

Az el®bbi kijelentés alapján már könnyen bizonyítani lehet a következ® állítást.
3.4. Állítás. Legyen a P egy olyan részhalmaza azM di�erenciálható sokaságnak, hogy az
indukált altér�topológiával a P egy topológikus sokaság. Ez esetben a P�n legfeljebb egy-
féleképpen adható meg olyan di�erenciálható struktúra, amelyre nézve a P részsokasága
az M�nek.
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Eddigi eredményeinket felhasználva már igazolható az alábbi tétel.
3.3. Tétel. Legyen P egy olyan részhalmaza az M sokaságnak, ahol tetsz®leges p ∈ P
pontban az M�nek van olyan (U, ξ) térképe, hogy az U ∩ P metszethalmaz annak egy
k�dimenziós koordináta�szelete (1 ≤ k < m). Ekkor P egy topologikus sokaság, ame-
lyen egyértelm¶en létezik egy olyan di�erenciálható struktúra, hogy arra nézve P egy
k�dimenziós részsokaságát képezi az M�nek.
Bizonyítás.
A P részhalmazon vegyük az úgynevezett altér�topológiát. Mint ismeretes, ezen topo-
lógiában P�nek egy részhalmaza akkor nyílt, ha el®áll egy M�beli nyílt halmaz és P
metszeteként. Nem nehéz belátni, hogy az így nyert P topologikus tér is Hausdor��féle
és megszámlálható bázisú.

Legyen (U, ξ) egy olyan térképe M�nek egy p ∈ P pontban, hogy az U ∩ P met-
szet megegyezik ezen térképezés egyik k-dimenziós koordináta�szeletével. A ξ térképezés
koordináta�függvényeire szokás szerint alkalmazzuk az xi = ui ◦ ξ (i = 1, . . . ,m) jelölést.
Mivel U ∩ P egy koordináta�szelet, valamely ck+1, . . . , cm konstansokkal fennáll az

U ∩ P = { q∈U | xk+j(q) = ck+j (j = 1, . . . ,m− k) }

összefüggés. Tekintsük az Rm tér π : Rm → Rk természetes projekcióját az Rk euklideszi
térre, amelyet a π(v1, . . . , vk, . . . , vm) = (v1, . . . , vk) összefüggés ír le. Vegyük észre, hogy
a π projekció egy folytonos és nyílt leképezés. Ez alapján már adódik, hogy a szeletre
lesz¶kített π ◦ ξ|U ∩ P : U ∩ P → Rk leképezés egy homeomor�zmust ad a P�beli
U ∩ P nyílt halmaz és az Rk�beli π ◦ ξ(U ∩ P ) nyílt halmaz között, vagyis a P�beli
U ∩ P nyílt halmaz homeomorf az Rk euklideszi tér egy nyílt részhalmazával. Mivel a
P tetsz®leges pontjának van ilyen környezete, az altér�topológiával ellátott P részhalmaz
egy k�dimenziós topologikus sokaságot képez.

A továbbiakban az M�nek egy (U, ξ) térképét a P topologikus sokasághoz adaptált
térképnek mondjuk, ha U ∩ P 6= ∅ és az U ∩ P metszet egy koordináta�szelete a
térképnek. Ez esetben alkalmazni fogjuk az UP = U ∩P és ξP = π ◦ ξ|U ∩P jelöléseket.
Ily módon az (UP , ξP ) pár a P topologikus sokaság egy térképét adja, melyet az adaptált
(U, ξ) térképb®l származtatott térképnek nevezünk.

Az alábbiak során igazoljuk, hogy a P sokaságnak az M�beli adaptált térképekb®l
származtatott térképei C∞�kompatibilisek. Az (U, ξ) mellett vegyük azM�nek egy másik
olyan (V, η) térképét, amely a P�hez adaptált, vagyis amelynél az V ∩ P metszet szintén
egy koordináta�szelet. Az η térképezés koordináta�függvényeire alkalmazzuk az
yi = ui ◦η (i = 1, . . . ,m) jelölést. Legyenek bk+j (j = 1, . . . , n−k) a VP = V ∩P szeletnek
megfelel® valós számok, melyekkel fennáll

V ∩ P = { q∈V | yk+j(q) = bk+j (j = 1, . . . ,m− k) } .

A fenti eljárás szerint ezen térképb®l a P topologikus sokaságnak egy (VP , ηP ) térképét
nyerjük, amelynél a térképezés ηP = π ◦ η|VP .

Az Rk euklideszi tér ηP (VP ) nyílt halmazán tekintsük azt a β : ηP (VP ) → Rm leképe-
zést, melyet a β(v1, . . . , vk) = (v1, . . . , vk, bk+1, . . . , bm) összefüggés ír le. Vegyük észre,
hogy az ηP térképezés inverzére teljesül η−1P = η−1 ◦ β.
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3. ábra. A P topologikus sokasághoz adaptált (U, ξ) és (V, η) térképek.

Tegyük fel, hogy a P sokaság (VP , ηP ) és (UP , ξP ) térképeinek tartományai nem disz-
junktak, azaz UP ∩ VP 6= ∅. A fentiek alapján kapjuk, hogy az Rk�beli ηP (UP ∩ VP ) nyílt
halmazon értelmezett ξP ◦ η−1P : ηP (UP ∩ VP )→ Rk valós függvény kifejezhet® az

ξP ◦ η−1P = (π ◦ ξ) ◦ (η−1 ◦ β) = π ◦ (ξ ◦ η−1) ◦ β

alakban, vagyis el®áll három C∞�osztályú valós függvény kompozíciójaként. Ebb®l követ-
kezik, hogy a ξP ◦ η−1P valós függvény is C∞�osztályú. Ez pedig már igazolja, hogy a P
sokaság (VP , ηP ) és (UP , ξP ) térképei C∞�kompatibilisek egymással.

Mivel a P topologikus sokaságnak az M�beli adaptált térképekb®l származtatott tér-
képei C∞�kompatibilisek, ezek meghatároznak egy C∞�osztályú teljes atlaszt, vagyis egy
di�erenciálható struktúrát a P sokaságon.

Tekintsük a P sokaságon a származtatott térképekkel meghatározott di�erenciálható
struktúrát. A fenti speciális térképeket alkalmazva könny¶ belátni, hogy a ι : P → M
természetes injekció egy olyan sima leképezés, amely egy immerzió. Ezerint P egy sima
részsokasága az M sokaságnak.

A 3.4. Állításból pedig az következik, hogy a P�n nem adható meg egy másik olyan
di�erenciálható struktúra, amellyel teljesülnek a részsokaságra kiszabott feltételek. �
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Megjegyzés. Legyen P egy részsokasága az M di�erenciálható sokaságnak. Tekintsük a
ι : P →M ternészetes injekciót, továbbá P�nek egy p pontját és abban a TpP érint®teret.
Emlékezzünk rá, hogy a 2.1. De�níció szerint TpP elemei lineáris formák a sima függvények
F(P ) terén. A továbbiakban ezt a TpP teret majd azonosnak tekintjük a TpM érint®tér
Tpι(TpP ) alterével.

Sima leképezés reguláris értékének az inverz képe

3.6. De�níció. Legyen adott egy µ : M → N sima leképezés. Egy q ∈ N pontot a µ
reguláris értékének mondunk, ha q ∈ µ(M) és µ érint®leképezése szürjektív a µ−1(q)
inverz kép összes pontjában.

A továbbiakban ha vesszük a sokaság egy részhalmazát, akkor azt egyúttal az altér�
topológiával is ellátjuk. A legtöbb részhalmazról az alábbi tétel alkalmazásával lehet
belátni, hogy egy részsokaságot képez a befoglaló sokaságban.
3.4. Tétel. Legyen adott egy µ : M → N di�erenciálható leképezés az M sokaságból az
N sokaságba (m > n). Amennyiben a q∈µ(M) pont egy reguláris értéke a µ�nek, akkor
a µ−1(q) ponthalmaz egy (m− n)�dimenziós részsokaságot ad az M sokaságban.
Bizonyítás.
Legyen q ∈ µ(M) reguláris értéke a µ sima leképezésnek. Vegyük az N sokaságnak egy
olyan (V, η) térképét a q pontban, amelyre fennáll η(q) = 0 = (0, . . . , 0). A térképezés
koordináta�függvényeire alkalmazzuk a szokásos yr = ur ◦ η (r = 1, . . . , n) jelölést.

Legyen p egy pontja a P = µ−1(q) inverz képnek. Tekintsük az M�nek egy olyan
(W, ζ) térképét a p pontban, amelynek tartományára teljesül a µ(W ) ⊂ V tartalmazás. A
ζ térképezés koordináta�függvényei legyenek a zi = ui ◦ ζ (i = 1, . . . ,m) függvények.

Mivel a Tpµ : TpM → TqN érint®leképezés szürjektív, a duális tereken vett
(Tpµ)∗ : T ∗qN → T ∗pM indukált leképezés injektív. Emlékezzünk rá, hogy a koordináta�
függvények di�erenciáljaival fennáll a (Tpµ)∗(dyr(q)) = d(yr◦µ)(p) összefüggés. Eszerint a
d(y1 ◦µ)(p), . . . , d(yn ◦µ)(p) 1�formák lineárisan függetlenek a T ∗pM duális térben. Mivel
a ζ térképezés koordináta�függvényeinek a dz1(p), . . . , dzm(p) di�erenciáljai egy bázist
képeznek a T ∗pM térben, ezek közül kiválasztható m − n számú oly módon, hogy azok a
d(yr ◦ µ)(p) (r = 1, . . . , n) 1�formákkal kiegészítve is egy bázist alkotnak.

Vezessük be a k = m−n jelölést. Az általánosság elvének megsértése nélkül feltehetjük,
hogy a dz1(p), . . . , dzk(p), d(y1 ◦ µ)(p), . . . , d(yn ◦ µ)(p) 1�formák egy bázisát képezik a
T ∗pM duális térnek. Ugyanis, a koordináta�függvények megfelel® felcserélésével mindig el
tudunk jutni egy ilyen (W, ζ) térképhez.

Tekintsük azon xi : W → R valós függvényeket, amelyekre fennáll xi = zi amennyiben
i ≤ k, és xk+r = yr ◦ µ (r = 1, . . . , n). Ezekb®l képezzük azt a ξ : W → Rm sima
leképezést az M�beli W nyílt halmazon, ahol ξ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) tetsz®leges t ∈ W
esetén. Alkalmazzuk most a 3.1. Állítást. Mivel a dx1(p), . . . , dxm(p) 1�formák egy
bázisát adják a T ∗pM duális térnek, létezik olyan a W által tartalmazott U halmaz, hogy
p ∈ U és ξ�nek az U�ra történ® lesz¶kítése egy térkepezése az M sokaságnak.

Vegyük ξ�nek és koordináta�függvényeinek a p pont ezen U nyílt környezetére való
lesz¶kítését. Ezekre a lesz¶kített függvényekre már nem alkalmazunk új jelölést. Te-
kintsük az (U, ξ) térképnek a ck+r = 0 (r = 1, . . . , n) konstansokkal meghatározott
S = { t ∈ U | xk+r(t) = 0 (r = 1, . . . , n) } k�dimenziós koordináta�szeletét. Ekkor
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tetsz®leges t ∈ U ∩ P pontra fennállnak a xk+r(t) = yr ◦ µ(t) = yr(q) = 0 (r = 1, . . . , n)
összefüggések, amib®l U ∩ P ⊂ S következik.

Ha pedig egy t ∈ S pontot veszünk, akkor az yr(µ(t)) = xk+r(t) = 0 (r = 1, . . . , n)
egyenl®ségekb®l η(µ(t)) = 0 adódik, amib®l µ(t) = q és t ∈ P következik. Ezerint fennáll
az S ⊂ U ∩ P tartalmazás is, vagyis S = U ∩ P teljesül.

Azt kaptuk, hogy a p pontbeli (U, ξ) térképnek U ∩P metszet egy koordináta�szelete.
Mivel a P = µ−1(q) részhalmaz tetsz®leges pontjához létezik ilyen M�beli térkép, a
3.3. Tétel szerint P egy részsokaságát képezi az M�nek. �

4. ábra. Egy µ : M → N leképezés koordináta�kifejezése a (W, ζ) és (V, η) térképekkel.
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Megjegyzés. Tekintsük az R3 sokaságon azt a µ : R3 → R sima leképezést, amelyre
fennáll µ(x, y, z) = x2 + y2 − z2 tetsz®leges (x, y, z) ∈ R3 esetén. Könny¶ belátni, hogy
amennyiben a q ∈ R szám különbözik 0�tól, akkor q egy reguláris érték és µ−1(q) egy
hiperboloid az R3 térben.

Egyedül a 0 nem reguláris értéke µ�nek, és a µ−1(q) alakzat egy forgáskúpot ad R3�ban.
A forgáskúp nem képez részsokaságot.

A di�erenciálható beágyazás

3.7. De�níció. Az M sokaságnak egy N sokaságba történ® di�erenciálható beágyazásán
egy olyan ι : M → N sima leképezést értünk, amelyre teljesül az alábbi két feltétel.
(1) A ι egy injektív immerzió.
(2) A ι egy homeomor�zmust ad az M sokaság és az N�beli ι(M) altér között.

Megjegyzés. Legyen adott egy ι : M → N di�erenciálható beágyazás. A 3.2. Tétel
alapján könnyen belátható, hogy a ι(M) ponthalmaz egy olyan m�dimenziós részsokasága
az N�nek, amely di�eomorf az M�mel.

Megjegyzés. Nem nehéz példát mutatni olyan injektív immerzióra, amely nem ad di�e-
renciálható beágyazást. Tekintsük R2�ben a D = (0, 2π)× R nyílt halmazt Vegyük azon
r : D → R3 di�erenciálható leképezést, ahol r(u, v) = (2 sinu, sin(2u), v) teljesül bármely
(u, v) ∈ D esetén. Az r(D) képalakzat egy olyan "hengerfelület", amelynek vezérgörbéje a
nyolcas számjegyhez hasonlít. Látható, hogy az r(D) képalakzat nem adhat részsokaságot.

Megjegyzés. Az alábbi fontos eredményt, amelyet bizonyítás nélkül közlünk, Whitney
tételeként tartják számon.

Bármely m�dimenziós M sokaságnak meg lehet adni egy di�erenciálható beágyazását
a (2m+ 1)�dimenziós R2m+1 euklideszi térbe.

Di�erenciálható beágyazások a felületelméletben

Idézzük fel a Klasszikus di�erenciálgeometria egyik alapvet® de�nícióját.
Legyen D egy összefügg® nyílt halmaz Rm�ben. Az r : D → Rm+1 di�erenciálható leké-
pezésr®l azt mondjuk, hogy egy sima elemi hiperfelületet ír le az Rm+1 euklideszi térben,
ha teljesül rá az alábbi két feltétel:
(1) Tetsz®leges u = (u1, . . . , um)∈D esetén az r leképezés Jacobi�mátrixának rangjára

fennáll rk Jr(u) = m.
(2) Az r vektorfüggvény egy homeomor�zmust ad a D tartomány és az

r(D) = { r(u) | u∈D } ponthalmaz között.
Az r leképezés által leírt sima elemi hiperfelületen az Rm+1�beli M = r(D) összefügg®
alakzatot értjük.

Az (1) feltétel fennállásából adódik, hogy az r leképezés egy immerzió. Amennyiben (2)
is teljesül, az r egy di�erenciálható beágyazását adja a D ⊂ Rm tartománynak Rm+1�be.

Ily módon azM = r(D) hiperfelület egy m�dimenziós részsokasága az Rm+1 euklideszi
térnek. Alkalmazva az r−1 : M → Rm inverz leképezést nyilvánvaló, hogy az (M, r−1) pár
egy globális térképét képezi az M sokaságnak.
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4) Kovariáns deriválás a di�erenciálható sokaságon

Kovariáns tenzormez®k a sokaságon

Mint ismeretes, az M di�erenciálható sokaság sima vektormez®inek X(M) halmaza egy
modulust képez a sima függvények F(M) gy¶r¶je felett.

A modulus fogalma valójában a vektortér fogalmával analóg. Mindkett® esetében
értelmezve van az összeadás és a szorzás m¶velete, melyek eleget tesznek megadott fel-
tételeknek. A különbség annyi, hogy míg a vektortér esetében egy számtest elemeivel
történik a szorzás, addig a modulusnál egy kommutatív gy¶r¶ elemeivel.

Vezessük be a tenzormez® fogalmát.
4.1. De�níció. Az M sokaságon vett (0, r) típusú tenzormez®n (r∈N) egy olyan
Q : X(M)r → F(M) leképezést értünk, amely az F(M) gy¶r¶re nézve r�lineáris, azaz
tetsz®leges f ∈ F(M) függvény és Y1, . . . , Yi, Ŷi, . . . , Yr (1 ≤ i ≤ r) vektormez®k esetén
fennállnak az alábbi összefüggések:

Q(Y1, . . . , f Yi, . . . , Yr) = f ·Q(Y1, . . . , Yi, . . . , Yr),

Q(Y1, . . . , Yi + Ŷi, . . . , Yr) = Q(Y1, . . . , Yi, . . . , Yr) +Q(Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yr).

Megjegyzés. A (0, r) típusú Q tenzormez®t szokás r�szer kovariáns tenzormez®nek is
mondani. Jelölje T 0

r (M) az M�en vett (0, r) típusú tenzormez®k halmazát. Ezen termé-
szetes módon értelmezhet® az összeadás és az F(M) elemeivel való szorzás m¶velete. Ily
módon T 0

r (M) is egy modulust képez az F(M) kommutatív gy¶r¶ felett.

4.2. De�níció. Az M sokaságon vett (1, r) típusú tenzormez®n (r∈N) egy olyan
Q : X(M)r → X(M) leképezést értünk, amely az F(M) gy¶r¶re nézve r�lineáris.

Az alábbi állítás érvényben marad a (0, r) típusú tenzormez®k esetében is.
4.1. Állítás. Legyen adott egy (1, r) típusú Q : X(M)r → X(M) tenzormez®, továbbá
legyenek adva az Y1, . . . , Yr ∈ X(M) vektormez®k. Ha egy p ∈ M pontban valamelyik
k (1 ≤ k ≤ r) indexre igaz Yk(p) = 0p, akkor fennáll Q(Y1, . . . , Yr)(p) = 0p.
Bizonyítás.
Tekintsük az M sokaság egy (U, ξ) térképét a p pontban. Szokás szerint vegyük a ξ tér-
képezés xi = ui ◦ ξ (i = 1, . . . ,m) koordináta-függvényeit az U térképtartományon. A
térképezéshez tartozó alapvektormez®kre alkalmazzuk az Xi = ∂

∂xi
jelölést. Ezeket az

Xi ∈ X(U) vektormez®ket terjesszük a teljes sokaságra a 2.1. Állításban leírt dudorfügg-
vény alkalmazásával.

Vegyünk egy olyan h : M → R nemnegatív valós függvényt, amelyre teljesülnek a
0 ≤ h ≤ 1, supp h ⊂ U és h(p) = 1 feltételek. Emlékezzünk rá, hogy a h függvény supp h
tartója azon pontok halmazának az M�beli lezártja, melyekben a h nem t¶nik el, vagyis
supp h = { p ∈M | h(p) 6= 0 }.

Legyen X̃i (i = 1, . . . ,m) az a vektormez® az M sokaságon, amelyre a q ∈ U esetben
fennáll X̃i(q) = h(q) ·Xi(q), a q ∈M \U pontbeli értékére pedig igaz X̃i(q) = 0q. Világos,
hogy X̃i egy sima vektormez® az M�en.

Az Yk vektormez®nek az U tartományra vonatkozó Yk|U lesz¶kitése egyértelm¶en fe-
jezhet® ki az Xi bázisvektormez®kkel. Legyenek ηi : U → R (i = 1, . . . ,m) azon sima
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függvények, melyekkel teljesül az Yk|U =
∑m

i=1 ηiXi összefüggés. Ezeket a valós függvé-
nyeket is terjesszük ki az M sokaságra a fenti h dudorfüggvény felhasználásával. Legyen
η̃i : M → R az a sima függvény az M sokaságon, amelyre egy q ∈ U pontban fennáll
η̃i(q) = h(q) · ηi(q), a q ∈M \ U esetben pedig η̃i(q) = 0.

Feltevésünk szerint az Yk mez® elt¶nik a p pontban. Emiatt az η̃i (i = 1, . . . ,m)
függvényekre teljesül η̃i(p) = 0. Vegyük észre, hogy a h függvénnyel fennáll a
h2 · Yk =

∑m
i=1 η̃i X̃i összefüggés. Mindezek alapján a Q tenzormez®nek a vektormez®kön

felvett p�beli értékére

Q(Y1, . . . , Yk, . . . , Yr)(p) = (h2 ·Q(Y1, . . . , Yk, . . . , Yr))(p) =

= Q(Y1, . . . , h
2 Yk, . . . , Yr)(p) = Q(Y1, . . . ,

m∑
i=1

η̃i X̃i, . . . , Yr)(p) =

= (
m∑
i=1

η̃i ·Q(Y1, . . . , X̃i, . . . , Yr))(p) =
m∑
i=1

η̃i(p) ·Q(Y1, . . . , X̃i, . . . , Yr)(p) = 0p

adódik, ami igazolja az állítást. �

Az el®z® állítás alapján tudjuk bizonyítani az alábbi fontos eredményt.
4.2. Állítás. Legyen adott egy (1, r) típusú Q : X(M)r → X(M) tenzormez®. Amennyi-
ben az Y1, . . . , Yr ∈X(M) és Z1, . . . , Zr ∈X(M) vektormez®kre valamely p ∈M pontban
fennáll Yk(p) = Zk(p) (k = 1, . . . , r), akkor Q(Y1, . . . , Yr)(p) = Q(Z1, . . . , Zr)(p) teljesül.
Bizonyítás.
Mivel az Y1 − Z1 vektormez®nek a p pontbeli értéke a 0p nullvektor, a 4.1. Állítás szerint
fennáll a

0p = Q(Y1 − Z1, Y2, . . . , Yr)(p) = (Q(Y1, Y2, . . . , Yr)−Q(Z1, Y2, . . . , Yr))(p) =

= Q(Y1, Y2, . . . , Yr)(p)−Q(Z1, Y2, . . . , Yr)(p)

összefügés. Ebb®l pedig Q(Y1, Y2, . . . , Yr)(p) = Q(Z1, Y2, . . . , Yr)(p) következik. Eszerint
a Q tenzormez®nek a vektormez®kön felvett p�beli értéke nem változik, ha az Y1 mez®t
kicseréljük a Z1 vektormez®vel.

Hasonlóan adódik, hogy (Y2−Z2)(p) = 0p teljesülése miatt az Y2 vektormez® kicserél-
het® a Z2�vel, vagyis fennáll Q(Z1, Y2, . . . , Yr)(p) = Q(Z1, Z2, . . . , Yr)(p).

Ezt az eljárást tovább folytatva, vagyis az Yk mez®ket egymás után kicserélve a Zk
vektormez®kre, végül azt kapjuk, hogy

Q(Y1, Y2, . . . , Yr)(p) = Q(Z1, Y2, . . . , Yr)(p) = Q(Z1, Z2, . . . , Yr)(p) = . . .

= Q(Z1, Z2, . . . , Zr)(p) . �
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A kovariáns tenzormez® egy pontbeli értéke

Tekintsünk egy (1, r) típusú Q : X(M)r → X(M) tenzormez®t. A fenti 4.2. Állítás
következtében a Q tetsz®leges p ∈ M pontban meghatároz egy Qp : (TpM)r → TpM
leképezést, amelyet a következ®képpen értelmezünk:

A v1, . . . , vr∈TpM érint®vektorokhoz vegyünk olyan Y1, . . . , Yr∈X(M) vektormez®ket,
amelyekre igaz Yk(p) = vk (k = 1, . . . , r). De�níció szerint Qp(v1, . . . , vr) legyen egyenl® a
Q(Y1, . . . , Yr)(p) vektorral.

Világos, hogy ezen Qp leképezésre tetsz®leges TpM�beli v1, . . . , vk, . . . , vr, wk vektorok
és λ valós szám esetén fennállnak a

Qp(v1, . . . , vk + wk, . . . , vr) = Qp(v1, . . . , vk, . . . , vr) +Qp(v1, . . . , wk, . . . , vr),

Qp(v1, . . . , λ · vk, . . . , vr) = λ ·Qp(v1, . . . , vk, . . . , vr)

összefüggések, vagyis Qp egy r�lineáris leképezést ad a TpM vektortéren.

Megjegyzés. Amennyiben egy Q∈T 0
r (M) tenzormez® van adva, akkor a fentiek alapján

bármely p∈M pontban a Q meghatároz egy r�lineáris Qp : (TpM)r → R függvényt.

Megjegyzés. A (0, 1) típusú tenzormez®ket els®fokú di�erenciálformáknak is nevezzük.
Ezek terét X∗(M)�mel is szokás jelölni.

Tekintsünk egy f ∈F(M) függvényt. Evidens, hogy a df : X(M) → F(M) leképezés,
amelyre igaz df(Y ) = Y f (Y ∈X(M)), egy els®fokú di�erenciálforma az M sokaságon.

Lineáris konnexió a sima sokaságon

Az eddigiek során csak a sokaságon vett sima függvények érint®vektor szerinti deriváltját
(vagy más szóval iránymenti deriváltját) értelmeztük. Amennyiben egy lineáris konnexiót
is megadunk a sokaságon, akkor a vektormez® érint®vektor szerinti deriváltját is értelmezni
lehet.

4.3. De�níció. Az M di�erenciálható sokaságon vett kovariáns deriváláson (vagy más
szóval lineáris konnexión) egy olyan ∇ : X(M) × X(M) → X(M) leképezést értünk,
amelyre tetsz®leges X, Y, Z∈X(M) vektormez®k és f ∈F(M) függvény esetén fennállnak
az alábbi összefüggések:
(1) ∇(X + Y, Z) = ∇(X,Z) +∇(Y, Z),
(2) ∇(fX, Y ) = f · ∇(X, Y ),
(3) ∇(X, Y + Z) = ∇(X, Y ) +∇(X,Z),
(4) ∇(X, fY ) = f · ∇(X, Y ) + (Xf)Y .

Megjegyzés. A lineáris konnexióra vonatkozó (4) feltételb®l következik, hogy a ∇ nem
képez (1,2) típusú tenzormez®t az M�en.

A ∇(X, Y ) vektormez®t az Y mez® X szerinti kovariáns deriváltjának mondjuk. Az
egyszer¶ség érdekében ezen vektormez®re a ∇XY jelölést is szokás alkalmazni. Ez esetben
a fenti négy feltétel az alábbi alakot ölti:

∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ, ∇f XY = f · ∇XY,

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ, ∇X(f Y ) = (Xf) · Y + f · ∇XY .
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Megjegyzés. Könnyen lehet példát mutatni a kovariáns deriválásra. Tegyük fel, hogy az
M egy olyan sokaság, amelyen léteznek olyan Z1, . . . , Zm sima vektormez®k, hogy tetsz®-
leges p∈M pontban a Z1(p), . . . , Zm(p) vektorok egy bázisát adják a TpM érint®térnek.
Rögzítsük ezen Z1, . . . , Zm∈X(M) vektormez®ket.

Tetsz®leges X, Y ∈X(M) esetén vegyük azon egyértelm¶en meghatározott ηi∈F(M)
(i = 1, . . . ,m) függvényeket, melyekkel fennáll Y =

∑m
i=1 η

i Zi. Könny¶ igazolni, hogy a
∇(X, Y ) =

∑m
i=1(Xη

i)Zi összefüggéssel leírt ∇ : X(M) × X(M) → X(M) leképezés egy
kovariáns deriválást ad az M sokaságon.

Megjegyzés. Az Rm téren tekintsük az (Rm, id) globális térképpel meghatározott dif-
ferenciálható struktúrát. Az ui : Rm → R (i = 1, . . . ,m) projekciók, ahol fennáll
ui(a1, . . . , am) = ai, azonosak az (Rm, id) térkép koordináta�függvényeivel. Mint
ismeretes, a ∂

∂ui
bázisvektormez®re ∂

∂ui
f = Dif = ∂if teljesül ∀ f ∈F(Rm) esetén.

Az Rm téren vegyük a tetsz®leges X és Y =
∑m

i=1 η
i ∂

∂ui
sima vektormez®ket, ahol

ηi ∈F(Rm). A ∇XY =
∑m

i=1(Xη
i)

∂

∂ui
összefüggéssel leírt kovariáns deriválást mondjuk

az Rm tér természetes lineáris konnexiójának.

A vektormez® érint®vektor szerinti kovariáns deriváltja

Az M sokaságon legyen adva egy ∇ lineáris konnexió. Vegyünk egy Y ∈X(M) vektorme-
z®t. Tekintsük a QY : X(M)→ X(M) leképezést, amelyet a QY (X) = ∇XY összefüggéssel
de�niálunk. A 4.3. De�nícióban szerepl® (1), (2) feltételek alapján QY egy (1,1) típusú
tenzormez®t képez. A 4.2. Állítás következtében (rögzített Y esetén) a

(
∇XY

)
(p) vektor

csakis az X mez® p�beli X(p) értékét®l függ.
A fentiek alapján értelmezni lehet egy vektormez®nek egy érint®vektor szerinti

kovariáns deriváltját is, amely egy vektort eredményez.
4.4. De�níció. Legyen adott az M�en egy Y sima vektormez® és egy v ∈ TpM (p∈M)
érint®vektor. Vegyünk egy olyan X ∈X(M) vektormez®t, amelyre fennáll X(p) = v. Az
Y �nak a v szerinti kovariáns deriváltján a ∇vY =

(
∇XY

)
(p) vektort értjük.

A lineáris konnexióra vonatkozó (1)�(4) feltételek alapján könny¶ belátni, hogy az
érint®vektor szerinti kovariáns derivált az alábbi tulajdonságokkal rendelkezik.

Tetsz®leges TpM�beli v, w vektorok, Y, Z ∈X(M) vektormez®k, f ∈F(M) függvény
és λ ∈ R valós szám esetén fennállnak a

∇v+wY = ∇vY +∇wY, ∇λ vY = λ · ∇vY,

∇v(Y + Z) = ∇vY +∇vZ, ∇v(f Y ) = v(f) · Y (p) + f(p) · ∇vY

összefüggések.

A lineáris konnexióhoz rendelt tenzormez®k

A továbbiakban feltesszük, hogy az M sokaságon adva van egy ∇ lineáris konnexió. Te-
kintsük azon T : X(M) × X(M) → X(M) és R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M)
leképezéseket, amelyeket a T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] és
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R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z kifejezések írnak le tetsz®leges
X, Y, Z∈X(M) vektormez®kre.

Közvetlen számolással ellen®rizhet®, hogy a T egy (1,2) típusú, az R pedig egy (1,3)
típusú tenzormez® az M�en.
4.5. De�níció. A T�t a ∇ kovariáns deriválás torzió tenzorának, az R�et pedig a ∇
görbületi tenzorának nevezzük.

Kovariáns deriválás egy nyílt részsokaságon

A dudorfüggvény alkalmazásával könnyen igazolni lehet az alábbi kijelentést.
4.3. Állítás. Legyenek adva az Y1, Y2∈X(M) vektormez®k és egy v∈TpM érint®vektor.
Ha a p pont egy U nyílt környezetén az Y1, Y2 vektormez®k megegyeznek (vagyis fennáll
Y1|U = Y2|U), akkor ∇vY1 = ∇vY2 teljesül.
Bizonyítás.
Alkalmazzuk a 2.1. Állítást. Tekintsünk egy olyan h : M → R nemnegatív valós függ-
vényt, amelyre teljesülnek a 0 ≤ h ≤ 1, supp h ⊂ U és h(p) = 1 feltételek. A h�ra
vonatkozóan most azt is tegyük fel, hogy a p pontnak egy V (V ⊂ U) nyílt környezetén
a h függvény értéke konstans 1.

Mivel az U nyílt környezeten az Y1, Y2 vektormez®k megegyeznek a Z = h(Y1 − Y2)
vektormez® a nullvektormez®t adja. Könny¶ belátni, hogy a Z nullvektormez® bármely
érint®vektor szerinti kovariáns deriváltja egy nullvektor. Ily módon azt kapjuk, hogy
teljesül

0p = ∇vZ = ∇v(h (Y1 − Y2)) = v(h) · (Y1 − Y2)(p) + h(p) · ∇v(Y1 − Y2) =

= v(h) · 0p +∇vY1 −∇vY2 = ∇vY1 −∇vY2 .

Ennek következtében igaz ∇vY1 = ∇vY2 . �

Legyen U egy nyílt részhalmaz M�ben. Az 4.3. Állítás alapján az M sokaságon vett
∇ kovariáns deriválás természetes módon meghatároz egy lineáris konnexiót az U nyílt
részsokaságon az alábbiak szerint.

Legyenek X, Y ∈ X(U) sima vektormez®k U�n. Tekintsük U�nak egy tetsz®leges p
pontját. A fenti bizonyításban alkalmazott h dudorfüggvénnyel az Y vektormez®t ter-
jesszük ki az M sokaságra. Vegyük azt az Ỹ mez®t az M�en, amelyre egy q ∈ U pontban
fennáll Ỹ (q) = h(q) · Y (q), a q ∈ M \ U esetben pedig Ỹ (q) = 0q teljesül. Mivel a h
dudorfüggvény konstans 1 érték¶ a p pontnak egy V (V ⊂ U) nyílt környezetén, a V �re
való lesz¶kítéseket tekintve igaz Ỹ |V = Y |V .

Az Y ∈ X(U) mez® X szerinti (vagy más szóval X irányú) kovariáns deriváltját úgy
értelmezzük, hogy ∇XY legyen az a sima vektormez® U�n, amelynek a p ∈ U pontbeli
értéke a ∇X(p)Ỹ vektor.

A lineáris konnexiónak egy térképezésre vonatkozó Christo�el�szimbólumai

Tekintsük M�nek egy (U, ξ) térképét. A térképezés bázisvektormez®ire alkalmazzuk az

Xi =
∂

∂xi
(i = 1, . . . ,m) jelölést. Fejezzük ki a ∇Xi

Xj∈X(U) vektormez®t a

∇Xi
Xj =

∑m
k=1 Γ k

i j ·Xk alakban a megfelel® Γ k
i j∈F(U) függvényekkel (i, j, k = 1, . . . ,m).
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4.6. De�níció. A Γ k
i j : U → R (i, j, k = 1, . . . ,m) di�erenciálható függvényeket a ∇

kovariáns deriválás (U, ξ) térképre vonatkozó Christo�el�féle szimbólumainak nevezzük.

A Christo�el�féle szimbólumok ismeretében (lokálisan) le tudjuk írni a kovariáns deri-
válást. Tekintsük a térképezés U tartományán vett Y =

∑m
i=1 η

iXi, Z =
∑m

i=1 ζ
iXi sima

vektormez®ket, ahol ηi, ζ i ∈ F(U) (i = 1, . . . ,m). A kovariáns deriválás tulajdonságait
felhasználva a

∇YZ =
m∑
k=1

( m∑
i=1

ηi · ∂ζ
k

∂xi
+

m∑
i=1

m∑
j=1

Γ k
i j · ηi · ζj

)
Xk (4.1)

összefüggést kapjuk.
A Z ∈ X(U) vektormez®nek egy p ∈ U pontban vett v =

∑m
i=1 α

i · Xi(p) (αi ∈ R)
érint®vektor szerinti kovariáns deriváltjára a

∇vZ =
m∑
k=1

( m∑
i=1

αi · ∂ζ
k

∂xi
(p) +

m∑
i=1

m∑
j=1

Γ k
i j(p) · αi · ζj(p)

)
Xk(p) (4.2)

kifejezés adódik a (4.1) egyenl®ség alapján.

Sima vektormez®k egy görbe mentén

Tekintsünk egy σ : I ⊂ R → M sima görbét és egy Y ∈ X(M) vektormez®t. Vegyünk
egy olyan (U, ξ) térképet, amely tartalmazza a σ(t) pontot (egy rögzített t∈ I esetében).
Evidens, hogy van olyan J ⊂ I intervallum, amelyre fennáll σ(J) ⊂ U és t∈J . Vezessük
be a J�n de�niált σi = xi ◦ σ|J (i = 1, . . . ,m) valós függvényeket.

Mint ismeretes, a σ t�beli érint®vektorára σ̇(t) =
∑m

i=1(σ
i)′(t) · Xi(σ(t)) teljesül.

Az Y �nak az U tartományra való lesz¶kítését fejezzük ki az Xi = ∂
∂xi

(i = 1, . . . ,m)
bázisvektormez®kkel az Y |U =

∑m
i=1 η

iXi alakban, ahol ηi ∈F(U). A (4.2) összefüggés
alapján könny¶ belátni, hogy fennáll a

∇σ̇(t)Y =
m∑
k=1

{
(ηk ◦ σ)′(t) +

m∑
i=1

m∑
j=1

Γ k
i j ◦ σ(t) · (σi)′(t) · (ηj ◦ σ)(t)

}
Xk ◦ σ(t) (4.3)

egyenl®ség.

Világos, hogy (4.3) következtében igaz az alábbi kijelentés.
4.4. Állítás. Legyenek adva az Y1, Y2∈X(M) vektormez®k és egy σ : I →M sima görbe.
Amennyiben Y1 ◦ σ = Y2 ◦ σ teljesül, akkor tetsz®leges t∈I�re fennáll ∇σ̇(t)Y1 = ∇σ̇(t)Y2.

4.7. De�níció. Tekintsünk egy σ : I → M sima görbét. σ�menti vektormez®n egy olyan
Z : I → TM leképezést értünk, ahol Z(t)∈Tσ(t)M teljesül ∀t∈I�re.

Az M térképezéseit véve értelmezni lehet a σ�menti vektormez® di�erenciálhatóságát
is. Ugyanis, Z�nek az I részintervallumaira való lesz¶kítéseit ki lehet fejezni a bázisvektor-
mez®kkel az alábbi formában: Z(t) =

∑m
i=1 ζ

i(t) · ∂
∂xi
◦ σ(t), ahol ζ1, . . . , ζm egyértelm¶en

meghatározott valós függvények. A Z�t simának nevezzük, ha az ilyen kifejezésekben
szerepl® ζ i : I → R (i = 1, . . . ,m) függvények mindegyike di�erenciálható.

Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy a σ érint®vektoraival nyert σ̇ : I → TM leképezés is egy
sima vektormez®t ad a σ görbe mentén.

A σ�menti di�erenciálható vektormez®k halmazára a továbbiakban az X(σ) jelölést
alkamazzuk. Vegyük észre, hogy X(σ) egy modulust képez az F(I) gy¶r¶ felett.
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A görbementi vektormez® kovariáns deriváltja

Legyen adott egy σ : I →M reguláris sima görbe. Mint ismeretes a regularitás azt jelenti,
hogy σ̇(t) 6= 0 teljesül bármely t ∈ I�re. Eszerint a σ leképezés egy immerziója az I ⊂ R
nyílt intervallumnak az M sokaságba.

Tekintsünk egy σ�menti Z di�erenciálható vektormez®t. Válasszunk ki egy t ∈ I
paraméterértéket. Igazolható, hogy van olyan Ẑ ∈X(M) vektormez®, amelynél valamely
J ⊂ I részintervallumra teljesül t∈J és Ẑ ◦ σ|J = Z|J .

A fenti kijelentés igazolásához használjuk fel a 3.2. Tételt. Eszerint van olyan a t�t
tartalmazó J részintervallum, hogy a σ(J) pálya egy 1�dimenziós koordináta�szelete egy
σ(t) pontbeli (U, ξ) térképnek. Világos, hogy emiatt van olyan Z̃ ∈ X(U) vektormez® az
U térképtartományon, amelyre fennáll Z̃(σ(τ)) = Z(τ) bármely τ ∈ J�re. A Z̃ egy lokális
kiterjesztését adja az Z|J vektormez®nek. Azonban egy σ(t) pontbeli dudorfüggvény
alkalmazásával ezt a Z̃ ∈ X(U) vektormez®t a teljes M sokaságra ki tudjuk terjeszteni, és
így kaphatunk egy olyan Ẑ ∈ X(M) vektormez®t, amelyre teljesül Ẑ ◦σ|J = Z|J valamely
a t�t tartalmazó J intervallumra.

Reguláris σ görbe esetében a σ�menti Z vektormez® t helyen vett kovariáns deriváltján
(de�níció szerint) a Z ′(t) = ∇σ̇(t)Ẑ vektort értjük.

A 4.4. Állításból következik, hogy a fenti Z ′(t) vektor nem függ a Z kiterjesztésével
nyert Ẑ ∈ X(M) vektormez® megválasztásától.

Az alábbiak során a görbementi vektormez® kovariáns deriváltjának fogalmát olyan
görbék esetében is értelmezzük, amelyek nem regulárisak. Ehhez már térképezést fogunk
alkalmazni.

Tekinsünk egy σ : I → M sima görbét és egy Z ∈ X(σ) vektormez®t. Vegyünk a
σ(t) pontban egy (U, ξ) térképet és a ∇ kovariáns deriválásnak a térképezésre vonatkozó
Γ k
i j ∈ F(U) Christo�el�féle szimbólumait (i, j, k = 1, . . . ,m). A 4.6. De�níció szerint

ezek azon függvények az U térképtartományon, melyekkel az Xi = ∂
∂xi

alapvektormez®kre
fennállnak a ∇Xi

Xj =
∑m

k=1 Γ k
i j ·Xk összefüggések.

Legyen J ⊂ I egy olyan valós intervallum, amelyre igaz σ(J) ⊂ U és t∈ J . Fejezzük
ki a σ|J görbe mentén vett Z|J vektormez®t a Z|J =

∑m
i=1 ζ

i · Xi ◦ σ|J alakban, ahol
ζ i∈F(J) (i = 1, . . . ,m) valós függvények.
4.8. De�níció. A σ�menti Z∈X(σ) vektormez® t helyen vett kovariáns deriváltján a

Z ′(t) =
m∑
k=1

{
(ζk)′(t) +

m∑
i=1

m∑
j=1

Γ k
i j(σ(t)) · (σi)′(t) · ζj(t)

}
Xk(σ(t)) (4.4)

vektort értjük.

Megjegyzés. Az el®bbi de�nícióban szerepl® Z ′(t) ∈ Tσ(t)M vektor, nem függ a σ(t)
pontbeli (U, ξ) térkép megválasztásától. Ugyanis, ha σ̇(t) 6= 0, akkor fennáll
Z ′(t) = ∇σ̇(t)Ẑ bármely olyan Ẑ∈X(M) vektormez®re, amelyre igaz Z = Ẑ ◦ σ.

Amennyiben σ̇(t) = 0 teljesül, akkor a de�nícióból a Z ′(t) =
∑m

k=1(ζ
k)′(t) · Xk(σ(t))

összefüggést kapjuk. Egyszer¶en ellen®rizhet®, hogy egy másik σ(t)�beli térkép alkal-
mazása esetén a (4.4) kifejezés ugyanazt a vektort adja.
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Megjegyzés. Könny¶ igazolni, hogy tetsz®leges Y, Z∈X(σ) mez®k és h∈F(I) függvény
esetén teljesül (Y + Z)′(t) = Y ′(t) + Z ′(t) és (hZ)′(t) = h(t) · Z ′(t) + h′(t) · Z(t).

Megjegyzés. Belátható, hogy a (4.4) összefüggéssel meghatározott Z ′ : I → TM leképe-
zés szintén egy sima vektormez®t ad a σ görbe mentén.

Párhuzamos vektormez®k egy görbe mentén

Legyen adott egy σ : I →M sima görbe.
4.9. De�níció. Egy Z ∈ X(σ) vektormez®t párhuzamosnak mondjuk a σ mentén, ha
fennáll Z ′(t) = 0 bármely t∈I�re.

A (4.4) összefüggésb®l adódik, hogy egy Z∈X(σ) vektormez® párhuzamos akkor és csak
akkor, ha tetsz®leges (U, ξ) térképre vonatkozóan a ζk koordináta�függvények kielégítik a

(ζk)′(t) +
m∑
j=1

{ m∑
i=1

Γ k
i j ◦ σ(t) · (xi ◦ σ)′(t)

}
ζj(t) = 0 (4.5)

(k = 1, . . .m) egyenleteket.

A sima görbe mentén vett párhuzamos vektormez®kre igaz a következ® kijelentés.
4.1. Tétel. Legyen adott egy σ : I →M sima görbe és annak valamely σ(t0) pontjában
egy v∈Tσ(t0)M vektor. Pontosan egy olyan Z∈X(σ) párhuzamos vektormez® van, amelyre
fennáll Z(t0) = v.
Bizonyítás.
Az egyértelm¶ség igazolása.
Tegyük fel, hogy Z1 és Z2 olyan párhuzamos vektormez®k a σ görbe mentén, melykre igaz
Z1(t0) = v, Z2(t0) = v. Tekintsük a J = { t ∈ I | Z1(t) = Z2(t) } részhalmazt I�ben.

Amennyiben valamely a ∈ I helyen Z1(a) = Z2(a) teljesül, akkor vegyünk egy (U, ξ)
térképet a σ(a) pontban, továbbá a Z1, Z2 vektormez®k (lokális) koordináta�függvényeit
ezen térképezésre vonatkozóan. Ezek a koordináta�függvények az I�nek egy részintervallu-
mán vannak de�niálva és megoldását adják a (4.5) els®rend¶ lineáris di�erenciálegyenlet�
rendszernek. Mivel az a helyen vett értékeik megegyeznek, a di�erenciálegyenletek elmé-
letének idevágó tétele szerint Z1 és Z2 koordináta�függvényei azonosak. Tehát Z1 és Z2

az a�nak egy környezetén is egyenl®ek, vagyis J egy nyílt halmaz I�ben.
Vegyük az M sokaság diszjunkt érint®tereinek uniójaként nyert TM érint®nyalábot.

Ezen természetes módon adódik egy topológia, illetve egy di�erenciálható struktúra. A
Z1 és Z2 vektormez®ket tekintsük most sima (és egyúttal folytonos) leképezéseknek az I
intervallumból a TM�be. Mivel a TM érint®nyaláb egy Hausdor��féle topologikus tér,
egy jólismert topológiai állítás szerint a J = { t ∈ I | Z1(t) = Z2(t) } részhalmaz zárt
I�ben. Azt kaptuk, hogy J egy nyílt és zárt részhalmaza az összefügg® I intervallumnak,
továbbá t0 ∈ J miatt J 6= ∅. Ebb®l már következik, hogy J = I és Z1 = Z2 teljesül.

A párhuzamos vektormez® létezésének igazolása.
Tegyük fel, hogy van olyan (U, ξ) térkép, amelynek tartománya tartalmazza a σ görbe
pályáját. Ez esetben vegyük a σ(t0) pontbeli v vektor v =

∑m
i=1 α

i · Xi(p) kifejezését a
térképezés bázisvektoraival. Tekintsük a ζk : I → R (k = 1, . . . ,m) valós függvényekre
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felírt (4.5) di�erenciálegyenlet�rendszert a ζk(t0) = αk kezdeti feltételekkel. A di�erenciál-
egyenletek elmélete szerint ennek egyértelm¶en létezik megoldása a teljes I intervallumon.

Ha nincs olyan térképe a sokaságnak, amely tartalmazza a σ(I) pályát, akkor a (4.5)
di�erenciálegyenlet�rendszer alkalmazásával csak egy J ⊂ I részintervallumhoz tartozó
σ|J görbeszegmens mentén tudunk meghatározni olyan Ẑ : J → TM párhuzamos vektor-
mez®t, amelynek t0�beli értéke az adott v vektor. Azonban ezt a J�n értelmezett leképe-
zést további térképezések alkalmazásával ki lehet terjeszteni a teljes I intervallumra. Ezt
az alábbi tulajdonság miatt tehetjük meg.

Legyenek J1 és J2 olyan részintervallumai I�nek, hogy J1 ∩ J2 6= ∅. Tegyük fel,
hogy Z1 : J1 → TM és Z2 : J2 → TM olyan párhuzamos vektormez®k a σ|J1, σ|J2
görbeszegmensek mentén, melyek értékei valamely a ∈ J1 ∩ J2 helyen egyenl®ek, azaz
fennáll Z1(a) = Z2(a). Az egyértelm¶ség bizonyításában leírtakat felhasználva, ekkor
tetsz®leges τ ∈ J1 ∩ J2 pontban igaz Z1(τ) = Z2(τ). Ily módon a Z1 és Z2 mez®k
egyesítésével egy Z̃ : J1 ∪ J2 → TM párhuzamos vektormez®t kapunk a σ|(J1 ∪ J2) görbe
mentén.

Ennek alapján további térképezéseket véve a Ẑ : J → TM leképezést ki lehet terjesz-
teni a teljes I intervallumra oly módon, hogy egy olyan Z : I → TM sima leképezést
nyerjünk, amely párhuzamos vektormez®t ad a σ görbe mentén. �

Megjegyzés. A fenti 4.1. Tétel ismeretében már könny¶ belátni, hogy a σ görbe mentén
vett párhuzamos vektormez®k egy m�dimenziós vektorteret alkotnak.

A 4.1. Tétel lehet®séget ad arra, hogy a görbe egyik pontjának érint®terét párhuza-
mosan eltoljuk egy másik görbepont érint®terébe.
4.10. De�níció. Tekintsünk egy σ : I → M sima görbét és valamely a, b∈ I paraméter-
értékeket. A Tσ(a)M érint®térnek a Tσ(b)M�be történ®, σ�menti párhuzamos eltolásán az
alább meghatározott Pσ : Tσ(a)M → Tσ(b)M leképezést értjük:

Egy tetsz®leges v∈Tσ(a)M vektorhoz vegyük azt a párhuzamos Z∈X(σ) vektormez®t,
amelyre Z(a) = v teljesül. A v�hez a σ(b) pontbeli Pσ(v) = Z(b) érint®vektort rendeljük.

Megjegyzés. Könny¶ belátni az eddigi eredmények alapján, hogy a Pσ : Tσ(a)M → Tσ(b)M
leképezés egy lineáris izomor�zmus.

4.11. De�níció. Egy σ : I → M sima görbét geodetikusnak (vagy más néven autop-
arallelnek) nevezünk, ha az érint®vektoraival nyert σ̇∈X(σ) vektormez® párhuzamos a σ
mentén.
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Tenzormez®k kovariáns deriváltja

Tegyük fel a továbbiakban is, hogy az M sokaságon adva van egy ∇ lineáris konnexió.
Ez esetben nemcsak vektormez®k, hanem a (0, r) és (1, r) típusú tenzormez®k kovariáns
deriváltját is értelmezni lehet.

Jelölje T 0
r (M) az M sokaságon vett (0, r) típusú tenzormez®k terét. Tekintsünk egy

Q : X(M)r → F(M) (0, r) típusú tenzormez®t és egy X ∈ X(M) sima vektormez®t.
Vegyük azt a ∇XQ : X(M)r → F(M) leképezést, ahol fennáll

(∇XQ) (Y1, . . . , Yr) = X(Q(Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

Q(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr)

bármely Y1, . . . , Yr∈X(M) vektormez®k esetén. Könnyen ellen®rizhet®, hogy ez a leképe-
zés F(M)�lineáris, tehát a ∇XQ is egy (0, r) típusú tenzormez®.
4.12. De�níció. A Q∈T 0

r (M) tenzormez®nek azX∈X(M) vektormez® szerinti kovariáns
deriváltján a fenti összefüggéssel értelmezett ∇XQ tenzormez®t értjük.

Megjegyzés. Legyen adva az M sokaságon egy ω ∈ X∗(M) 1�forma, amely egyúttal
egy (0, 1) típusú tenzormez® is. A fentiek szerint ennek az X∈X(M) vektormez® szerinti
kovariáns deriváltján azt a ∇Xω által jelölt 1�formát értjük, amelyre fennáll
(∇Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY ) tetsz®leges Y ∈X(M) esetén.

Tekintsük most azt a ∇Q : X(M)r+1 → F(M) leképezést, amelyet a

∇Q (Y1, . . . , Yr+1) = ∇Yr+1 Q(Y1, . . . , Yr)

kifejezés ír le, ahol Y1, . . . , Yr+1 ∈ X(M) tetsz®leges vektormez®k. Vegyük észre, hogy a
∇Q leképezés egy (0, r + 1) típusú tenzormez®t ad.
4.13. De�níció. A ∇Q∈T 0

r+1(M) tenzormez®t a Q kovariáns deriváltjának mondjuk.

Megjegyzés. A kovariáns deriválással egy kovariáns tenzormez®b®l egy olyan tenzormez®t
kapunk, amelynek a fokszáma már 1�gyel nagyobb.

A fenti fogalmakat az (1, r) típusú tenzormez®k esetében is be lehet vezetni.
4.14. De�níció. A Q∈T 1

r (M) tenzormez®nek azX∈X(M) vektormez® szerinti kovariáns
deriváltján azt a ∇XQ : X(M)r → X(M) leképezést értjük, amelyre fennáll

(∇XQ) (Y1, . . . , Yr) = ∇X(Q(Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

Q(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr)

tetsz®leges Y1, . . . , Yr∈X(M) vektormez®kre.

Megjegyzés. A 4.14. De�níció esetében könnyen ellen®rizni lehet, hogy ∇XQ is egy (1, r)
típusú tenzormez®.)
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Tenzormez®k tenzori szorzata

A továbbiakban két kovariáns tenzormez® szorzatát fogjuk értelmezni. Legyenek adva a
Q1∈T 0

r (M) és Q2∈T 0
s (M) kovariáns tenzormez®k. Vegyük azt a

Q1⊗Q2 : X(M)r+s → F(M) leképezést, amelyet a
Q1⊗Q2 (Y1, . . . , Yr+s) = Q1(Y1, . . . , Yr) ·Q2(Yr+1, . . . , Yr+s) összefüggés ír le. Nyilvánvaló,
hogy ez a leképezés is F(M)�lineáris, tehát Q1⊗Q2∈T 0

r+s(M) teljesül.
4.15. De�níció. A (0, r+s) típusú Q1⊗Q2 tenzormez®t a Q1 és a Q2 tenzori szorzatának
nevezzük.

Tenzormez® visszahúzása egy sima leképezésnél

Legyen adott egy µ : M → N di�erenciálható leképezés az M sokaságból az N sokaságba.
Az N sokaságon vegyünk egy Q∈T 0

r (N) tenzormez®t. Tekintsük azt a
µ∗Q : X(M)r → F(M) leképezést, ahol fennáll

µ∗Q (Y1, . . . , Yr)(p) = Qµ(p)(Tµ(Y1(p)), . . . , Tµ(Yr(p)))

tetsz®leges Y1, . . . , Yr ∈ X(M) vektormez®k és p ∈ M pont esetén. Látható, hogy a µ
érint®leképezése alapján értelmezett µ∗Q leképezés F(M)�lineáris.
4.16. De�níció. A µ∗Q∈T 0

r (M) tenzormez®t a Q µ általi visszahúzásának (vagy más
szóval a Q µ szerinti transzformáltjának) mondjuk.

Megjegyzés. A µ : M → N sima leképezés a fentiek szerint meghatároz egy
µ∗ : T 0

r (N)→ T 0
r (M) leképezést a (0, r) típusú tenzormez®k terén. Ezt a µ∗ leképezést a

µ transzformáltjának szokás nevezni.
Evidens, hogy amennyiben h∈F(N) és Q∈T 0

r (N), akkor fennáll
µ∗(hQ) = (h ◦ µ) · µ∗Q.

Szintén könnyen igazolható, hogy bármely Q1 ∈ T 0
r (N) és Q2 ∈ T 0

s (N) tenzormez®k
esetén µ∗(Q1⊗Q2) = µ∗Q1 ⊗ µ∗Q2 teljesül.
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5) A Riemann�sokaságok elméletének alapjai

AzM di�erenciálható sokaságon legyen adott egy (0, 2) típusú g : X(M)×X(M)→ F(M)
tenzormez®, amelyre fennáll g(X, Y ) = g(Y,X) bármely X, Y ∈ X(M) vektormez®knél.
Ismeretes, hogy a g az összes TpM (p∈M) érint®téren meghatároz egy
gp : TpM × TpM → R szimmetrikus bilineáris formát.
5.1. De�níció. Amennyiben a gp : TpM × TpM → R szimmetrikus bilineáris forma
tetsz®leges p∈M pont esetén pozitív de�nit, akkor azt mondjuk, hogy a g egy Riemann�
metrikát ad az M sokaságon.

Ez esetben az (M, g) párt egy Riemann�sokaságnak nevezzük. (A g�t a Riemann�
sokaság metrikus tenzormez®jének hívjuk.)

A g metrikus tenzor a sokaság összes érint®terén meghatároz egy�egy skaláris szorzatot.
Ennek következtében értelmezni tudjuk az érint®vektor hosszát (az alábbiak szerint). A
v∈TpM vektor hosszának mondjuk a ‖v‖ =

√
gp(v, v) nemnegatív számot.

Megjegyzés. A természetes di�erenciálható struktúrával ellátott Rm téren tekintsük azt

a g∈T 0
2 (Rm) metrikus tenzormez®t, amelyre fennáll g

( ∂
∂ui

,
∂

∂uj
)

= δi j (i, j = 1, . . . ,m).

Az (Rm, g) Riemann�sokaságot az m�dimenziós euklideszi térnek nevezzük.
Az Rm euklideszi tér metrikus tenzormez®jére a 〈 , 〉 jelölést is szokás alkalmazni.

5.2. De�níció. A Riemann�sokaságon legyen adott egy σ : I ⊂ R → M sima görbe.
Vegyünk egy [a, b] ⊂ I zárt intervallumot. A σ|[a, b] görbedarab ívhosszán az

l(σ|[a, b]) =

∫ b

a

‖σ̇(t)‖ dt

nemnegatív számot értjük.

A Riemann�metrika visszahúzása egy immerziónál

Legyen adott egy (N, g̃) Riemann�sokaság, továbbá egy M di�erenciálható sokaság és
annak egy ι : M → N immerziója az N�be. Könnyen belátható, hogy ι∗g̃ ∈ T 0

2 (M) egy
metrikus tenzormez®t ad az M sokaságon.

Megjegyzés. A legtöbb esetben a szóban forgó Riemann�sokaságot részsokaságként írjuk
le egy magasabb dimenziós Riemann�sokaságban (többnyire egy euklideszi térben).

A klasszikus di�erenciálgeometriában olyan sima elemi hiperfelüleket vizsgáltunk, me-
lyeket valamely r : D → Rm+1 reguláris vektorfüggvény képeként nyertünk. Az Rm�beli
D összefügg® nyílt halmazon vett r leképezés valójában egy di�erenciálható beágyazás.
A M = r(D) hiperfelületen mindig azt a Riemann-metrikát vettük, amelyet a befoglaló
Rm+1 euklideszi tér Riemann-metrikájából nyertünk.

5.3. De�níció. Legyenek adva az (M, g) és (N, g̃) Riemann�sokaságok. A µ : M → N
di�eomor�zmust izometriának mondjuk, ha µ∗g̃ = g teljesül.

Megjegyzés. A korábbi de�níciók alapján könnyen belátható, hogy egy
µ : M → N di�eomor�zmus akkor és csak akkor ad izometriát, ha tetsz®leges p ∈ M
pontban a Tpµ : TpM → Tµ(p)N érint®leképezés ortogonális (vagyis meg®rzi az érint®téren
értelmezett skaláris szorzatot).
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A metrikus tenzor komponensfüggvényei egy adott térképre vonatkozóan

Legyen adott egy (M, g) Riemann�sokaság. Vegyük az M sokaságnak egy (U, ξ) térképét,

továbbá az ahhoz tartozó xi = ui ◦ ξ koordináta�függvényeket és Xi =
∂

∂xi
(i = 1, . . . ,m)

alapvektormez®ket.
Az U térképtartományon értelmezett azon gij : U → R (i, j = 1, . . . ,m) sima függvé-

nyeket, amelyeket a gij(p) = gp(
∂
∂xi

(p), ∂
∂xj

(p)) összefüggés ír le tetsz®leges p∈U�ra, a g
metrikus tenzormez® (U, ξ) térképre vonatkozó komponensfüggvényeinek nevezzük.

Evidens, hogy ezekre fennáll gij = gji, és a g tenzormez®nek az U�ra való lesz¶kítése
kifejezhet® a g|U =

∑m
i=1

∑m
j=1 gi j dx

i ⊗ dxj alakban.
Valamely p ∈ U pont esetén a gij(p) (i, j = 1, . . . ,m) elemekb®l képzett m × m�

es mátrix legyen G(p). Ily módon egy G : U → End(Rm) di�erenciálható leképezést
nyerünk, ahol End(Rm) az m�edrend¶ négyzetes mátrixok terét jelöli. Mivel fennáll
detG(p) > 0 (p ∈ U), a G(p) mátrix invertálható. A G(p) inverz mátrixát jelölje
H(p), ennek elemeit pedig hij(p) (i, j = 1, . . . ,m). Eszerint a metrika alapján továb-
bi hi j : U → R (i, j = 1, . . . ,m) sima függvényeket kapunk az U nyílt tartományon,
melyekre fennáll hi j = hj i.

Az alábbi segédtételt többször is alkalmazni fogjuk a kés®bbiek során.
5.1. Lemma. Legyen adva egy ω : X(M) → F(M) els®fokú di�erenciálforma az (M, g)
Riemann-sokaságon. Ekkor egyértelm¶en létezik egy olyan Y ∈X(M) vektormez®, amellyel
fennáll az ω(Z) = g(Y, Z) összefüggés bármely Z∈X(M) esetén.
Bizonyítás.
A segédtételt elegend® a sokaság egy térképtartományán igazolni. Vegyünk egy (U, ξ) tér-
képet. A térképezéshez tartozó koordináta�függvények legyenek xi = ui ◦ξ (i = 1, . . . ,m),

az alapvektormez®k pedig Xj =
∂

∂xj
(j = 1, . . . ,m). Tetsz®leges p ∈ U pontban a

dx1(p), . . . , dxm(p) di�erenciálok egy bázisát adják a TpM érint®tér T ∗pM duális terének,
tehát az ω(p) lineáris forma egyértelm¶en áll el® ezek lineáris kombinációjaként. Tekint-
sük az ω 1�forma mez®nek az U�ra való lesz¶kítését és a bi(p) = ωp(Xi(p)) kifejezéssel
leírt bi : U → R (i = 1, . . . ,m) függvényeket, melyekkel teljesül az
ω|U =

∑m
i=1 bi dx

i egyenl®ség.
Egy Y ∈X(U) vektormez® koordináta�függvényei legyenek ηl : U → R (l = 1, . . . ,m).

Ezekkel Y kifejezhet® az Y =
∑m

l=1 η
lXl formában. Világos, hogy az Y mez®re pontosan

akkor teljesül az ω(Z) = g(Y, Z) egyenl®ség bármely Z ∈X(U) esetén, ha fennállnak az
g(Y,Xj) = ω(Xj) (j = 1, . . . ,m) összefüggések. Ezekb®l a∑m

l=1 glj η
l = bj (j = 1, . . . ,m)

egyenletekhez jutunk, amelyekben a glj ∈ F(U) függvények a g metrikának a térképezésre
vonatkozó komponensfüggvényei. Látható, hogy ezen egyenletrendszernek pedig egyértel-
m¶en létezik megoldása az ηl függvényekre nézve. Ha a fenti egyenleteket megszorozzuk
a hij függvényekkel és összegzést végzünk a j indextartományán, akkor azt kapjuk, hogy
ηi =

∑m
j=1 h

ij bj teljesül. Eszerint az adott feltételnek eleget tev® Y mez® egyértelm¶en
meg van határozva a g metrikával és az ω 1�forma mez®vel. �

39



A Levi�Civita�féle lineáris konnexió a Riemann�sokaságon

A továbbiakban végig feltesszük, hogy adott egy (M, g) Riemann�sokaság. Tekintsünk az
M sokaságon egy ∇ lineáris konnexiót. Ekkor a 4.12. De�níció alapján értelmezni lehet
a g metrikus tenzormez® egy X ∈ X(M) vektormez® szerinti ∇Xg kovariáns deriváltját,
melyet a

(∇Xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

összefüggés ír le tetsz®leges Y, Z ∈X(M) mellett. A 4.13. De�níciónak megfelel®en a g
tenzormez® ∇g kovariáns deriváltja egy (0, 3) típusú tenzormez®, melyet a
∇g (Y, Z,X) = (∇Xg)(Y, Z) egyenlet határoz meg.

5.4. De�níció. Az M Riemann�sokaságon vett ∇ kovariáns deriválást metrikusnak
mondjuk, amennyiben fennáll ∇g = 0.

A fentiek alapján nyilvánvaló, hogy a ∇ lineáris konnexió pontosan akkor metrikus,
ha tetsz®leges X, Y, Z∈X(M) vektormez®kre teljesül az

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (5.1)

egyenl®ség. Emlékezzünk rá, hogy ∇ torzió tenzorát a
T (X, Y ) = ∇XY −∇YX− [X, Y ] összefüggéssel de�niáltuk, ahol [X, Y ] a két vektormez®
Lie�zárójele. Ha az (1,2) típusú T mez® elt¶nik (azaz T = 0), akkor azt szokás mondani,
hogy ∇ torziómentes.

Az alábbi tételt a Riemann�geometria legfontosabb eredményeként tartják számon.
5.1. Tétel. Az (M, g) Riemann�sokaságon egyértelm¶en létezik egy olyan ∇ lineáris
konnexió, amely metrikus és torziómentes.
Bizonyítás.
Az egyértelm¶ség igazolása.
Tegyük fel, hogy ∇ egy olyan lineáris konnexió az M sokaságon, amelynek torzió tenzora
elt¶nik és amellyel fennáll ∇g = 0. Vegyünk három vektormez®t a sokaságon, melyek
legyenek X, Y és Z. Az (5.1) egyenlet alapján igazak az

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX),

Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

összefüggések. Ha az els® két egyenlet összegéb®l vonjuk ki a harmadikat, akkor azt
kapjuk, hogy fennáll

X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) =

= g(∇XY +∇YX,Z) + g(∇YZ −∇ZY,X) + g(∇XZ −∇ZX, Y ) .

A ∇ torziómentessége miatt igaz ∇YX = ∇XY − [X, Y ]. Ezt felhasználva az el®z®
egyenletb®l

X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) =

= 2 g(∇XY, Z) − g([X, Y ], Z) + g([Y, Z], X) + g([X,Z], Y )
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adódik. Ebb®l átrendezéssel a

g(∇XY, Z) =
1

2

(
X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))−

− g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])
)

(5.2)

összefüggést nyerjük.
Legyenek X és Y két kiválasztott vektormez®. Tekintsük azt az

ωX,Y : X(M) → F(M) 1�forma mez®t, melyet az ωX,Y (Z) = g(∇XY, Z) egyenl®séggel
értelmezünk. Az (5.2) egyenlet szerint, az ωX,Y di�erenciálformát a g metrika egyértel-
m¶en meghatározza. Ennek következtében az ωX,Y 1�forma mez®nek megfelel® ∇XY
vektormez®t g szintén meghatározza az 5.1. Lemma alapján. Mivel ez tetsz®leges X, Y
vektormez®k esetében igaz, a ∇ kovariáns deriválás is egyértelm¶ a metrikusság és a tor-
ziómentesség feltétele mellett.

A lineáris konnexió létezésének igazolása.
Tekintsük azt a C : X(M)× X(M)× X(M)→ F(M) leképezést, amelyre fennáll

C(X, Y, Z) =
1

2

(
X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))−

− g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])
)

tetsz®leges X, Y, Z∈X(M) vektormez®kre. Világos, hogy a C leképezés mindhárom vál-
tozójára nézve rendelkezik az úgynevezett additivitási tulajdonsággal. Emellett közvetlen
számolással ellen®rizhet®, hogy amennyiben a vektormez®ket egy f ∈F(M) függvénnyel
megszorozzuk, akkor a

C(X, Y, f Z) = f · C(X, Y, Z), C(f X, Y, Z) = f · C(X, Y, Z)

C(X, f Y, Z) = f · C(X, Y, Z) + (Xf) · g(Y, Z) (5.3)

összefüggéseket kapjuk. Tehát a C leképezés nem ad tenzormez®t, mivel a második vál-
tozójára nézve nem F(M)�lineáris.

Legyen X és Y két kiválasztott vektormez®. Vegyük azt a CX,Y : X(M) → F(M)
leképezést, melyet a CX,Y (Z) = C(X, Y, Z) egyenlet ír le. Látható, hogy CX,Y egy els®-
fokú di�erenciálforma. Az 5.1. Lemma szerint ennek egyértelm¶en megfelel egy D(X, Y )
vektormez®, amelyre teljesül CX,Y (Z) = g(D(X, Y ), Z) bármely Z ∈ X(M) vektormez®
mellett. (A vektormez® jelölésének oka mindjárt kiderül.)

A fenti eljárással egy D : X(M)× X(M)→ X(M) leképezést kapunk, amelyet a

g(D(X, Y ), Z) = C(X, Y, Z)

egyenlet határoz meg, ahol X, Y, Z ∈ X(M) tetsz®leges vektormez®k. Világos, hogy
a D leképezésre fennállnak a D(X + X̃, Y ) = D(X, Y ) + D(X̃, Y ) és D(X, Y + Ỹ ) =
D(X, Y )+D(X, Ỹ ) egyenl®ségek. Az (5.3) összefüggések felhasználásával pedig belátható,
hogy igazak a

D(f X, Y ) = f ·D(X, Y ), D(X, f Y ) = f ·D(X, Y ) + (Xf)Y
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egyenletek is. Vegyük észre, hogy a 4.3. De�níció alapján D egy kovariáns deriválást ad az
M sokaságon. Emiatt a D(X, Y ) vektormez®re a DXY jelölést is alkalmazhatjuk, hiszen
ez az Y mez®nek a X szerinti deriváltja a D lineáris konnexióra nézve.

Azt kellene még megmutatni, hogyD torziómentes és metrikus. A C�t leíró formulából
közvetlen számolással adódik, hogy fennáll a

g(D(X, Y ), Z)− g(D(Y,X), Z)− g([X, Y ], Z) = 0

összefüggés. Eszerint a D kovariáns deriválás T torzió tenzorára teljesül
g(T (X, Y ), Z) = 0 bármely X, Y, Z∈X(M) mez®kre, amib®l T = 0 következik.

Ugyancsak közvetlen számolással igazolható a

X(g(Y, Z)) = g(D(X, Y ), Z) + g(D(X,Z), Y )

egyenl®ség. Ez viszont az (5.1) összefüggés szerint azt bizonyítja, hogy a D kovariáns
deriválás metrikus a g�re nézve. Ezzel beláttuk a keresett lineáris konnexió létezését is.
�

5.5. De�níció. Legyen adott egy (M, g) Riemann�sokaság. Az M Levi�Civita�féle line-
áris konnexiójának mondjuk azt az egyértelm¶en meghatározott ∇ kovariáns deriválást,
amely metrikus és torziómentes.

Megjegyzés. Az 5.1. Tétel bizonyítása szerint az (M, g) Riemann�sokaságon a Levi�
Civita�féle ∇ lineáris konnexiót a

g(∇XY, Z) =
1

2

(
X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))−

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])
)

(5.2)

összefüggés határozza meg, amelyben X, Y, Z ∈X(M) tetsz®leges vektormez®k. Ezt az
alapvet® összefüggést a szakirodalomban Koszul�formulának szokás nevezni.

A Levi�Civita�féle kovariáns deriválás Christo�el�szimbólumai

Tekintsük az (M, g) Riemann�sokaságon a ∇ Levi�Civita�féle lineáris konnexiót. Legyen
egy (U, ξ) egy térképe az M�nek. A ξ térképezés alapvektormez®it jelölje
Xi = ∂

∂xi
(i = 1, . . . ,m). Mint ismeretes, a∇�nak az adott térképre vonatkozó Christo�el�

szimbólumain azokat a Γli j : U → R (i, j, l = 1, . . . ,m) függvényeket értjük melyekre
teljesülnek a

∇Xi
Xj =

∑m
l=1 Γli j ·Xl (5.4)

összefüggések.
Ismeretes, hogy a Young�tétel következtében az alapvektormez®k Lie�zárójele elt¶nik,

vagyis [Xi, Xj] = 0. Mivel a ∇ konnexió torziómentes, ∇Xi
Xj = ∇Xi

Xj teljesül. Ebb®l
viszont következik, hogy a Christo�el�szimbólumok a két alsó indexükre nézve szimmet-
rikusak, vagyis fennáll Γli j = Γlj i.

Vegyük a g metrikus tenzormez® ezen térképre vonatkozó gij : U → R (i, j = 1, . . . ,m)
komponensfüggvényeit, melyeket a gij = g(Xi, Xj) egyenletekkel nyerünk.
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5.1. Állítás. A Levi�Civita�féle ∇ lineáris konnexiónak az (U, ξ) térképhez tartozó
Christo�el�szimbólumait a

Γli j =
1

2

m∑
k=1

hlk
( ∂
∂xi

(gjk) +
∂

∂xj
(gki)−

∂

∂xk
(gij)

)
(5.5)

kifejezések adják meg (i, j, l = 1, . . . ,m).
Bizonyítás.
Vegyük azXi, Xj, Xk alapvektormez®ket. Mivel ezek Lie�zárójele elt¶nik az (5.2) Koszul�
formula az egyszer¶bb

g(∇Xi
Xj, Xk) =

1

2

(
Xi(g(Xj, Xk)) +Xj(g(Xk, Xi))−Xk(g(Xi, Xj))

)
alakot ölti. Alkalmazva a Christo�el-szimbólumokat de�niáló (5.4) egyenletet a∑m

r=1 Γri j grk = 1
2

(
Xi(gjk) +Xj(gki)−Xk(gij)

)
összefüggést kapjuk. Szorozzuk be ezt a hkl függvényekkel. Ha az i, j indexeket rögzítjük
és k befutja az 1, . . . ,m indextartományt, akkor m számú egyenletet kapunk. Ezeket
összeadva

∑m
r=1

∑m
k=1 Γri j grk h

kl =
∑m

r=1 Γri j δ
l
r = Γli j következtében a

Γli j = 1
2

∑m
k=1 h

kl
(
Xi(gjk) +Xj(gki)−Xk(gij)

)
egyenl®séget kapjuk, ami igazolja az állítást. �.

A továbbiakban egy (M, g) Riemann�sokaságon mindig a Levi�Civita�féle ∇ lineáris
konnexiót alkalmazzuk.

A sima görbe mentén vett vektormez® kovariáns deriváltját a 4.8. De�nícióban, pár-
huzamosságát pedig azt követ®en a 4.9. De�nícióban értelmeztük. Ezzel kapcsolatosan
igaz az alábbi kijelentés.
5.2. Állítás. Legyen adott egy σ : I → M sima görbe. Amennyiben az Y, Z ∈ X(σ)
vektormez®k párhuzamosak a σ mentén, akkor az f(t) = g(Y (t), Z(t)) (t∈I) kifejezéssel
de�niált f ∈F(I) valós függvény konstans.
Bizonyítás.
Tegyük fel, hogy a σ görbe t ∈ I helyen vett érint®vektorára fennáll σ̇(t) 6= 0. Kövessük
a 4.1. Tétel bizonyításában alkalmazott eljárást. Eszerint van olyan J ⊂ I (t ∈ J) részin-
tervallum és vannak olyan Ŷ , Ẑ ∈X(M) vektormez®k a sokaságon, hogy fennáll Y (τ) =
Ŷ ◦ σ(τ) és Z(τ) = Ẑ ◦ σ(τ) bármely τ ∈ J esetén. Emiatt teljesül f(τ) = g(Ŷ , Ẑ) ◦ σ(τ),
illetve ebb®l adódóan f ′(t) = σ̇(t)(g(Ŷ , Ẑ)) is igaz. Mivel a ∇ konnexió metrikus, (5.1)
következtében bármely v ∈ Tp(M) érint®vektor szerinti iránymenti deriváltra teljesül

v(g(Ŷ , Ẑ)) = g(∇vŶ , Ẑ(p)) + g(Ŷ (p),∇vẐ) .

Amennyiben v helyett a σ̇(t) vektort vesszük, akkor Y ′(t) = ∇σ̇(t)Ŷ felhasználásával az

f ′(t) = g(∇σ̇(t)Ŷ , Ẑ(σ(t))) + g(Ŷ (σ(t)),∇σ̇(t)Ẑ) = g(Y ′(t), Z(t)) + g(Y (t), Z ′(t))
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összefüggést nyerjük. Az Y, Z párhuzamos vektormez®k σ mentén, tehát igaz Y ′(t) = 0
és Z ′(t) = 0. Ezekb®l pedig f ′(t) = 0 következik.

Könnyen igazolható a (4.4) kifejezés alkalmazásával, hogy amennyiben a t ∈ I helyen
fennáll σ̇(t) = 0, akkor is teljesül f ′(t) = 0. Ezek alapján az f függvény konstans. �

A fenti állításból már következik az alábbi eredmény.
5.3. Állítás. Vegyünk egy σ : I → M sima görbét és valamely a, b ∈ I értékeket.
A Pσ : Tσ(a)M → Tσ(b)M párhuzamos eltolás σ mentén meg®rzi a skaláris szorzatot az
érint®tereken.

A Riemann�sokaság geodetikus görbéi

Legyen adott az (M, g) Riemann�sokaság egy (U, ξ) térképe és egy olyan egy γ : I → M
sima görbe, amelyre fennáll γ(I) ⊂ U . Mint ismeretes, a γ�t akkor mondjuk geodeti-
kusnak, ha az érint®vektoraival nyert γ̇ ∈ X(γ) vektormez® párhuzamos γ mentén, azaz
teljesül (γ̇)′(t) = 0, t ∈ I. A görbementi párhuzamos vektormez®ket a (4.5) egyenletrend-
szer jellemzi. Eszerint a γ pontosan akkor lesz geodetikus, ha az yk = xk◦γ (k = 1, . . . ,m)
koordináta�függvényei kielégítik az

y′′k(t) +
∑m

i=1

∑m
j=1 Γ k

i j(γ(t)) · y′i(t) · y′j(t) = 0 (5.6)

másodrend¶ di�erenciálegyenlet�rendszert.

5.6. De�níció. A γ : I → M geodetikus görbét maximálisnak mondjuk, ha nincs olyan
σ : J →M geodetikus, amelyre I ⊂ J, I 6= J és σ|I = γ egyaránt teljesül.

A di�erenciálegyenletek elmélete alapján igazolható az alábbi tétel.
5.2. Tétel. Tekintsük az (M, g) Riemann�sokaság egy tetsz®leges v ∈ TpM (p ∈ M)
érint®vektorát. Egyértelm¶en létezik egy olyan γ : I →M maximális geodetikus, amelyre
fennáll γ(0) = p és γ̇(0) = v.

A Riemann�sokaság görbületi tenzorára vonatkozó összefüggések

A könnyebb áttekinthet®ség érdekében az M sokaságon vett Riemann-metrikát g helyett
jelölje 〈 , 〉 az alábbiak során.
5.4. Állítás. Az (M, 〈 , 〉) Riemann�sokaság R görbületi tenzorára igazak az alábbi
összefüggések tetsz®leges X, Y, Z, W ∈X(M) vektormez®k esetén:
(1) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;
(2) 〈R(X, Y )Z, W 〉 = −〈R(X, Y )W, Z〉;
(3) 〈R(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉.

5.7. De�níció. Legyen az S egy 2�dimenziós altere a TpM (p∈M) érint®térnek. Vegyük

az S altér tetsz®leges v és w lineárisan független vektorait. A K(S) =
〈R(v, w)w, v〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2
számot a Riemann�sokaság S síkálláshoz tartozó Gauss�görbületének nevezzük.

Megjegyzés. Az el®z® állításban szerepl® összefüggések alapján be lehet látni, hogy a
K(S) Gauss�görbület értéke nem függ az S alteret generáló v, w vektorok megválasztá-
sától.
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6) Integrálás az irányítható sokaságon

6.1) Az alternáló multilineáris formák küls® szorzata

A multilineáris formák tenzori szorzata

Legyen adott egy m�dimenziós V vektortér az R valós számtest felett. A V �n értelmezett
k�lineáris formán (k ≥ 1) egy olyan α : V k → R leképezést értünk, amely az összes
változójában lineáris, azaz bármely v1, . . . , vi, . . . , vk, wi vektorok és c valós szám esetén
fennállnak az α(v1, . . . , vi + wi, . . . , vk) = α(v1, . . . , vi, . . . , vk) + α(v1, . . . , wi, . . . , vk),
α(v1, . . . , c vi, . . . , vk) = c · α(v1, . . . , vi, . . . , vk) összefüggések. A továbbiakban az α�t
egy V feletti k�formának is mondjuk.

Világos, hogy természetes módon értelmezni lehet két k�forma összegét, illetve egy
k�formának egy valós számmal vett szorzatát. Ezen m¶veletekre nézve a V téren vett
k�formák egy vektorteret adnak az R számtest felett. Jelölje Lk(V ) a V feletti k�lineáris
formák terét. Igazolható, hogy ennek dimenziója mk.

6.1. De�níció. Az α∈Lk(V ) és β∈Ll(V ) multilineáris formák tenzoriális szorzatán azt
az α⊗ β∈Lk+l(V ) (k + l)�lineáris formát értjük, amelyre fennáll
α⊗ β(v1, . . . , vk+l) = α(v1, . . . , vk) · β(vk+1, . . . , vk+l) tetsz®leges v1, . . . , vk+l∈V vektorok
esetén.

Megjegyzés. A de�nícióból azonnal adódik, hogy a V feletti multilineáris formák ten-
zoriális szorzása egy asszociatív m¶velet. Ez nyilván azt jelenti, hogy bármely
α∈Lk(V ), β∈Ll(V ) és γ∈Ln(V ) mellett (α⊗ β)⊗ γ = α⊗ (β ⊗ γ) teljesül.

Ugyanakkor, könny¶ belátni, hogy a tenzoriális szorzás nem kommutatív m¶velet.

A multilineáris formák transzformálása permutációkkal

Jelölje Nk az els® k (k ≥ 1) pozitív egész szám halmazát, vagyis legyen Nk = { 1, . . . , k }.
Az 1, . . . , k számok permutációjának mondunk egy s : Nk → Nk bijektív leképezést.

Vegyünk egy további r : Nk → Nk bijektív leképezést. Az r, s permutációk szorzatán
a bijektív leképezések r ◦ s : Nk → Nk kompozícióját értjük. Az egyszer¶ség kedvéért a
szorzatra az rs jelölést alkalmazzuk.

Mint ismeretes, az 1, . . . , k számok összes permutációi a fenti szorzásm¶veletre nézve
egy csoportot alkotnak, melyet k�adfokú szimmetrikus csoportnak nevezünk. A további-
akban ezt a csoportot Sk fogja jelölni.

Erre vonatkozóan alkalmazni fogjuk a π : Sk → {−1, 1} homomor�zmust is, ahol
az s ∈ Sk páros permutációnál π(s) = 1, illetve az s ∈ Sk páratlan permutáció esetén
π(s) = −1.

Egy s∈Sk permutációval transzformálni lehet a k�formákat az alábbi de�níció szerint.
6.2. De�níció. Legyen adva s ∈ Sk permutáció. Az α ∈ Lk(V ) multilineáris formának
az s permutáció általi transzformáltján azt az sα k�lineáris formát értjük, amelyet az
sα(v1, . . . , vk) = α(vs(1), . . . , vs(k)) összefüggés ír le, ahol v1, . . . , vk∈V .

Legyen adott egy α∈Lk(V ) forma és az r, s∈Sk permutációk. Emlékezzünk rá, hogy
a permutációk rs szorzatát az r◦s : Nk → Nk kompozíció�leképezéssel értelmeztük. Az
el®bbi de�níció alapján vehetjük az r(sα) k�lineáris formát is, amelyet az sα formának
az r általi transzformálásával nyerünk. Erre vonatkozóan alkalmazni fogjuk az alábbi
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segédtételt.
6.1. Lemma. Tetsz®leges α∈Lk(V ) forma és az r, s∈Sk permutációk esetén fennáll az
r(sα) = (rs)α összefüggés.
Bizonyítás.
A V vektortérben vegyük a v1, . . . , vk vektorokat. Vezessük be a wi = vr(i) (i = 1, . . . , k)
jelölést. Mivel az s egy bijektív leképezést ad az Nk halmazon, bármely i ∈ Nk elemnek
egyértelm¶en megfelel egy j ∈ Nk elem, amellyel fennáll i = s(j). Világos, hogy ennek
következtében ws(j) = vr(s(j)) = vrs(j) (j = 1, . . . , k) teljesül. Ily módon azt kapjuk, hogy
fennáll

r(sα)(v1, . . . , vk) = sα(vr(1), . . . , vr(k)) = = sα(w1, . . . , wk) =

= α(ws(1), . . . , ws(k)) = α(vr(s(1)), . . . , vr(s(k))) = (rs)α(v1, . . . , vk),

ami igazolja az r(sα) = (rs)α összefüggést. �

Az alternáló multilineáris formák tere

Emlékezzünk rá, hogy az Sk k�adfokú szimmetrikus csoportot úgy tekintjük, mint az Nk

bijektív leképezéseinek a csoportját. Tetsz®leges s∈Sk esetén jelölje I(s) a permutáció-
ban szerepl® inverziók számát. Ennek alapján adódik a π : Sk → {−1, 1} természetes
homomor�zmus, melyet a π(s) = (−1)I(s) kifejezés ír le.

Világos, hogy amennyiben egy t∈Sk transzpozíciót veszünk, amely az Nk két elemét
felcseréli és a többit �xen hagyja, akkor π(t) = −1 adódik. Mint ismeretes, bármely
permutáció el®állítható transzpozíciók szorzataként, és az el®állításban szerepl® transzpo-
zíciók száma vagy mindig páros, vagy mindig páratlan.

6.3. De�níció. Az α∈Lk(V ) k�lineáris formát alternálónak (vagy más néven antiszim-
metrikusnak) nevezzük, ha tetsz®leges s∈Sk esetén fennáll sα = π(s) · α.

Az el®z® de�níciók szerint egy α ∈ Lk(V ) k�lineáris forma pontosan akkor alternáló,
ha tetsz®leges tetsz®leges v1, . . . , vk+l∈V vektorokra és s∈Sk permutációra teljesül az

α(vs(1), . . . , vs(k)) = π(s) · α(v1, . . . , vk)

összefüggés.

Megjegyzés. Evidens, hogy a V feletti alternáló k�lineáris formák egy alteret alkotnak
az Lk(V ) lineáris térben. A továbbiakban a V �n értelmezett alternáló k�formák terét
Ak(V ) fogja jelölni.

Nyilván fennáll az A1(V ) = L1(V ) összefüggés is, azaz bármely 1�lineáris forma
alternáló.

Megjegyzés. Vegyünk egy α ∈ Ak(V ) (k ≥ 2) alternáló formát. Mivel bármely t ∈ Sk
transzpozícióra fennáll az tα = −α egyenl®ség, az α forma értéke bármely két változó
felcserélése esetén el®jelet vált. Ebb®l következik, hogy ha a v1, . . . , vk ∈ V vektorok
lineárisan összefügg®k, akkor α(v1, . . . , vk) = 0 teljesül.

Ily módon azt is beláttuk, hogy amennyiben k > m és α∈Ak(V ), akkor α = 0.
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Legyen e1, . . . , em egy bázisa a V �nek. A fentiek szerint egy α ∈ Ak(V ) alternáló
k�formát az α(ej1 , . . . , ejk) (1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m) értékek már egyértelm¶en meghatá-
roznak. Vegyük az Ak(V ) tér azon εi1,...,ik (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m) elemeit, amelyeket az
alábbi összefüggések írnak le:

εi1,...,ik(ej1 , . . . , ejk) = 1 amennyiben (i1, . . . , ik) = (j1, . . . , jk),

εi1,...,ik(ej1 , . . . , ejk) = 0 ha j1 < · · · < jk s (i1, . . . , ik) 6= (j1, . . . , jk).

Igazolható, hogy ezen alternáló k�formák egy bázisát képezik az Ak(V ) térnek, és bármely
α ∈ Ak(V ) formára fennáll

α =
∑

1≤i1<···<ik≤m

α(ei1 , . . . , eik) · εi1,...,ik .

Ennek következtében az Ak(V ) (1 ≤ k ≤ m) tér dimenziója
(
m
k

)
= m!

k! (m−k)! .

Az alternáló operátor

Az alábbiak során azt tárgyaljuk, hogy a V vektortér feletti k�formákból miként lehet
alternáló formákat kapni.
6.4. De�níció. A V vektortér k�lineáris formáinak terén vett alternáló operátoron azt
az a : Lk(V )→ Lk(V ) leképezést (k ≥ 1) értjük, amelyet az
a(α) =

∑
s∈Sk π(s) · sα kifejezés ír le tetsz®leges α∈Lk(V ) esetén.

Megmutatjuk, hogy az a(α) forma bármely α ∈ Lk(V ) mellett alternáló. Ugyanis, a
6.1. Lemmát alkalmazva azt kapjuk, hogy az a(α) formának egy r ∈ Sk permutáció általi
transzformáltjára fennáll

ra(α) = r
(∑
s∈Sk

π(s) · sα
)

=
∑
s∈Sk

π(s) · (rs)α =

= π(r) ·
(∑
s∈Sk

π(rs) · (rs)α
)

= π(r) ·
(∑
s∈Sk

π(s) · sα
)

= π(r) · a(α) .

A fenti összefüggés alapján adódik, hogy az a alternáló operátor egy olyan lineáris
leképezés a k�formák terén, amelyre a(Lk(V )) = Ak(V ) teljesül.

Vegyük észre azt is, hogy amennyiben egy α∈Ak(V ) alternáló formát veszünk, akkor
fennáll a(α) = k! · α.

Két multilineáris forma tenzori szorzatát már a fejezet elején értelmeztük. Az a ope-
rátornak a tenzori szorzattal kapcsolatos tulajdonságait írja le az alábbi segédtétel.
6.2. Lemma. Tetsz®leges α∈Lk(V ) és β∈Ll(V ) multilineáris formákra igazak az alábbi
összefüggések:
a(β ⊗ α) = (−1)kl · a(α⊗ β), a(a(α)⊗ β) = k! · a(α⊗ β), a(α⊗ a(β)) = l! · a(α⊗ β).
Bizonyítás.
Mint ismeretes, az Nk halmaz tetsz®leges r permutációját meg lehet adni egy 2× k típusú
mátrixszal is az alábbi módon. Az r permutációt leíró M(r) mátrix els® sorában szere-
peljenek az 1, . . . , k egész számok, a második sorban pedig ezeknek az r szerinti képei,
vagyis az r(1), . . . , r(k) számok.
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Vegyük az Nk+l számhalmaznak azon t permutációját, amelyet az

M(t) =

(
1 2 . . . k k + 1 . . . k + l

l + 1 l + 2 . . . l + k 1 . . . l

)
mátrix ír le. Könny¶ belátni, hogy a t

permutációban szerepl® inverziók száma k l, vagyis π(t) = (−1)kl. Emellett a

β ⊗ α(v1, . . . , vk+l) = β(v1, . . . , vl) · α(vl+1, . . . , vl+k) =

= α(vt(1), . . . , vt(k)) · β(vt(k+1), . . . , vt(k+l)) = t(α⊗ β)(v1, . . . , vk+l)

összefüggés szerint igaz β ⊗ α = t(α⊗ β). Ennek ismeretében azt kapjuk, hogy fennáll

a(β ⊗ α) =
∑
s∈Sk+l

π(s) · s(β ⊗ α) =
∑
s∈Sk+l

π(s) · s(t(α⊗ β)) =

∑
s∈Sk+l

π(st) · π(t) · (st)(α⊗ β) = π(t) ·
∑
s∈Sk+l

π(s) · s(α⊗ β) = (−1)kl · a(α⊗ β) .

Ezzel pedig igazoltuk az állításban szerepl® els® egyenl®séget.

A második összefüggés levezetése érdekében tetsz®leges r ∈ Sk permutációnak feleltes-
sük meg azon r̃ ∈ Sk+l permutációt, amelyet az

M(r̃) =

(
1 2 . . . k k + 1 . . . k + l

r(1) r(2) . . . r(k) k + 1 . . . k + l

)
mátrix ír le. Ez esetben bármely s ∈ Sk+l

elemre és v1, . . . , vk+l vektorokra fennáll

s((rα)⊗ β)(v1, . . . , vk+l) = rα(vs(1), . . . , vs(k)) · β(vs(k+1), . . . , vs(k+l)) =

α(vs(r(1)), . . . , vs(r(k))) · β(vs(k+1), . . . , vs(k+l)) = α(vs(r̃(1)), . . . , vs(r̃(k))) · β(vs(r̃(k+1)), . . . , vsr̃(k+l))

= (sr̃)(α⊗ β)(v1, . . . , vk+l).

Alkalmazva a fentiekben belátott s(rα)⊗β) = (sr̃)(α⊗β) egyenl®séget azt kapjuk, hogy

a(a(α)⊗ β) =
∑
s∈Sk+l

π(s) · s
(∑
r∈Sk

π(r) · (rα⊗ β)
)

=

∑
r∈Sk

( ∑
s∈Sk+l

π(sr̃) · (sr̃)(rα⊗ β)
)

= k! · a(α⊗ β)

teljesül, ami igazolja a segédtételben szerepl® második összefüggést.

A harmadik egyenl®ség bizonyítása hasonló eljárással történik. �

Az alternáló formák küls® szorzata

Az eddigi el®készítések alapján már be tudjuk vezetni két alternáló multilineáris forma
küls® szorzatának a fogalmát.
6.5. De�níció. Az α∈Ak(V ) és β∈Al(V ) alternáló formák (k, l ≥ 1) küls® szorzatán az

α ∧ β =
1

k! l!
a(α⊗ β)

alternáló (k + l)�formát értjük.
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Megjegyzés. A korábbi de�níciók alapján a küls® szorzatra vonatkozóan fennáll az

α ∧ β(v1, . . . , vk+l) =
1

k! l!

∑
s∈Sk+l

π(s) · α(vs(1), . . . , vs(k)) · β(vs(k+1), . . . , vs(k+l))

összefüggés bármely v1, . . . , vk+l∈V vektorokra.

A 6.2. Lemma els® összefüggéséb®l már következik, hogy igaz az alábbi kijelentés.
6.1. Állítás. Tetsz®leges α∈Ak(V ) és β∈Al(V ) alternáló formák esetén fennáll
α ∧ β = (−1)kl · β ∧ α.

A de�nícióból azonnal adódik, hogy a küls® szorzás egy disztributív m¶velet. Ezen
persze azt értjük, hogy bármely α1, α2∈Ak(V ) és β∈Al(V ) mellett teljesül
(α1 + α2) ∧ β = α1 ∧ β + α2 ∧ β.

A küls® szorzás asszociativitását mondja ki a következ® állítás.
6.2. Állítás. Tetsz®leges α∈Ak(V ), β∈Al(V ) és γ∈An(V ) alternáló formákra fennáll
(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ).
Bizonyítás.
A 6.2. Lemma összefüggéseit alkalmazva közvetlen számolással kapjuk, hogy

(α ∧ β) ∧ γ =
1

k!

1

l!

1

n!
a(α⊗ β ⊗ γ) = α ∧ (β ∧ γ) teljesül, ami már igazolja az állítást.

Az els® egyenl®ség levezetését meg is adjuk

(α ∧ β) ∧ γ =
1

(k + l)!

1

n!
· a
(
(α ∧ β)⊗ γ

)
=

1

(k + l)!

1

n!
· a
( 1

k!

1

l!
a(α⊗ β)⊗ γ

)
1

(k + l)!

1

n!

1

k!

1

l!
· (k + l)! · a(α⊗ β)⊗ γ

)
=

1

k!

1

l!

1

n!
· a(α⊗ β ⊗ γ

)
�

Az alábbi kijelentés az 1�formák küls® szorzatát jellemzi.
6.3. Állítás. Legyenek adva az α1, . . . , αk∈A1(V ) 1�formák és a v1, . . . , vk∈V vektorok.
Ez esetben teljesül az

α1 ∧ · · · ∧ αk(v1, . . . , vk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1(v1) α

1(v2) . . . α
1(vk)

α2(v1) α
2(v2) . . . α

2(vk)
...

...
. . .

...
αk(v1) α

k(v2) . . . α
k(vk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ összefüggés.

Bizonyítás.
Akárcsak az el®z® állítás esetében, ezúttal is a 6.2. Lemmát kell alkalmaznunk. Az alapján
belátható, hogy fennáll az

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αk = a(α1 ⊗ α2 ⊗ · · · ⊗ αk)

egyenl®ség. Amennyiben az a(α1 ⊗ · · · ⊗ αk) alternáló formát kiértékeljük a v1, . . . , vk
vektorokon, akkor a

a
(
α1 ⊗ · · · ⊗ αk

)
(v1, . . . , vk) =

∑
s∈Sk π(s) · α1(vs(1)) . . . α

k(vs(k))

kifejezést kapjuk, ami éppen a megadott determinánssal egyenl®. �
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Megjegyzés. A 6.3. Állításból azonnal következik, hogy akkor és csak akkor áll fenn
α1 ∧ · · · ∧ αk = 0, ha az α1, . . . , αk 1�formák lineárisan összefügg®k.

Legyen e1, . . . , em egy bázisa a V vektortérnek (m ≥ 2). Vegyük ennek ε1, . . . , εm

duális bázisát a V ∗ = L1(V ) duális térben. A korábbi eredményekb®l már következik az
alábbi kijelentés.
6.4. Állítás. A küls® szorzással nyert εi1 ∧ · · · ∧ εik (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m) alternáló
k�formák egy bázisát képezik az Ak(V ) (2 ≤ k ≤ m) térnek. Bármely β∈Ak(V ) alternáló
k�formára teljesül β =

∑
1≤i1<···<ik≤m β(ei1 , . . . , eik) · εi1 ∧ · · · ∧ εik .

A lineáris leképezés által az alternáló formák terén indukált leképezés

Legyenek adva a V és W valós vektorterek, ahol dimV = m és dimW = n.
Tekintsünk egy µ : V → W lineáris leképezést.
6.6. De�níció. A µ∗ : Ak(W )→ Ak(V ) leképezést, ahol fennáll
µ∗(β)(v1, . . . , vk) = β(µ(v1), . . . , µ(vk)) tetsz®leges β ∈Ak(W ) és v1, . . . , vk ∈ V esetén,
az alternáló k�formák terén a µ által indukált leképezésnek mondjuk.

Számolással ellen®rizhet®, hogy a µ∗ indukált leképezés és a küls® szorzás felcserélhe-
t®ek.
6.5. Állítás. Bármely α ∈ Ak(W ) és β ∈ Al(W ) alternáló formák esetén teljesül
µ∗(α ∧ β) = µ∗(α) ∧ µ∗(β).

A vektortér térfogati formái

6.7. De�níció. Az m�dimenziós V vektortéren vett alternáló m�formákat a V térfogati
formáinak nevezzük.

Korábban már beláttuk, hogy a térfogati formák Am(V ) tere 1�dimenziós. Legyenek
e1, . . . , em és b1, . . . , bm bázisai a V vektortérnek. A bi =

∑m
r=1C

r
i er (i = 1, . . . ,m)

kifejezések együtthatóiból nyert m ×m�es mátrixot jelölje C. Tekintsük a fenti bázisok
ε1, . . . , εm és β1, . . . , βm duális bázisait a V ∗ duális térben.

Mivel ε1 ∧ · · · ∧ εm és β1 ∧ · · · ∧ βm nem elt¶n® m�edfokú alternáló formák, az egyik
forma a másiknak egy számszorosa. Vegyük észre, hogy emiatt a két térfogati formára
fennáll

ε1 ∧ · · · ∧ εm = (ε1 ∧ · · · ∧ εm)(b1, . . . , bm) · β1 ∧ · · · ∧ βm .

Az εr(bi) = Cr
i egyenl®ségekb®l és a 6.3. Állításból következik, hogy

(ε1 ∧ · · · ∧ εm)(b1, . . . , bm) = detC. Ezek alapján teljesül az

ε1 ∧ · · · ∧ εm = detC · β1 ∧ · · · ∧ βm (6.1)

összefüggés.

Megjegyzés. Vegyünk egy µ : V → V lineáris leképezést. Ugyancsak a 6.3. Állítás
alapján igazolható, hogy tetsz®leges α∈Am(V ) térfogati formára fennáll µ∗(α) = det(µ)·α.
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6.2) A sima sokaság di�erenciálformái

6.8. De�níció. Legyen adott egy m�dimenziós M di�erenciálható sokaság. Ennek k�
adfokú di�erenciálformáján (k ≥ 1) egy olyan (0, k) típusú ω : X(M)k → F(M) tenzor-
mez®t értünk, ahol fennáll

ω(X1, . . . , Xk) = π(s) · ω(Xs(1), . . . , Xs(k))

tetsz®leges X1, . . . , Xk∈X(M) vektormez®k és s∈Sk permutáció esetén.

Megjegyzés. Az M sokaságon vett k�adfokú di�erenciálformák terét, mint R feletti
vektorteret, Ωk(M) fogja jelölni. Nyilvánvaló, hogy Ωk(M) tekinthet® az F(M) gy¶r¶
feletti modulusnak is. Megállapodás szerint fennáll Ω0(M) = F(M).

Tekintsünk egy ω ∈ Ωk(M) k�adfokú di�erenciálformát. Ennek tetsz®leges pontban
megfeleltethet® egy ωp : (TpM)k → R k�lineáris leképezés. Evidens, hogy ωp egy
alternáló k�formát ad a TpM érint®tér fellett, vagyis fennáll ωp∈Ak(TpM).

De�niálni tudjuk két di�erenciálforma küls® szorzatát.
6.9. De�níció. Az ω∈Ωk(M) és η∈Ωl(M) di�erenciálformák (k, l ≥ 1) küls® szorzatán
azt az ω ∧ η által jelölt, (k + l)�edfokú di�erenciálformát értjük, ahol

ω ∧ η (X1, . . . , Xk+l) =
1

k! l!

∑
s∈Sk+l

π(s) · ω(Xs(1), . . . , Xs(k)) · η(Xs(k+1), . . . , Xs(k+l))

teljesül tetsz®leges X1, . . . , Xk+l∈X(M) vektormez®kre.

Megjegyzés. Fontos megjegyeznünk, hogy a di�erenciálformák küls® szorzása pontonként
elvégezhet®, vagyis fennáll (ω ∧ η)p = ωp ∧ ηp (p ∈M). Ennek következtében a küls®
szorzás m¶velete disztributív és asszociatív, továbbá teljesül az ω ∧ η = (−1)kl · η ∧ ω
összefüggés.

Legyen (U, ξ) egy (lokális) térképe az M sokaságnak. Tekintsük ezen térképezés
yi = ui ◦ ξ : U → R (i = 1, . . . ,m) koordináta�függvényeit. Ismeretes, hogy amennyiben
az U nyílt részsokaságon vett els®fokú di�erenciálformák Ω1(U) terét mint az F(U) feletti
modulust tekintjük, akkor ennek egy bázisát képezik a dyi (i = 1, . . . ,m) 1�formák.
A 6.4. Állítás következtében igaz az alábbi kijelentés.
6.6. Állítás. Az F(U) gy¶r¶ feletti Ωk(U) (2 ≤ k ≤ m) modulusnak egy bázisát adják
a dyi1 ∧ · · · ∧ dyik (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m) k�adfokú di�erenciálformák. Tetsz®leges
ω ∈ Ωk(U) di�erenciálformára teljesül

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ω
( ∂

∂yi1
, . . . ,

∂

∂yik
) · dyi1 ∧ · · · ∧ dyik . (6.2)
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A küls® di�erenciál

6.10. De�níció. Az f ∈F(M) = Ω0(M) sima függvény küls® di�erenciálján azt a
df : X(M) → F(M) els®fokú di�erenciálformát értjük, amelyre fennáll df(X) = X(f)
tetsz®leges X∈X(M) vektormez®re.

6.11. De�níció. Vegyünk egy ω∈Ωk(M) di�erenciálformát (k ≥ 1). Ennek küls®
di�erenciálján azt a dω : X(M)k+1 → F(M) leképezést értjük, amelyet a

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , Xi, . . . , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)i+j ω([Xi, Xj], X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xk+1) (6.3)

összefüggés ír le, ahol X1, . . . , Xk+1∈X(M). (A de�niáló kifejezésben az Xi jel arra utal,
hogy az Xi vektormez®t kihagyjuk a változók közül.)

Megjegyzés. Vegyünk egy ω∈Ω1(M) els®fokú di�erenciálformát. A de�níció alapján a
dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]) összefüggéshez jutunk, ahol X, Y ∈X(M).
Ebb®l már adódik, hogy a dω egy másodfokú di�erenciálforma az M sokaságon.

Jelen alfejezet összefüggéseinek igazolásában fontos szerephez jut az alábbi állítás.
6.7. Állítás. Az M sokaságon legyenek adva az f, y1, . . . , yk ∈F(M) sima függvények.
Az ω = f dy1 ∧ · · · ∧ dyk k�adfokú di�erenciálforma küls® di�erenciáljára teljesül a

dω = df ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk (6.4)

összefüggés.
Bizonyítás.
Megmutatjuk, hogy tetsz®leges X1, . . . , Xk+1 vektormez®khöz a dω leképezés ugyanazt a
sima függvényt rendeli, mint a df ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk di�erenciálforma.

Els®ként vegyük a J = (df ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk)(X1, . . . , Xk+1) függvényt. A 6.3. Állítás
szerint ez a J függvény el®áll egy olyan (k+1)-edrend¶ négyzetes mátrix determinánsaként,
amelynek elemei a df(Xi) = Xi(f) és dyj(Xi) = Xi(y

j) függvények, vagyis az f, y1, . . . , yk

függvényeknek a vektormez®k általi deriváltjai. Konkrétan fennáll a

J = det


df(X1) df(X2) . . . df(Xk+1)
dy1(X1) dy

1(X2) . . . dy
1(Xk+1)

...
...

. . .
...

dyk(X1) dy
k(X2) . . . dy

k(Xk+1)


összefüggés. A fenti determinánst fejtsük ki a mátrix els® sora alapján, és az egyszer¶sítés

érdekében alkalmazzuk a 1 × k-típusú Xiy =

Xi(y
1)

...
Xi(y

k)

 oszlopmátrixokat. Az ilyen

oszlopmátrixokból képzett k × k-típusú mátrixok determinánsára használjuk az
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Ai = det
(
X1y, . . . , Xiy, . . . , Xk+1y

)
jelölést (i = 1, . . . ,m). Az Xiy jel arra utal, hogy

ezt az oszlopot hagyjuk ki a mátrixból. Ily módon azt kapjuk, hogy a J függvényre teljesül

J =
∑k+1

i=1 (−1)i+1 (Xif) · Ai .

Tekintsük most a (6.3) kifejezéssel leírt dω leképezés értékét az X1, . . . , Xk+1 mez®kön,
vagyis vegyük a K = dω (X1, . . . , Xk+1) függvényt. Az egyszer¶sítés érdekében vezessük
be a

Bij = det
(
Xi(Xjy), X1y, . . . , Xiy, . . . , Xjy, . . . , Xk+1y

)
jelölést is (i, j = 1, . . . ,m; i 6= j). Ezen determináns els® oszlopában az Xi, Xj vektor-
mez®k szerinti másodrend¶ deriváltak szerepelnek és az Xiy, Xjy oszlopok maradnak ki.
Amennyiben i > j áll fenn, akkor az Xjy függvényoszlop kerül el®bb kihagyásra a Bij

függvény determináns�kifejezésében.
Belátható, hogy az ω = f dy1 ∧ · · · ∧ dyk kifejezés és (6.1) következtében fennáll az

ω([Xi, Xj], X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xk+1) = f(Bij −Bji)

összefüggés. A (6.3) formula alapján a K = dω (X1, . . . , Xk+1) függvény kifejezhet® a
fentiek során értelmezett Ai, Bij függvényekkel a

K =
∑k+1

i=1 (−1)i+1Xi(f · Ai) + f ·
(∑

i<j(−1)i+j(Bij −Bji)
)

alakban. Vegyük észre, hogy az egyenlet felírható a

K =
k+1∑
i=1

(−1)i+1(Xi f) · Ai + f ·
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi (Ai) +

+ f ·
∑
i<j

(−1)i+j Bij + f ·
∑
i>j

(−1)i+j+1Bij (6.5)

formában is. Azt kellene megmutatni, hogy jobboldalon szerepl® kifejezés utolsó három
tagjának összege 0. Ehhez használjuk fel a

Xi(Ai) = Xi(det
(
X1y, . . . , Xiy, . . . , Xk+1y

)
) =

= det
(
Xi(X1y), . . . , Xiy, . . . , Xk+1y

)
) + · · ·+ det

(
X1y, . . . , Xiy, . . . , Xi(Xk+1y)

)
=

i−1∑
j=1

(−1)j−1Bij +
k+1∑
j=i+1

(−1)jBij

összefüggést, amelyb®l az

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi (Ai) =
∑
i<j

(−1)i+j+1Bij +
∑
i>j

(−1)i+j Bij

egyenletet nyerjük. Ebb®l és a (6.5) összefüggésb®l már következik, hogy fennáll

K =
∑k+1

i=1 (−1)i+1 (Xif) · Ai .
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Mivel a J = (df ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk)(X1, . . . , Xk+1) és K = dω (X1, . . . , Xk+1) függvények
tetsz®leges vektormez®kre egyenl®ek, az állítás igazolást nyert. �

Megjegyzés. Legyenek adva az ω1, ω2∈Ωk(M) di�erenciálformák és az a, b∈R számok.
A (6.3) összefüggésb®l adódik, hogy teljesül

d(aω1 + b ω2)(X1, . . . , Xk+1) = a · dω1(X1, . . . , Xk+1) + b · dω1(X1, . . . , Xk+1)

bármely X1, . . . , Xk+1 vektormez®kre.

A 6.6. és 6.7. Állítások alapján már bizonyítható az alábbi kijelentés.
6.8. Állítás. Tetsz®leges ω ∈Ωk(M) (k ≥ 0) di�erenciálforma esetén a (6.3) formulával
leírt dω leképezés egy (k + 1)�edfokú di�erenciálforma, vagyis fennáll dω∈Ωk+1(M).
Bizonyítás.
Vegyük az M sokaság egy (U, ξ) térképét. Ez esetben a térképezés koordináta�függvényei
legyenek yr = ur ◦ξ (r = 1, . . . ,m). Tekintsük az ω di�erenciálforma ω̃ = ω|U lesz¶kítését
az U nyílt részsokaságra. Világos, hogy fennáll ω̃ ∈ Ωk(U) és a (6.3) formula alapján
értelmezhet® a dω̃ : X(U)k+1 → F(U) leképezés. A 6.6. Állítás szerint ω̃ kifejezhet® az yr

koordináta�függvények di�erenciáljaival az

ω̃ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

fi1,...,ik · dyi1 ∧ · · · ∧ dyik

alakban, ahol fi1,...,ik = ω̃
(

∂
∂yi1

, . . . , ∂
∂yik

). Alkalmazva a (6.4) összefüggést azt kapjuk,
hogy fennáll

dω̃ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

dfi1,...,ik ∧ dyi1 ∧ · · · ∧ dyik .

Ez pedig azt igazolja, hogy a dω̃ leképezés egy di�erenciálforma az U nyílt részsokaságon.
Mivel a (dω)|U = dω̃ egyenl®ség teljesül bármely U térképtartományon, dω egy

(k + 1)�edfokú di�erenciálformát ad az M sokaságon. �

6.12. De�níció. Az M sokaság k�adfokú di�erenciálformáin vett küls® di�erenciál le-
képezésen a d : Ωk(M) → Ωk+1(M) leképezést értjük, ahol d(ω) = dω (ω ∈ Ωk(M)).

Megjegyzés. Ha tetsz®leges k fokszám esetén a di�erenciálformák Ωk(M) terét egy R
feletti vektortérnek tekintjük, akkor a küls® di�erenciál leképezés lineáris.

A következ® kijelentést a 6.1 és 6.7. Állítások felhasználásával lehet igazolni.
6.9. Állítás. Amennyiben ω∈Ωk(M) és η∈Ωl(M), akkor a küls® szorzatuk di�erenciál-
jára d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη teljesül.

Megjegyzés. Könnyen ellen®rizhet®, hogy tetsz®leges f ∈ F(M) = Ω0(M) függvény
esetén fennáll d(df) = 0. Legyenek X, Y ∈ X(M) tetsz®leges vektormez®k. A (6.3)
kifejezés szerint azt kapjuk, hogy

d(df) (X, Y ) = X(df(Y ))− Y (df(X))− df([X, Y ]) = X(Y f)− Y (X f)− [X, Y ](f) = 0,

amib®l d(df) = 0 következik.
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Eddigi eredményeink alapján bizonyítani lehet az alábbi állítást.
6.10. Állítás. Tetsz®leges ω∈Ωk(M) (k ≥ 0) di�erenciálformára igaz d(dω) = 0.
Bizonyítás.
Egy korábbi bizonyításban már alkalmaztuk, hogy az ω�nak egy U térképtartományon
vett lesz¶kítése el®áll véges sok olyan η ∈ Ωk(U) di�erenciálforma összegeként, amelyek
kifejezhet®ek az η = f dy1 ∧ · · · ∧ dyk alakban a koordináta�függvények di�erenciáljaival.
A 6.7. Állítás szerint fennáll dη = df ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk. Tekintsük az U tartományon a
konstans 1 függvényt, melyet jelöljön most e. Világos, hogy ennek di�erenciálja elt¶nik,
azaz de = 0. A (6.4) összefüggést a dη = e df∧dy1∧· · ·∧dyk di�erenciálformára alkalmazva
azt kapjuk, hogy

d(dη) = de ∧ df ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk = 0.

Ebb®l már következik, hogy d(dω) = 0 teljesül. �

6.13. De�níció. Az ω ∈ Ωk(M) (k ≥ 0) di�erenciálformát zártnak mondjuk, ha a
di�erenciáljára fennáll dω = 0.
Amennyiben az ω k�adfokú (k ≥ 1) di�erenciálformához van olyan η ∈ Ωk−1(M) di�e-
renciálforma, hogy dη = ω teljesül, akkor az ω�t egzaktnak nevezzük.

Megjegyzés. Legyen Zk(M) az M sokaságon vett k�adfokú zárt di�erenciálformák tere,
Bk(M) pedig a k�adfokú egzakt di�erenciálformák tere. (Megállapodás szerint
B0(M) = {0}.) Nyilván fennáll Bk(M) ⊂ Zk(M). A Hk(M) = Zk(M)/Bk(M) hányados-
teret a sokaság k�adfokú kohomológia terének nevezzük.

Mint ismeretes, T 0
k (M) jelöli az M sokaságon vett (0, k) típusú tenzormez®k terét. Ily

módon Ωk(M) ⊂ T 0
k (M) teljesül.

Az M és N di�erenciálható sokaságok között legyen adva egy µ : M → N sima
leképezés. Korábban már értelmeztük a µ∗ : T 0

k (N) → T 0
k (M) leképezést, amit a µ

szerinti visszahúzásnak neveztünk. Könny¶ belátni, hogy fennáll µ∗(Ωk(N)) ⊂ Ωk(M).

6.11. Állítás. Tetsz®leges ω ∈ Ωk(N), η ∈ Ωl(N) di�erenciálformák esetén igazak az
alábbi összefüggések:

µ∗(ω ∧ η) = µ∗(ω) ∧ µ∗(η), µ∗(dω) = d(µ∗ω).
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6.3) Az egységfüggvény felosztásának (felbontásának) tételei

6.14. De�níció. Az M sokaságon vett egységosztáson a sima függvények egy olyan
{ fα∈F(M) | α∈A } rendszerét értjük, amelyre teljesülnek az alábbi feltételek:
(1) Bármely α∈A és p∈M esetén igaz 0 ≤ fα(p) ≤ 1.
(2) A { supp fα | α∈A } halmazrendszer lokálisan véges.
(3) Tetsz®leges p∈M pontban fennáll

∑
α∈A fα(p) = 1.

6.15. De�níció. Az M sokaság nyílt lefedésén az M nyílt részhalmazainak egy olyan
{ Uα | α∈A } rendszerét értjük, amelyre igaz ∪α∈AUα = M .

6.16. De�níció. Az M sokaságon vett { fi∈F(M) | i∈I } egységosztásról azt mondjuk,
hogy az alá van rendelve az M egy adott { Uα | α∈A } nyílt lefedésének, ha tetsz®leges
i∈I index esetén van olyan α∈A, hogy fennáll supp fi ⊂ Uα.

Bizonyítás nélkül közöljük az egységfüggvény felosztására vonatkozó els® tételt.
6.1. Tétel. Legyen adva az M sokaságnak egy { Uα | α∈A } nyílt lefedése. Az M�en
meg lehet adni az adott lefedésnek alárendelt, olyan { fi ∈F(M) | i∈ I } egységosztást,
amely rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:
(1) Az I indexhalmaz megszámlálható.
(2) A supp fi halmaz kompakt bármely i∈I esetén.

Az egységosztás tételének van egy másik változata is, ahol a függvények tartóinak
kompaktsága helyett azt a feltételt helyezzük el®térbe, hogy a nyílt lefedés indexhalmaza
és a függvényrendszer indexhalmaza legyen azonos.
6.2. Tétel. Legyen adott az M sokaságnak egy { Uα | α ∈ A } nyílt lefedése. Az M
sokaságon megadható egy olyan { fα∈F(M) | α∈A } egységosztás, amely rendelkezik
az alábbi tulajdonságokkal:
(1) Az { α∈A | supp fα 6= ∅ } halmaz megszámlálható.
(2) Fennáll a supp fα ⊂ Uα összefüggés bármely α∈A esetén.
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6.4) Az irányítható sokaságok

6.17. De�níció. Azm�dimenziósM sokaságm�edfokú di�erenciálformáit azM térfogati
formáinak nevezzük.

6.18. De�níció. AzM sokaságot irányíthatónak mondjuk, ha megadható rajta egy olyan
ν∈Ωm(M) térfogati forma, amely sehol sem t¶nik el, azaz tetsz®leges p∈M pontra fennáll
νp 6= 0.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy bármely ω∈Ωm(M) di�erenciálformának tetsz®leges p∈M
pontban megfelel egy ωp ∈ Am(TpM) m�edfokú alternáló forma a TpM érint®tér felett.
Fontosnak t¶nik még emlékeztetni arra, hogy a TpM�en vett térfogati formák vektortere
1�dimenziós (vagyis dimAm(TpM) = 1).

Vegyük az M sokaságnak egy (U, ξ) térképét. Evidens, hogy az
xi : U → R (i = 1, . . . ,m) koordináta�függvények di�erenciáljainak küls® szorzataként
nyert dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm m�edfokú di�erenciálforma az U nyílt tartományon sehol
sem t¶nik el.

Tekintsük az M�nek egy másik (V, η) térképét és a térképezéshez rendelt
dy1 ∧ · · · ∧ dym ∈ Ωm(V ) térfogati formát. Tegyük fel, hogy fennáll U ∩ V 6= ∅, és
vegyünk egy p∈U ∩ V pontot. Ismeretes, hogy a térképezések TpM�beli alapvektorainak
kapcsolatát a

∂

∂yi
(p) =

m∑
r=1

Di

(
xr ◦ y−1

)
(y(p)) · ∂

∂xr
(p)

összefüggés írja le.
Az ξ ◦ η−1 : y(U ∩ V ) ⊂ Rm → Rm leképezés Jacobi�mátrixát az a ∈ y(U ∩ V )

pontban jelölje J(ξ ◦ η−1)(a) és ennek determinánsát jelölje J(ξ ◦ η−1)(a). Ily módon az
η(U∩V ) ⊂ Rm nyílt tartományon a J(ξ◦η−1) : y(U∩V )→ R di�erenciálható függvényhez
jutunk. A (6.1) egyenlet alapján a

dx1 ∧ · · · ∧ dxm(p) = J(ξ ◦ η−1)(y(p)) · dy1 ∧ · · · ∧ dym(p)

összefüggést nyerjük. Ezzel kapcsolatban könnyen belátható, hogy amennyiben az U, V
tartományok összefügg®ek és azM irányítható, akkor a J(ξ◦η−1) függvény vagy mindenütt
pozitív, vagy pedig mindenütt negatív.

A fenti összefüggéseket és az egységfüggvény felosztásának módszerét felhasználva
bizonyítani lehet az alábbi tételt.
6.3. Tétel. Az M sokaság irányítható akkor és csak akkor, ha az M di�erenciálható
struktúrájához tartozó térképekb®l megadható egy olyan B atlasz, amelyre teljesül a kö-
vetkez® feltétel:
Amennyiben (U, ϕ)∈B, (V, ψ)∈B és fennáll U ∩ V 6= ∅, akkor a
ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) ⊂ Rm → Rm C∞�osztályú leképezés Jacobi�determinánsa mindenütt
pozitív.

6.19. De�níció. Az M irányítható sokaságot irányítottnak nevezzük, ha rögzítve van
egy sehol el nem t¶n® ν∈Ωm(M) di�erenciálforma. Ez esetben azt mondjuk, hogy az M
irányítását a ν térfogati forma reprezentálja.
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Legyen az ω∈Ωm(M) egy másik sehol el nem t¶n® di�erenciálforma. Akkor mondjuk,
hogy a ν és az ω térfogati formák az M egyazon irányítását reprezentálják, ha a
ν = f · ω egyenlettel egyértelm¶en meghatározott f ∈ F(M) függvény az M összes
pontjában pozitív.

A következ® állítás igazolása kézenfekv®.
6.12. Állítás. Legyen az M irányítható sokaság összefügg®. Ez esetben az M sokaságon
pontosan két különböz® irányítást lehet megadni.

Megjegyzés. Mint ismeretes, az Rm téren az (Rm, id) globális térkép határozza meg az
úgynevezett természetes di�erenciálható struktúrát. Ezen térkép koordináta�függvényei
az ui : Rm → R (i = 1, . . . ,m) projekciók.

A továbbiakban az Rm térnek mindig azt az irányítását vesszük, amelyet a
du1 ∧ · · · ∧ dum∈Ωm(Rm) térfogati forma határoz meg.

Vegyünk egy M irányított sokaságot, amelynek irányítását a ν ∈Ωm(M) di�erenciál-
forma reprezentálja. Tekintsük az M�nek egy (U, ξ) térképét. Ez esetben egyértelm¶en
létezik egy olyan h∈F(U) függvény, amellyel az U tartományon fennáll
ν|U = h · dx1 ∧ · · · ∧ dxm.
6.20. De�níció. Az (U, x) térképr®l azt mondjuk, hogy az kompatibilis az M sokaság
irányításával, ha a h függvény az U térképtartomány összes pontjában pozitív.

A kés®bbiek során szükségünk lesz az irányítástartó di�eomor�zmus fogalmára is.
6.21. De�níció. Legyenek adva az egymással di�eomorf M és N irányított sokaságok,
amelyek irányítását a νM és νN térfogati formák reprezentálják. A µ : M → N di�e-
omor�zmust irányítástartónak nevezzük, ha νM és µ∗νN az M�nek egyazon irányítását
képviselik.
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