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Bevezetés

Torténeti vonatkozasok

A klasszikus differencidlgeometria az euklideszi terek sima gorbéinek és feliileteinek a
geometriai tulajdonsagait tanulmanyozza. Mint ismeretes, az m-dimenzios elemi feliilet
egy olyan speciélis alakzat R™ben (n > m), amely homeomorf képe az m-dimenzios
euklideszi tér egy nyilt tartoméanyanak. Az feliiletelméletben az egyik alapvets fogalom
az érintGtér. A feliilet érintSterét egy adott pontban a rajta athalado feliileti gorbék
érintGvektorai hatarozzak meg. Ily médon az R"be beagyazott feliilet érintéterei alterei
az R" lineéris térnek.

A sima sokasiagok elméletének kidolgozésa soran az egyik f6 gondot az érint&vektor és
az érintGtér fogalmanak a szabatos megadasa jelentette. Kideriilt, hogy az elmélet egzakt
felépitéséhez nagy sziikség van topologiai ismeretekre. Ezen nehézségek kovetkeztében a
sokasagok differencidlgeometridjanak alapfogalmait csak a XX. szazad kozepére sikeriilt az
Osszes igényt kielégité formaban leirni oly modon, hogy az egytttal altalanosan elfogadott
is legyen.

A differencialhato sokasagok elméletének kiépitésében az elsé lépést a B. Riemann altal
1854-ben, a Gottingeni Egyetemen tartott habilitacios eladés jelentette. Ennek soran
Riemann mar hasznélta a sokasag (németiil Mannigfaltigkeit) elnevezést. A sokasagot
onall6 geometriai objektumnak tekintette, amelynek értelmezéséhez nincs sziikség egy azt
tartalmaz6, magasabb dimenzi6ju euklideszi térre. Az m—dimenzids sokasagra kézenfekve
példaként szolgalnak az R™ euklideszi tér nyilt részhalmazai.

Elsadasaban Riemann kitért arra is, hogy a sokasag sima gorbéinek ivhosszat akkor
tudjuk értelmezni, ha a sokasidgon metrikat is megadunk. A feliiletelmélet mintdjara a
metrikat gy lehet lefrni, hogy megadjuk a metrika valos értéki g;; komponensfiiggvényeit.
Amennyiben az M sokasag az R™-nek egy nyilt tartomanya, akkor a g,; differencialhato
fiiggvények tetszGleges pontbeli értékei egy olyan maéatrixot hataroznak meg, amely egy
pozitiv definit kvadratikus format ad az R™ linearis téren. Ez esetben egy o : [a,b] — M

sima gorbe ivhosszan az (o) = fab (o, > gii (o (1)) - oi(t) -03»(75))”2 dt szamot értjiik.
A fenti megkozelitéssel mar el tudunk jutni a Riemann—tér (illetve a Riemann-sokaség)
értelmezéséhez. A sokasagon a metrikat tehat relative szabadon véalaszthatjuk, és nem a

befoglalé euklideszi tér metrikdjabol szarmaztatjuk.
Az R™ euklideszi térrel kapcsolatos jel6lések

Az R™ euklideszi téren mindig az euklideszi metrika altal meghatérozott topologiat

fogjuk tekinteni. Az R™ linearis tér természetes bazisanak a vektorai legyenek ey, ... e,,.
Az u': R™ - R (i = 1,...,m) fiiggvényeket, ahol fennall u’(ay,...,a,,) = a; tetszGleges
(a1,...,a,)ER™ esetén az R™ koordinata—fiiggvényeinek fogjuk nevezni.

Legyen U egy nyilt tartomany R™-ben (m > 2). Vegyiink egy C>*—osztalya f: U — R
fiiggvényt. Az f i—edik parcialis derivalt fliggvényére (i = 1,...,m) vagy a 0; f vagy pedig
a D, f jelolést alkalmazzuk. Eszerint a 0;f: U — R fiiggvényre fennall a

o1
&f(al,...,am):}lllgé E(f(al,...,ai—l—h,...,am)—f(al,...,ai,...,am))

Osszefiiggés tetszoleges (ay, ..., an) €U esetén.



Az U tartomanyon definialt C'*—osztalyu fiiggvények (més szoval sima fiiggvények)
halmazat a tovabbiakban F(U) fogja jelolni. Mivel természetes modon értelmezhet
két F(U)-beli elem Gsszege és szorzata, az F(U) egy kommutativ gytrtnek tekinthetd.
Ugyanakkor F(U) egy linearis teret (més szoval egy vektorteret) is képez az R szamtest
felett.

Legyen adott egy tetszGlegesen sokszor differencidlhatd g: I € R — R egyvaltozos
valos fliggvény az [ nyilt intervallumon. A szokasoknak megfelelGen, a g—nek a t € I
helyen vett derivaltjat ¢'(t)—vel fogjuk jelolni.

Az érintévektor mint specialis linearis forma a sima filiggvények terén

Tekintsiink az R™ euklideszi térben egy M nyilt tartoményt, és rogzitsiink egy pe M
pontot. Vegyiink egy R™-beli v = > ™" v;e; vektort. Rendeljitk hozza v-hez azt a
Dy(p): F(M) — R leképezést, ahol tetszélges C>°—osztalyu f: M — R fiiggvényre fennall

m

Dy(p)(f) =) _vi-0:f (p).

=1

Evidens, hogy Dy (p) egy linearis format ad az F(M) vektortéren. Amennyiben vesziink
egy olyan o: [ — M C R™ sima gérbét, amelyre igaz o'(ty) = v valamely ¢y € I helyen,
akkor nyilvan teljesiil a Dy (p)(f) = (foo) (ty) Osszefiiggés. Ha pedig v egy egységvektora
R™-nek, akkor a Dy (p)(f) érték nem mas mint az f fiiggvény v—nek megfelel§ irAnymenti
derivaltja.

Legyen adott egy olyan «: F(M) — R linearis forma az F(M) vektortéren, amelyre
tetszbleges f, g€ F(M) esetén fennall az

a(fg)=a(f)-gp) + fp)-alg) (NL)

tulajdonsag, ami megfelel a szorzatfiiggvény derivaltjara vonatkozo Gsszefiiggésnek.
Nyilvanval6, hogy az F (M) vektortér (NL) feltételt kielégits linearis forméi egy vektorteret
képeznek R felett, amelyet a tovabbiakban 7),M-mel jeloliink.

Bizonyithato, hogy barmely az (NL) tulajdonsaggal rendelkezs « linearis forma esetén
egyértelmiien létezik egy olyan v € R™ vektor, amelyre teljesiil & = Dy(p). Eszerint a
T,M = { Dy(p) | veR™} vektortér izomorf az R™ vektortérrel.

A fenti kapcsolat indokolja azt, hogy az F (M) térnek az (NL) feltételt kielegits lineéris
formait tekintjiik az M tartomény p-beli érint6vektorainak, a 7, M vektorteret pedig a p
pontbeli érintétérnek.

A sima sokasag érintGvektorait és az altaluk alkotott érintGtereket analog modon fogjuk
értelmezni.



1) A differencialhat6 sokasagokra vonatkozo6 alapfogalmak

A topologikus sokasag C*°—osztalyt atlasza

1.1. Definici6. Legyen adott egy M topologikus tér. Az M—et egy m—dimenzios topolo-
gikus sokasagnak mondjuk (m > 1), ha teljesiilnek ra az alabbi feltételek:

(1) Az M egy Hausdorff-féle topologikus tér.

(2) Az M megszamlalhato bazisi.

(3) Az M tetszGleges pontjanak van olyan nyilt kornyezete, amely homeomorf az R™
euklideszi tér egy nyilt halmazéval.

1.2. Definici6. Legyen adott az m—dimenzios M topologikus sokasag egy U nyilt részhal-
mazan egy olyan £: U — R™ leképezés, ahol £(U) egy nyilt halmaz R™-ben és £ egy
homeomorfizmust ad U és {(U) kozott. Ez esetben az (U,&) part az M sokasag egyik
térképének mondjuk.

Megjegyzés. Az U-t térképtartoménynak, a £t pedig térképezésnek vagy koordinata-
zasnak nevezziik.

Az 28 = u o &: U — R fiiggvényt a ¢ térképezés i—edik koordinata—fiiggvényének
hivjuk (i = 1,...,m).

A térkép elnevezés helyett az (U, &) part szokas az M egyik lokalis koordindta-rendszerének
mondani.

1. abra. Az M sokasag (U, &) és (V,n) térképeihez tartozé atmenet-leképezések.



A tovabbiakban M mindig egy m—dimenzids (m > 1) sokasagot fog jel6lni.
1.3. Definicio. Legyenek (U, &) és (V,n) térképei az M topologikus sokasagnak. Azt
mondjuk, hogy ezek egymassal C'*°~kompatibilisek, amennyiben teljesiil az aldbbi két
feltétel egyike:
(1) A térképtartomanyok diszjunktak, azaz U NV = ().
2)UNV #0 ésaz no&H:EUNV)CR™ - R™, Eonl:nUNV)CR™ - R
leképezések C*°—osztalynak.

Megjegyzés. Ha egy sokasag két térképénél a térképtartomanyok nem diszjunktak, akkor
azok C'*°—kompatibilitasa specidlis esetnek tekinthetd.

Példaként vegyiik az 1-dimenziés R sokasag azon ¢, 1: R — R térképezéseit, ahol
fenndll o(t) =t és () = t3 (t € R). Mivel a poyp™': R — R fiiggvény nem
differencidlhato, az (R, @) és (R, 1) térképek nem C*—kompatibilisek egymassal.

1.4. Definicié. Az M topologikus sokasag atlaszan az M térképeinek egy olyan
A={(Us, &) | B€B} rendszerét értjiik, amelyre fennall UgecpUs = M.

1.5. Definicié. Az M topologikus sokasag egy A atlaszat C°°—osztalytinak mondjuk,
amennyiben az A barmely két térképe C'°—kompatibilis egyméssal.

Megjegyzés. Tekintsiik az S™ = { (ay,...,an41) €ER™ | 374 (a;)> =1} ponthalmaszt
és azon az R™™! euklideszi térbdl orokolt topologiat. Evidens, hogy S™ egy n—dimenzios
topologikus sokasag, melyet az n—dimenzios szféranak neveziink.

Vegyiik az S™ szféran azt az R"-re torténd két sztereografikus vetitést, melyeknél a
vetitési centrum (0,...,0,1) és (0,...,0,—1). Tly modon az S™ szféra két térképet kapjuk,
melyekrdl beldthatd, hogy C>°~kompatibilisek. Eszerint ez a két térkép egy C'*°—osztalyu
atlaszt alkot.

Megjegyzés. M. Kervaire 1960-ban els6ként tudott példdkat mutatni olyan topologikus
sokasagokra, amelyeken nem lehet megadni C'*°~osztalyu atlaszt.

A differencidlhaté sokasag értelmezése

1.6. Definicio. Az M topologikus sokasag egy C'°—osztalytu A atlaszat teljesnek nevezziik,
ha az M tetszbleges (U, &) térképére teljesiil az alabbi két feltétel egyike:

(1) Az (U, &) benne van az A atlaszban, azaz (U, &) € A.

(2) Az A atlaszban van olyan térkép, amely nem C*—kompatibilis az (U, §) térképpel.

Megjegyzés. A fenti definici6 szerint akkor mondjuk teljesnek az M-nek egy C*°—osztalyn
atlaszat, ha azt mar nem lehet tovabbi térképekkel béviteni.

Evidens, hogy amennyiben A egy teljes C™—osztalyu atlasz és az (U, §) annak egy
térképe, akkor tetszéleges W C U nyilt részhalmaz esetén a ¢ lesziikitésével nyert (W, £|W)
térkép szintén eleme az A-nak.

1.7. Allitas. Az M topologikus sokasdgon legyen adott egy C*®-osztalyi A atlasz. Egy-
ételmiien létezik az M -nek egy olyan teljes C*°—osztalyii B atlasza, amely tartalmazza
A-t.

A bizonyitas vazlata.

Legyen B az M sokasag azon térképeinek az Osszessége, amelyek C'°°~kompatibilisek az



A atlasz barmely térképével. Evidens, hogy B egy olyan atlasza az M-nek, amely tartal-
mazza A-t.
Mivel az R™-beli leképezések differencidlhatosaga egy lokalis tulajdonsag, meg lehet
mutatni, hogy a B atlasz is C*°~osztéalyd. Ezt kovetGen beldthato, hogy a B atlasz teljes.
Legyen B egy olyan teljes C*°—osztalyt atlasza az M-nek, amely szintén tartalmazza
A-t. Ekkor nyilvan fennall B C B. Felhasznalva a B teljességét, igazolni lehet a B C B
osszefiiggest, amibsl B = B adodik. O

Megjegyzés. Akkor mondjuk, hogy az M topologikus sokasdgon meg van adva egy
differencialhato struktira, ha ki lett jelolve az M-—nek egy teljes C'*°—osztalyu atlasza.

A fenti allitds szerint az M-nek mar egy C*>°-osztalyu atlasza is elegendd a diffe-
rencialhato struktira meghatarozasahoz.

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy az R™ euklideszi téren végtelen sok egymastol
kiilonb6z6 differencidlhato struktirat lehet megadni.

1.8. Definici6. Differencialhato sokasagon egy olyan (M, .A) part értiink, ahol M egy
m~—dimenzids topologikus sokasag és A egy teljes C>*—osztéalyu atlasza az M-nek.

Megjegyzés. A tomorség érdekében a differencidlhato sokasag jelolésére az (M, A) par
helyett tobbnyire csupan az M szimboélumot fogjuk hasznilni. Amennyiben az M sima
sokasagrol szolunk, akkor ezen egy olyan M topologikus sokasagot értiink, amelyen egy
teljes C*°—osztalya atlasz is ki van jelolve.

Az euklideszi terek mint specialis sima sokasagok

Mint azt a Bevezetésben is emlitettiik, az R™ téren mindig az euklideszi metrika altal
meghatarozott topologiat fogjuk tekinteni.

Az identikus leképezést véve az m—dimenzios R™ topologikus sokasagnak az (R™,id)
par egy globalis térképe. (Ez a térkép egyediil képez egy C*-osztéalyu atlaszt az R™
sokasdgon.) Az 1.7. Allitas szerint az R™ azon térképei, amelyek C™°-kompatibilisek az
(R™, id) térképpel egy teljes C>*—osztalyu atlaszt képeznek.

A tovabbiakban az R™-en mindig azt a differencidlhat6 strukturat vessziik, amelyet
az (R™,id) globalis térkép meghataroz. Ezt szokds mondani az R™ természetes diffe-
rencialhato struktirajanak.

A differencialhaté sokasagon vett sima fliggvények tere

1.9. Definici6. Legyen adott egy M sokasig az A differencidlhato struktiraval. Az
M—en vett f: M — R fiiggvényt simanak (vagy differencidlhaténak) mondjuk, ha tetszo-
leges (U, &) € A térkép esetén az fo &1 (U) C R™ — R fiiggvény C™—osztély.

Jelolje F(M) az M sokasagon értelmezett sima fiiggvények halmazat. Természetes
modon lehet definialni két sima fiiggvény Osszegét és szorzatat. Evidens, hogy ezen m-
veletekre nézve az F(M) egy egységelemes kommutativ gytiriit ad. Ertelmezni lehet még
az F(M)-beli fiiggvényeknek a skalarokkal (azaz a valos szamokkal) vett szorzatait is. Ily
modon az F(M) egy valos vektortérnek, illetve egy R feletti algebranak is tekinthet6.



Differencialhaté leképezések sokasagok kdzott

1.10. Definicio. Legyenek adva az (M, A) és (N, B) differencialhato sokasagok, melyek
dimenzidja m és n. Egy pu: M — N leképezést simanak mondunk, ha barmely olyan
(U, &) e A és (V,n) € B térképek esetén, ahol fennall u(U) NV # 0, a

nouol  EUNu (V) CR™ — R” (1.1)
leképezés C'>°—osztalyu.
M N
U
V
—_—
14

3

§
f(U)/w noluoffl 77(V)

2. abra. Egy u: M — N leképezés koordinata—kifejezése a (U, &) és (V,n) térképekkel.

Megjegyzés. Az (1.1) kifejezésben szerepld leképezést a pu: M — N leképezés (U, &) és
(V,n) térképekre vonatkozo koordinata—kifejezésének nevezziik.

Megjegyzés. Tekintsiik az (M, A) és (N,B) sima sokasagoknak egy—egy olyan C*°—
osztalyt A és B atlaszat, amelyekre teljesiil A € A és B C B. Amennyiben a w: M — N
leképezésre fennall, hogy tetszoleges (U, &) € A és (V,n) € B térképeknél az nopo& ™" leképe-
zés C'°—osztalyt, akkor ezen tulajdonsaghol mar kovetkezik, hogy a p 6sszes koordinata—
kifejezése C'*°—osztélya.

Megjegyzés. Vilagos, hogy amennyiben a pu: M — N leképezés sima, akkor p egyuttal
folytonos is.



A sima leképezések kompozicidjara vonatkozik az alabbi egyszerd allitas.
1.11. Allitas. Legyenek adva a pu: M — N és p: N — P sima leképezések az (M, A),
(N, B), (P,C) sokasagok kozétt. Ez esetben a pou: M — P leképezés is differencialhato.

A diffeomorf sokasagok

1.12. Definicio. Az (M, A) és (N,B) differencidlhaté sokasagok kozott értelmezett
i M — N sima leképezést diffeomorfizmusnak mondjuk, ha a p bijektiv és a
pt: N — M inverz leképezés is differencialhato.

1.13. Definicio. Az (M, A) és (N, B) sima sokasagokat egymassal diffeomorfaknak nevez-
ziik, ha létezik egy pu: M — N diffeomorfizmus.

Megjegyzés. Evidens, hogy a sima sokasagok diffeomorfizmusa egy ekvivalenciarel4cio.
Amennyiben a yu: M — N leképezés egy diffeomorfizmust ad az (M, A) és (N, B) sima
sokasagok kozott, akkor a sokasagok teljes C'*™°—osztalyt atlaszaira fennall
A={ (= (V),dou) | (V,4)eB }.
Megjegyzés. A sokasagok elméletének felépitése soran nyilvan felmeriilt az alapvets kér-
dés, hogy meg lehet—e adni egy topologikus sokasagon olyan differencialhato struktirakat,
amelyek egymaéssal nem diffeomorf sima sokasagokat eredményeznek. Erre a probléméra
J. Milnor adott valaszt 1956-ban, amikor igazolta, hogy az S” szféran 28 olyan diffe-
rencidlhato struktirat lehet megadni, amelyek egymassal paronként nem diffeomorfak.
Igen meglep6 eredményre jutott S. K. Donaldson 1983-ban. Bebizonyitotta be, hogy
az R* euklideszi téren van olyan differencidlhato struktira, amely nem diffeomorf az R*
természetes differencidlhato struktarajaval. Ma mar ismeretes, hogy az R* euklideszi teret
végtelen sok egyméssal nem diffeomorf differencialhaté struktturaval lehet ellatni.

A nyilt részsokasag és a szorzatsokasag

Legyenek adott egy (M, A) differencidlhato sokasag. Tekintsiik az M-nek egy U nyilt
részhalmazat, tovabba vegyiik U-—n az M—t6l 6rokolt topologiat. Ily moédon az U is egy
m~dimenzids topologikus sokasidgot ad.

Jelolje Ay az U azon térképeinek az Osszességét, amelyek benne vanak az M sokasag
A atlaszaban. Ez azt jelenti, hogy fennall Ay ={ (V,¢)e A |V C U }. Kénnyen
belathato, hogy az Ay egy teljes C—osztalya atlasza az U topologikus sokasagnak.
1.14. Definici6. Az (U, Ay) sima sokasagot az (M, A) differencialhato sokasag egyik nyilt
részsokasaganak nevezziik.

Legyenek adva az (M, A) és (N, B) sima sokasagok. Az M x N szorzaton vegyiik azt
a legdurvabb topologiat, amelynél az M és N sokasagokra torténd természetes projekciok
még folytonos leképezések. Evidens, hogy az M x N halmazt ellatva ezen szorzattopolo-
giaval egy (m + n)-dimenzios topologikus sokasagot kapunk.

Vegyiink az A atlaszbol egy (U, ) térképet és B-bdl egy (V1)) térképet.
A px:UxV — R™™ leképezés, ahol fennall ¢ x ¥ (p,q) = (p(p),¥(q)) béarmely
peU és g€V esetén, egy homeomorfizmust ad az M x N sokasdg U x V nyilt halmaza és
az R™"—beli o(U) x ¢(V) nyilt halmaz kozott, tehat az (U x V,p x 1) par egy térképe
az M x N sokasagnak. Fgyszert belatni, hogy az Osszes igy nyert térkép egylittesen az
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M x N-nek egy C>®-osztalyu atlaszat alkotja. Az 1.7. Allitasnak megfelelsen ezt az
atlaszt egyértelmiien lehet kib&viteni az M x N sokasag egy teljes C'*°—osztalya atlaszava,
amelyet most jeloljon D.

1.15. Definicié. Az (M x N, D) sima sokasagot az (M, A) és az (N, B) differencialhatéd
sokasdgok szorzatsokasaganak nevezziik.

A differencialhat6 sokasag sima goérbéi

Legyen I egy nyilt intervallum az R-ben, amelyet Ggy tekintliink mint az R egy nyilt
részsokasagat. Tehat ezen az (I,1id) térkép hatarozza meg a differencialhatosagi struktirat.
1.16. Definici6é. Egy o: I — M sima leképezést az M differencidlhato sokasag egy sima
gbrbéjének mondunk.

Az M-beli o(I) alakzatot a o gérbe péalyajanak nevezziik.

A Lie—csoport fogalma

Legyen adott egy olyan (G, .A) sima sokasag, ahol a G halmazon adva van egy - altal
jelolt kétvaltozos miivelet, amelyre nézve G egy csoport. Tekintsiik a G x G szorzatso-
kasagot, tovabba azon a u(g,h) = g-h (g, h € G) Osszefiiggéssel leirt u: G x G — G
leképezést. A G sokasagon vegyiik azt a t: G — G leképezést, ahol fennall 1(g) = g1
tetszoleges g€ G esetén.

1.17. Definici6é. A G sokasagot Lie—csoportnak nevezziik, haa pu: G x G — G
és 1. G — G leképezések differencialhatoak.

Megjegyzés. Lvidens, hogy az R™ euklideszi tér egy Lie—csoportot ad az Osszeadasra
nézve.

Figyelembe véve az 1 abszolit értékd komplex szamokat és kvaternidkat belathato,
hogy az S! és S? szférak a megfelels szorzasmiivelettel ellitva Lie—csoportokat képeznek.

Nevezetes matrix Lie—csoportok

Legyen M(n,R) az n x n—es matrixok tere az R valos szamtest felett, melyet termé-
szetes modon azonositani lehet az R térrel. Jelolje GL(n,R) az invertdlhaté métrixok
csoportjat, amely az R™ euklideszi térnek egy nyilt részhalmaza. Konnyen ellenérizhetd,
hogy a GL(n,R) egy Lie—csoportot képez a matrixszorzasra nézve.

A GL(n,R) altalanos linearis csoport nevezetes részcsoportjai kozé tartozik SL(n,R) =
{AeGL(n,R) | det(A) =1} és SO(n) = {A€GL(n,R) | AAT =1, det(A) =1}. A
részsokasagokra vonatkoz6 eredmények alapjan igazolhato, hogy az 6rokolt topologiaval
az SL((n,R) egy (n* —1)-dimenzios, az SO(n) pedig egy in(n — 1)-dimenzits sokaségot
ad. Nem nehéz belatni, hogy a matrixszorzasra nézve ezek a sokasigok is Lie—csoportok.



2) A differencialhat6 sokasag érintGterei
A pontbeli érintévektor értelmezése

2.1. Definici6. Erintévektoron az M sima sokasag valamely p pontjaban egy olyan
v,: F(M) — R leképezést értiink, amelyre tetszGleges a, S € R és f, g € F(M) ese-
tén fennallnak az alabbi Osszefiiggések:

(1) vlaf+Bg) =a v(f)+8-v9),

(2) v(fg) =v,(f) - 9(p) + f(p) - vp(9).

Megjegyzés. A fenti definicio szerint az M sokasag p pontbeli érintévektora egy olyan
linearis forma a sima fliggvények F (M) terén, amely eleget tesz a (2) feltételnek. Egyéb-
ként a (2) osszefiiggést Newton-Leibniz—tulajdonsagnak szokas nevezni, mivel az megfelel
a szorzatfiiggvény derivaltjara vonatkozo kozismert egyenléségnek.

A w,(f) szémot az f e F(M) figgvény v, érintévektor szerinti derivaltjanak is mond-
juk.

A tovabbiakban 0,-vel fogjuk jelolni azt az F (M) téren vett linearis forméat, amely
az F(M) osszes elemén 0 értéket vesz fel. Az M sokasag p pontbeli érintGvektorainak
halmazat jelolje T, M.

A T,M halmazon természetes médon adddik egy vektortér-struktira. Legyen v, és
w, a T,M két tetszGleges eleme. Ezek Osszegén az F(M)-nek azt a v, + w, altal jelolt
linearis formajat értjiik, amelyre igaz (v, + w,)(f) = v,(f) + w,(f) barmely f e F(M)
esetén. Amennyiben vesziink egy A € R szamot, akkor v, nek a A-val vett szorzatan azt
a Av,: F(M) — R leképezést értjiik, ahol fennall (Av,)(f) = X - v,(f). Evidens, hogy
v, +w, & Av, az M-nek egy-egy érintévektorat adjak a p pontban. Nyilvanval6
az is, hogy az el6bb értelmezett Osszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve T,M egy
vektorteret képez.

2.2. Definicio. A T,M vektorteret az M sokasig p pontbeli érintSterének nevezziik.

A sokasag egy térképéhez tartozo6 alapvektorok

Vegyiik az M differencialhato sokasag egy p pontjat és egy p-beli (U, z) lokalis koordinata—
rendszerét. (Ez azt jelenti, hogy fennall peU.) Mint ismeretes, az x: U — R™ térképezés
i—edik koordinata—fiiggvényén az 2° = u'ox: U — R leképezést értjiikk (1 = 1,...,m),
ami egy sima fiiggvény az U nyilt részsokasigon.

Tekintsiik azt a -2 (p): F(M) — R leképezést, amelyet a

0
ox’

(D)(f) = 0i(f o) (x(p))

osszefiiggés ir le tetszoleges f € F(M) fliggvényre. Eszerint a %(p)(f) értek megegyezik
a C™-osztalyt fox!: z(U) C R™ — R valos fiiggvénynek az z(p) pontban vett i—edik
parcialis derivaltjaval. Konnyd belatni, hogy a %(p) leképezés eleget tesz a 2.1. Definicio
feltételeinek, azaz %(p) egy érint6vektora M-nek a tekintett p pontban.

2.3. Definici6. Az M sokasag p pontbeli 2 (p) (i = 1,...,m) érint6vektorait az (U, x)

térképhez tartozo alapvektoroknak mondjuk.




A dudorfiiggvény és egy alkalmazasa

Az alabbi kijelentést a késGbbiek soran tobbszor is alkalmazni fogjuk.
2.1. Allitas. Legyen adott az M sokasag egy U nyilt részhalmaza és egy p€U pont. Van
olyan f € F(M) sima fiiggvény, amely rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:
(1) Az f tartéjara fennall supp f C U.
(2) Tetszdleges g€ M pontbeli fiiggvényértékre 0 < f(q) <1 teljesiil.
(3) A p—nek van olyan V' nyilt kirnyezete, hogy barmely q €V pontra igaz f(q) = 1.

Ko6nnyen igazolhato, hogy amennyiben egy konstans ¢ € F(M) fiiggvényt vesziink,
akkor egy pe M pontban vett barmely v, érintévektorra fennéll v,(c) = 0.

A 2.1. Allitast alkalmazva kénnyen igazolni lehet az alabbi kijelentést.
2.2. Allitds. Az M sokasdg egy p pontjaban legyen adott egy v, érintévektor.
Amennyiben valamely g, h€ F (M) sima fiiggvényeknek a p egy nyilt krnyezetére torténd
leszitkitései megegyeznek, akkor v,(g) = v,(h) teljesiil.

Megjegyzés. Tekintsiik az M-nek egy U nyilt részhalmazat és azon egy g: U — R sima
fiiggvényt. Egy U-beli p pontot és egy v, € T, M érintévektort véve értelmezni lehet v, nek
a g—n nyert értékét is az alabbiak szerint.

A 2.1. Allitast (vagyis a megfelels dudorfiiggvényt) alkalmazva konstrualni tudunk egy
olyan g € F(M) sima fliggvényt, hogy a p—nek egy V (V C U) nyilt kérnyezetén fennall
glV =g|V. A ge F(U) fiiggvénynek a v, érintévektor szerinti derivaltjan a v,(g) szamot
értjiik. A 2.2. Allitas szerint ez az érték nem fiigg a § megvélasztasatol.

A kovetkez§ allitas bizonyitasa igen egyszert.
2.3. Allitas. Az M sokasédg egy p pontjaban vegyiink egy (U, ) térképet. A %(p), e &Cim(p)
alapvektorok egy linedrisan fiiggetlen vektorrendszert adnak a T,M érintStérben.

A wvalés fiiggvényekre vonatkozo segédtétel

A tovabbiakban azt szeretnénk megmutatni, hogy az M sokaséag érintGterei m—dimenzios
vektorterek. Ennek bizonyitasdhoz azonban sziikségiink van egy segédtételre.

Rogzitsiik az R™ euklideszi tér egy a = (aq,...,a,) pontjit és annak egy e sugaru
B.(a) gombkornyezetét (¢ > 0). Valamely be B.(a) pontot tekintve vegyiik a
Yo: [0,1] — B.(a) C R™ sima gorbét, amelyet a v,(7) = (1—7)a+7b (7€]0,1]) egyenlet
hataroz meg. Eszerint a v, leképezés éppen az a, b pontokat 0sszekdtd szakaszt irja le.

Legyen adva egy ¢g: B.(a) C R™ — R tetsz6legesen sokszor differencialhato (mas szoval
sima) fiiggvény. A g—nek az i—edik parcialis derivalt fiiggvényét jelolje most
D;g (i=1,...,m). Definidljuk a P;g: B.(a) C R™ — R fliggvényt a

Bg(b):/o (Digo%)(r)dT:/UDig((l—T)a—i-Tb)dT

(b € B.(a)) formulaval. Tgazolhato, hogy ezen P;g fiiggvények ugyancsak C*—osztalytak.

2.1. Lemma. A g¢: B.(a) C R™ — R sima fiiggvény kifejezhetd a
g=g(a)+> u'-Pg—Y a;-Pyg (2.1)
i=1 1

1=
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forméaban.
Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszéleges b € B.(a) pontot. A go v,: [0,1] — R valos
fiiggvényre alkalmazzuk a Newton—Leibniz—formulat. Ily modon a

1

9(8) — 9(a) = g0 75(1) — g 0 75(0) = / (g07)(r)dr (2.2)

Osszefiiggéshez jutunk. A g oy, Osszetett fliggvény derivalasaval a

m

(gov) (1) =~ (b —a)- Dig (75(7)) (r€0,1])

=1

egyenlet adodik. Ha ezt behelyettesitjiik (2.2)—be és figyelembe vessziik a Pig
(1=1,...,m) fiiggvények fenti definiciojat, a

g(b) = gla) =Y (bi—a)- Pg(b) (2.3)

osszefiiggést nyerjiik. Az w’: R™ — R koordinata-fiiggvényeket alkalmazva (2.3)-bol
méar kovetkezik a

g(b) = gla) + 3" (u'(b) —a;) - Pag (b) (b€ B.(a))

Osszefiiggés. Mivel ez az R™—beli B.(a) nyilt gdmb tetszéleges b elemére fennall, teljesiil
a (2.1) egyenlet.

Megjegyzés. Tekintsiik a (2.1) sszefiiggésben szereplé P,g: B-(a) = R (i=1,...,m)
fiiggvényeknek az ¢ sugaru gombkornyezet a centrumaban felvett értékeit. Mivel
V7e[0,1] esetén fenndll v,(7) = a, igy egyszeriien a

P.g(a) = / (Dig ©7a)(7) d7 = Dig (a) (2.4)

egyenlGséget nyerjiik.
Az érintStérre vonatkozo alaptétel

Vegyiik az m—dimenzios M differencidlhato sokasag egy p pontjat és egy p—beli (U, x)
lokélis koordinata—rendszerét. Az x: U — R™ térképezés tartomanyanak alkalmas lesziiki-
tésével egy olyan (W, z) térképet nyeriink, ahol az R™-beli (W) nyilt tartomany egybe-
esik az a = x(p) pont valamely € sugara B.(a) gombkornyezetével (¢ > 0). A tovabbiakban
egy ilyen (W, ) térképet hasznalunk.

Legyen v egy érintGvektora M-nek a p pontban. Mint ismeretes, a v(f) € R érték
csupan az f € F(M) fiiggvény p-beli lokalis viselkedésétdl fiigg. Ily modon a W nyilt
részsokasagon definialt sima fiiggvényeken is értelmezni tudjuk v értékét (méas szoval ezen
fiiggvények v szerinti derivaltjat). Ha fjeldli az feF (M) fiiggvény W nyilt tartoméanyra
valo lesziikitését, akkor fennall a v(f) = v(f) egyenlSség. A v érintévektornal tehat
tekinthetjiik az 2° = u'ox (i = 1,...,m) koordinata—fiiggvényeken felvett v(z')€R
értékeket is.

Ennyi el6készités utan mar ki tudjuk mondani a sokasagok targyaldsa soran oly gyakran
alkalmazott tételt.
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2.1. Tétel. Az M sokasagnak a p pontban vett tetszéleges v érintévektora elGall a

2:(p) (i=1,...,m) alapvektorok linedris kombindciéjaként a
0= ula) - 0) 29
— ox?
forméaban.
Bizonyitas.

Be fogjuk latni, hogy tetszdleges f € F(M) fiiggvény esetén fennall a

m

= v(@') axl p)(f) (26)

=1

egyenlgség. Nyilvanvalo, hogy a (2.6) Osszefiiggésbdl mar kovetkezik (2.5) teljesiilése.
Ag=fox™': B.(a) C R™ — R fiiggvényre (ahol a = z(p)) alkalmazzuk a
2.1. Lemmaban szerepl (2.1) kifejezést. Eszerint fennall az

foxt=foxa) +iui “Pi(fox™h) - iai - Py(fox)
i—1 i=1

terkepezessel Ily moédon az f—nek a W nyilt tartomanyra valo f lesztikitése az

m

f=Fm)+) (wox) (P(fort)ox) =Y ai-(P(foar ) ox)

i=1 =1

alakban fejezhet§ ki. Vegyiik észre, hogy a jobb oldali 0sszeg elsé tagja konstans, és csak
a méasodik tagban szerepelnek szorzatfiiggvények.

A v érintGvektornak egy szorzatfiiggvényen felvett értéke eleget tesz az in. Newton—
Leibniz—tulajdonsagnak. Ily moédon az f fiiggvénynek a v szerinti derivéltja a

) =04+ 30t P o o)+ Yl o) o) =Y o(RT o) o)

_|_
zms

egyenlettel irhato fel. Egyszertisités utédn a fenti kifejezésbdl a
o( = (@) Pi(fox ") (z(p))
i=1

Osszefiiggést nyerjiik. Innen a (2.4) egyenlet felhasznalasaval a (2.6)-nak megfelels

= D" 0la) - Dif o) alp)) = (o) - (o) ()

=1

egyenlGséget kapjuk.
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Az el6bb bizonyitott tétel szerint az (U, x) térképhez tartozo %(p) (i=1,...,m)
alapvektorok mar generaljak a 7,M érintSteret. A 2.3. Allitdsban mar kimondtuk, hogy
ezek a T, M-beli vektorok linedrisan fliggetlenek. Ezaltal igaz a kovetkezs kijelentés.
Kovetkezmény.  Legven (U, z) egy lokalis koordinata-rendszere az M differencidlhato
sokasagnak. Tekintsiik az U térképtartomany egy p pontjat. A p—beli T,M érintétérnek
egy bézisat képezik az (U, x) térképhez tartozoé %(p), ..., 22-(p) alapvektorok.

? Bz
Megjegyzés. A pc M pontban vegyiink egy masik (V) y) egy lokalis koordinata—rendszert.
A (V) y) térképhez tartozo p—beli agi (p) (i=1,...,m) alapvektorok szintén egy béazisat
adjak a T,M érintGtérnek. A (2.5) Osszefiiggés alapjan belathato, hogy

(6= Do i 0y ) - 0)

r=1

teljesiil. Eszerint az (U, x) és (V, y) térképek alapvektoraira vonatkozo bazistranszforméa-
ciot a C®-osztalya xoy t: y(UNV) C R™ — R™ &tmenet-leképezés y(p)-beli
Jacobi-matrixa irja le.

A nyilt részsokasag érintStereinek azonositasa a tartalmazod sokasag érintStereivel

Vegyiik az M sima sokasag egy U nyilt részsokasagat és egy pe U pontot.

Egy p-beli veT,M érintévektorhoz rendeljitk hozza a ©: F(U) — R leképezést, ame-
lyet az alabbiak szerint értelmeziink. Legyen adott egy g € F(U) sima fiiggvény. A
2.1. Allitas felhasznalva tekintsiink egy olyan § € F(M) fiiggvényt, amelynek a p egy
V (V C U) nyilt kérnyezetére valo lesziikitése megegyezik a g lesziikitésével, azaz fennall
glV = g|V. A 0 leképezés g—beli értéke definicié szerint legyen v(g) = v(g).

Lathato, hogy v egy érintGvektora az U sokasidgnak a p pontban. Azt is konnyi iga-
zolni, hogy ez a hozzarendelés egy linearis izomorfizmust ad a T,M és T,U érintGterek
kozott. Fzen izomorfizmus a két vektortér egy természetes azonositédsat hatarozza meg.

A tovabbiakban az U nyilt részsokasag érintGterét és a tartalmazd M sokasig érintG-
terét barmely pe U pontban azonosnak tekintjiik.

Az euklideszi terek érintéGterei

Tekintsiik a természetes differencidlhaté struktaraval ellatott R™ euklideszi teret, tovab-
ba az (R™, id) globalis térképet. Ezen térkép koordinata—fiiggvényei az u': R™ — R
projekciok (i =1,...,m).

Vegyiink R™-ben egy p = (p1,...,pm) pontot és egy f € F(R™) sima fliggvényt.

A 2.3. Definicio szerint az (R™, id) térképhez tartozo a—(p) alapvektornak az f-en
u'L

nyert értékére fennall a?ﬂ (p)(f) = D;f(p), vagyis az f-nek a a?n (p) érintGvektor szerinti

derivaltja megegyezik az f fiiggvény i—edik parcidlis derivaltjaval a p helyen.

A 2 (p) (i=1,...,m) vektorok egy természetes bazisat adjak a T,R™ érintStérnek.
Amennyiben az R™ linedris tér tetszéleges v = > " v; e; vektoranak megfeleltetjiik a p
pontbeli v = > | v, aii (p) érintGvektort, akkor egy izomorfizmust kapunk az R™ és T, M
vektorterek kézott. Ily moédon az R™ euklideszi tér érintGtereit azonositani lehet az R™
lineéris térrel. (Ezt nevezik a T,R™ és R™ vektorterek termeészetes azonositésanak.)
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Megjegyzés. A klasszikus differencidlgeometridban gy tudtuk elkeriilni az elmélet teljes
formalizmusanak az idgigényes kidolgozésat, hogy kihasznaltuk a fenti azonositast.

Tekintsiik az 1-dimenzios R euklideszi teret, tovabba egy C*-osztalyi g: R — R

d
fiiggvényt. Egy t € R pontban az (R, id) térképhez tartozo alapvektort jelolje d—(t)
u
Nyilvanvalo, hogy ennek a g fiiggvényen nyert értékére fennall -L(t)(g) = ¢'(t).
A linearis érintéleképezés
Legyen adott egy p: M — N sima leképezés az M és N differencialhaté sokasédgok
kozott. Tekintstink egy v € T, M érintévektort a p € M pontban. Feleltessiikk meg v-—nek
azt av,: F(N) — R leképezést, amelyre igaz v,(g) = v(gou) tetszbleges g € F(N) esetén.
Koénnyen ellenérizhets, hogy v, egy érintévektort ad az N sokasag p(p) pontjaban.
2.4. Definici6. Azt a T,pu: T,M — T,,)N leképezést, ahol tetszbleges v € T,M esetén
fennall T,u(v) =wv,, a p érintéleképezésének mondjuk a pe M pontban.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a T),u egy lineéris leképezés az érintSterek kozott.

Megjegyzés. Legyenek adott egy pu: M — N sima leképezés. Tekintsiik az M egy p
pontjat és abban egy (U, x) térképet, tovibba az N sokasag egy (V, y) térképét a u(p)
pontban. A (2.5) dsszefiiggés alapjan adodik, hogy fennéll a

0 " , 9
— — () 1 -0
TpM(@l‘i (p)> = ;Dz(y onuox )(:E(p)) ayj (ﬂ(p)) (2'7)
egyenlet (i =1,...,m). Eszerint a T,u érint6leképezést a T, M—beli %(p), o afm (p)
es a T, N-beli aiyl(,u(p))’ cee %(u(p)) bazisokra nézve az

yopox t:x(UNu (V) CR™ = R" leképezés z(p)-beli Jacobi-matrixa irja le.

A kovetkezd Osszefliggést az érintGleképezésre vonatkozd lancszabalynak szokas
mondani.
2.4. Allitas. Legyenek adva a u: M — N és p: N — P sima leképezések. Ez esetben
tetszéleges p€ M pontban fennall T,(po p) = Typyp © Thp.

A differencialhat6 sokasag sima goérbéi

Legyen I egy nyilt intervallum az R—ben, amelyet tgy tekintiink mint az R egy nyilt
részsokasagat.
2.5. Definici6. Egy o: I — M sima leképezést az M differencialhaté sokasig egy sima
gorbéjének mondunk.

2.6. Definicio. A o: [ — M sima gorbének a t € I helyen vett érintévektoran a o(t)
pontbeli ¢(t) = Tyo (<L (t)) vektort értjiik.

Megjegyzés. A definiciokbol adodik, hogy egy f e F(M) fiiggvénynek a 5(t) érintévektor
szerinti derivaltjara o(t)(f) = (f oo)'(t) teljesiil.

Tegyiik fel, hogy a o: I — M sima gorbe palyaja benne van az M egy (U, x) térképének
az U tartoméanyaban. Ez esetben az ' oc: I — R (i = 1,...,m) differencidlhato
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fiiggvényeket a o gorbe (U, x) térképre vonatkozd koordinata—fiiggvényeinek nevezziik.
Konnyen belathato, hogy a o-nak a t € helyen vett érintévektorara fennall

(1) = 3 (0 0 0Y (1) 5 (o (1)

A sima vektormezsk és az integralgérbék

Az M érintGtereit diszjunkt halmazoknak tekintve jelolje T'M azok uniojat. Eszerint
TM az M 0sszes érintGvektoranak a halmaza, amelyet az M sokasag érintényaldbjanak
neveziink.

2.7. Definicio. Az M sokasagon vett vektormezén egy olyan Y : M — TM leképezést
értiink, ahol barmely pe M pontban fennall Y (p)eT,M.

Tekintsiink az M sokasagon egy Y vektormezst és egy f € F (M) fliggvényt. Ez esetben
értelmezni lehet az Y f: M — R leképezést, amelyre igaz Y f(p) =Y (p)(f) (peM).
2.8. Definici6. Az M egy Y vektormezGjét simanak mondjuk, ha tetszéleges f € F (M)
esetén az Y f: M — R fiiggvény differencialhato.

2.9. Definicio. Az M sokasag egy (U, z) térképéhez tartozo i—edik alapvektormezén azt

a aii : U — TU leképzést értjiik, amely az U térképtartomany tetszéleges p pontjdhoz a
2 (p) érintévektort rendeli.

Megjegyzés. Evidens, hogy az M egy (U, x) térképéhez tartozo alapvektormezék sima
vektormezdk az U nyilt részsokasagon.

Megjegyzés. Legyen Y egy vektormez$ az M sokasagon és legyen (U, x) egy térképe az
M-nek. A 2.1. Tételnek megfelelGen az Y barmely p € U pontbeli értéke egyértelmiin
kifejezhets az Y (p) = Yi", n'(p) - 2= (p) formaban, ahol fennall n'(p) = Y (p)(z?).
Ily moédon m szamu n*: U — R fliggvényt nyeriink az U nyilt részsokasagon, melyeket
nevezziink el az Y mez6 (U, z) térképre vonatkozo koordinata—fiiggvényeinek.

Nem nehéz belatni, hogy az Y vektormez6 sima akkor és csak akkor, ha az M barmely

térképére vonatkozé koordinata—fiiggvényei differencidlhatoak.
A sima vektormezd integralgérbéi

Az M differencialhato sokasagon legyen adott egy Y sima vektormezd.
2.10. Definici6. A o: [ — M sima gorbét az Y integralgdrbéjének mondjuk, ha tetszé-
leges t €I helyen fennall 6(t) = Y (o(t)).

Tegyiik fel, hogy a o: I — M sima gorbe palyaja benne van az (U, x) térkép U
tartoméanyaban. Tekintsiik a gorbe o; = 2° o0 (i = 1,...,m) koordinatafiiggvényeit és
az Y-nak megfelels n': U — R sima fiiggvényeket, melyekre igaz 7' = (Y|U)z". Vegyiik
emellett az x(U) C R™ nyilt halmazon az F;, = n' o z7! Osszefiiggéssel meghatarozott
Fi: z(U) - R C*-osztalyu fiiggvényeket.

Lathato, hogy a o akkor integralgdérbéje az Y -nak, ha teljesiilnek a o} = 1’ o o egyen-
16ségek. Fz egyenértéki azzal, hogy barmely ¢t €I pontban fennallnak a

oi(t) = Fi(o1(t), ..., om(t)) (2.8)
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(1=1,...,m) Osszefiiggések.

A differencidlegyenlet—rendszerekre vonatkozo alaptétel és (2.8) alapjan mar konnyen
belathat6 az alabbi kijelentés.
2.5. Allitas. Az M sokasdgon legyen adott egy Y sima vektormezd. Tetszéleges p e M
pont esetén van az Y —nak olyan o: I — M integralgorbéje, amelyre igaz 0€ I és o(0) = p.

Megjegyzés. Legyenek o: I — M és ~v: I — M olyan integralgérbéi az Y-—nak, hogy
valamely ¢y €I helyen igaz o(ty) = (o). Ez esetben fennall o = ~.

Megjegyzés. Az Y sima vektormezé egy o: I — M integralgorbéjét maximalisnak mond-
juk, ha nincs olyan v: J — M integralgérbe, amelyre teljesiil I C J, [ # J és y|I = o.

A 2.5. Allitast élesiteni lehet az alabbi formaban. Az Y -nak egyértemiien létezik egy
olyan o: I — M maximalis integralgérbéje, amelyre igaz 0€1 és o(0) = p.

A Lie—algebrak

Mint ismeretes, valos algebran egy olyan A vektorteret értiink az R szdmtest felett,
amelyen az Osszeadas mellett egy - szorzasmiivelet is értelmezve van, és fennallnak az
alabbi tulajdonsagok:

Barmely AeR és a, be A esetén igaz A(a-b) = (Aa)-b=a- (D).
Tetsz6leges a, b, c€ A vektorokkal teljesiil a-(b+c¢)=a-b+a-c és
(a+b)-c=a-c+b-c

2.11. Definici6. Legyen adott egy olyan A valés algebra, ahol az a, b € A elemek
szorzatat [a,b] jeloli. Az A—t Lie-algebranak nevezziik, ha tetszéleges a, b, c€ A elemekre
teljesiilnek az alabbi Osszefiiggések:

(1) [a,b] +[b,a] =0.

(2) [la,b],¢] + [[b,c],a] + [[c,a],b] = 0.

Megjegyzés. Az el6z6 definicioban szerepld (2) egyenldséget Jacobi—azonossagnak neve-

zik. Konnyen belidthato, hogy az R? vektortér a vektorialis szorzassal egy Lie-algebrat
képez.

Megjegyzés. Legyen adott egy A algebra az asszociativ - szorzasmiivelettel. Vezessiik be

A-an az [a,b] = a-b—0b-a Osszefiiggéssel meghatarozott [ , | miveletet. Egyszertien
ellenérizhets, hogy amennyiben a [, | szorzasmiivelettel latjuk el az A vektorteret, egy

Lie—algebrat kapunk.
Két sima vektormezs Lie—zarojelének fogalma

Jelolje X(M) az M sokasdgon vett sima vektormez6k halmazat. Természetes modon
definialni lehet két sima vektormez6 Gsszegét, tovabbé egy sima vektormezének egy ska-
larral vett szorzatat. Konnyt belatni, hogy ha az X(M)—en bevezetjiik az Osszeadas és a
skalarral val6 szorzas miiveletét, akkor egy végtelen dimenzids vektorteret kapunk.

A tovabbiakban egy Y vektormezének egy p€ M pontbeli értékét Y (p) mellett
Y,—vel is jeloljiik a jobb attekinthetéség érdekében.
2.12. Definicio. Az X, Y € X(M) sima vektormezdk Lie—zarojelének egy p€ M pontbeli
értékén azt az [X,Y],: F(M) — R leképezést értjiik, ahol fennall
(X, Y], (f) = X,(Y ) = Y,(X[f) tetszoleges feF(M) esetén.
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Megjegyzés. Konnyen ellenérizhets, hogy az [X, Y], leképezés az M-nek egy érintGvek-
tora a p pontban.

2.13. Definicié. Az X, Y € X(M) sima vektormezsk Lie-zérojelén azt az
(X,Y]: M — TM vektormezst értjiik, amelynek a p € M pontbeli értéke azonos az
[X,Y], érintGvektorral.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy az [X, Y| vektormezs is sima, tovabba teljesiil
XY]f = X(V)) = Y(X[) (FeF(M)).

Nem nehéz belatni, hogy a sima vektormezSk X(M) tere a Lie—zardjel miiveletre nézve
egy Lie—algebrat képez.

Megjegyzés. Tekintsiik az M sokasag egy (U, z) térképét és az ahhoz tartozo aii

(i =1,...,m) alapvektormezsket. Lathato a definiciobol, hogy két alapvektormezd
Lie—zarojele, ami egy sima vektormez6 az U nyilt részsokasdgon, mindig eltiinik.

Vegyiink egy g€ F(M) fiiggvényt és egy Y € X(M) vektormezét. Ertelmezhetd a
gY: M — TM sima vektormezd, ahol barmely p€ M pontban fennall
gY (p) = g(p) - Y(p). Ezt nevezziik g és az Y szorzatanak.

Eszerint a sima vektormezSk X(M) terét ugy is tekinthetjiik, mint egy modulust az
F (M) kommutativ gytri felett.

Egyszertien levezethets, hogy tetszdleges f, g € F(M) fiiggvények és X, Y € X(M)
vektormezdk esetén fennall

[f X, gY]=fglX. Y]+ [ (XY —g(Y[)X.

Sima leképezések osztalyozasa az érintSleképezés alapjan

2.14. Definici6. A p: M — N sima leképezést immerzionak (illetve szubmerzionak)
mondjuk egy p € M pontban, ammennyiben a T,u érint6leképezés injektiv (illetve sziir-
jektiv).

Amennyiben az M barmely p pontjaban a T,u leképezés injektiv (illetve sziirjektiv),
akkor a p—t immerzionak (illetve szubmerzionak) nevezziik.

2.15. Definici6. A pu: M — N sima leképezésrsl azt mondjuk, hogy az egy lokalis
diffeomorfizmus a p € M pontban, ha a p—nek van olyan U nyilt kornyezete, amelyre a
p—t lesziikitve egy diffeomorfizmust kapunk az U C M és pu(U) C N nyilt részsokasagok
kozott.

Megjegyzés. Evidens, hogy amennyiben a p: M — N sima leképezés egy lokalis dif-
feomorfizmus a p € M pontban, akkor a T,u érint6leképezés egy lineéaris izomorfizmus.

Az inverz leképezés tétele alapjan bizonyithatéd a kovetkezd kijelentés.
2.2. Tétel. Legyen adott egy olyan p: M — N sima leképezés, ahol valamely p € M
pontban a T, érintéleképezés egy linedris izomorfizmus. Ekkor a p egy lokalis diffeomor-
fizmust ad p—ben.
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3) A differencialhat6 sokasagok részsokasagai
A sima fiiggvény pontbeli differencialja

Legyen adott egy f: M — R differencidlhato fiiggvény az M sokasédgon. Valamely
p € M pontban tekintsiik azt a df(p): T,M — R leképezést, amelyet a df (p)(v) = v(f)
Osszefiiggés ir le tetszGleges ve T, M esetén. Evidens, hogy a df (p) egy lineéris forméat ad
a T,M érintGtéren.
3.1. Definicio. A df(p) linearis format az M sokasagon vett f sima fliggvény p pontbeli
differencialjanak nevezziik.

Megjegyzés. Amennyiben egy ¢ sima fiiggvény nem a teljes M sokasagon, hanem csak a
p€ M pont egy nyilt kdrnyezetén van értelmezve, akkor is definialni lehet a p—beli
dg(p): T,M — R differencialt.

Az M sokasag T, M érintSterének a dudlis terét a tovabbiakban T M fogja jelolni.
Legyen (U, x) egy térképe az M—nek a kijelolt p pontban. Vegyiik a térképezés koordinata—
fiiggvényeinek a p-beli dz'(p) (i = 1,...,m) differenciéljait. Evidens, hogy az igy nyert
T M-beli dz*(p), ..., dz™(p) bazis duslisa a T,M-beli 527 (p), ..., 52 (p) bazisnak.

’ Gz
3.2. Definicié. A df : X(M) — F(M) leképezést, ahol barmely Y € X(M) vektormezdre
fennall df(Y) =Y f, az feF(M) figgvény differencidljanak mondjuk.

Az érintSleképezés altal indukalt linearis leképezés

Legyenek V és W valos vektorterek, ezek dimenzidja legyen m és n. A V vektortér
duélis terét (azaz a V linearis formainak terét) jelolje V*. Vegyiink egy o : V' — W linearis
leképezést, amelyet a V-beli e,...,e,, és a W-beli by,...,b, bazisvektorokra nézve az
n x m-es A métrix ir le. Eszerint az A matrix A’ elemeivel teljesiilnek az
ale) =37, Al-b; (i=1,...,m) egyenloségek.

Tekintsiik azt az o : W* — V™ leképezést, ahol tetszéleges n € W* linearis forma és
v eV vektor esetén fennall a*(n)(v) = n(a(v)). Mint ismeretes, az o* linearis leképezést
az « altal a dudlis terek kozott indukalt leképezésnek mondjuk.

Konnyen be lehet latni, hogy az eredeti bazisok !, ..., g™ és 8L, ..., 8" duéalis bazisaival
fennall o*(f7) = S, A" (j = 1,...,n). Ennek kovetkeztében az o és a* linearis
leképezések rangja megegyezik. Ily modon azt kapjuk, hogy az « leképezés injektiv (illteve
sziirjektiv) akkor és csak akkor, ha az o* indukalt leképezés sziirjektiv (illteve injektiv).

Legyen adott egy p: M — N sima leképezés az M és N sokasdgok kozott. Valamely
p € M pontban tekintsiik a Tpu: T,M — T,,)N érint6leképezést. A T, altal indukalt
linedris leképezést jelolje T u: T:(p)N — T, M.

Vegyiik az M-nek egy (U, x) térképét a p pontban, tovibba az N sokasignak egy
(V, y) térképét a u(p) pontban. A (2.7) Gsszefiiggésbol adodik, hogy fennallnak a

Ty (dy (1(p)) = S0 Dily? © o) (a(p)) - da'(p)

(7 =1,...,n) egyenletek.

Megjegyzés. Az N sokasagon vett tetszdleges h € F(N) fiiggvény esetén teljesiil a
d(h o u)(p) = Tyu(dh(p(p))) Osszefiiggés a pontbeli differencidlokra.
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A sokasag sima fiiggvényeibdl nyert térképezés

3.3. Definici6. Legyenek adva az M sokasdgon az y', ... y* € F(M) sima fiiggvények.
Ezekrél azt mondjuk, hogy fliggetlenek a p € M pontban, ha a Ty M—beli dyt(p), ..., dy"(p)
vektorok linearisan filiggetlenek.

A kovetkez6 kijelentést a 2.2. Tétel felhasznalasaval lehet a legkonnyebben bizonyitani.
3.1. Allitas. Legyenek y',... y™ € F(M) olyan sima fiiggvények az M sokasdgon, ame-
lyek fiiggetlenek a pe M pontban. Tekintsiik azt az y: M — R™ sima leképezést, amelyre
fennall y(q) = (y*(q),...,y™(q)) barmely g€ M pontban. Ez esetben a p—nek van olyan U
nyilt kérnyezete, hogy az (U, y|U) par egy térképe az M sokasidgnak és ez a térkép benne
van az M differencialhato struktirajat meghatarozoé teljes C*°—osztalyi atlaszban.

3.2. Allitas. Legven a P egy k—dimenzios az M pedig egy m—dimenzios differencialhatoé
sokasag. Legyen a i : P — M egy olvan sima leképezés, amely immerziot ad egy p € P
pontban. Tekintsiik az M sokasagnak egy (U, x) térképét a p(p) pontban. Ez esetben az
riop: w(U) - R (i =1,...,m) sima fiiggvények koziil kivalaszthat6 k szamu oly
moédon, hogy a kivalasztott fiiggvényeknek a p pont egy megfeleld nyilt kornyezetére vett
lesziikitései egy térképezését adjak a P sokasagnak.

A részsokasag értelmezése

3.4. Definici6. A P differencialhaté sokasagot az M részsokasaganak mondjuk, ha teljesiil
az alabbi két feltétel.

(1) A P az M-nek részhalmaza, és a P sokasag topologidja azonos az M altal indukalt
altér—topologiaval.

(2) A t: P — M természetes injekcio egy immerzio.

Megjegyzés. Legyen P egy k—dimenzids részsokasaga az M-nek. Amennyiben fennall
k = m, akkor P egy nyilt részsokasag az M—ben.

Tegyiik fel, hogy k < m teljesiil. Ez esetben egy pe P pontbeli TP érint6teret (a Tt
injektiv leképezés altal) azonositani lehet a T, M-nek egy k-dimenzios alterével.

Egy térkép koordinata—szeletei

Felhasznélva a sokasag térképeit konnyen lehet példat mutatni alacsonyabb dimenzioja
részsokasagokra.

Tekintsiik az M sima sokasagnak egy (U, x) térképét és egy (c1,...,cn) €x(U) C R™
elemet. Valamely k (1 < k < m) egész szamhoz vegyiik az

ponthalmazt és azon az U-bol (vagyis az M—bdl) szarmaztatott altér—topologiat. Evidens,
hogy ily moédon az S egy k-dimenziés topologikus sokasagot képez.

3.5. Definicio. Az indukalt topologiaval ellatott S ponthalmazt az (U, z) térkép egyik
k—dimenzi6s koordinata-—szeletének nevezziik.

Legyen a m : R™ — R* leképezés az R™ tér természetes projekcioja az RF-ba. Ez nyil-
van azt jelenti, hogy barmely (a4, ..., a,) €R™ esetén fennall w(aq, ..., a,) = (a1,. .., ax).
Tekintsiik a = 7 o 2| leképezést, amely egy homeomorfizmust ad S és az R¥-beli 7(.9)
nyilt halmaz kozott. Az (S, Z) teljes térkép meghataroz egy differencialhato strukturat az
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S topologikus sokasagon. A tovabbiakban egy koordindta—szeleten mindig ezt a természe-
tes differencidlhaté struktirat fogjuk tekinteni.

Az (S,%) és az (U, z) térképeket alkalmazva konnyen igazolhato, hogy a ¢ : S — M
természetes injekcio egy immerzi6. Ily moédon az S koordinata—szelet egy részsokasaga az
M-nek.

A differencidlhat6 sokasag részsokasagainak jellemzése

Mint ismeretes, egy P sima sokasdgot akkor mondunk az M részsokasdgénak, ha P
részhalmaza M-nek, a P-beli topolégia megegyezik az M-bdl nyert altér—topologiaval,
tovabba a ¢ : P — M természetes leképezés (ahol ¢(p) = p barmely p € P-re) egy immerzio.

A kovetkezd tétel szerint egy részsokasdgot minden esetben el6 lehet allitani koordinata—
szeletek uniojaként.

3.1. Tétel. Legyen P egy k—dimenzios részsokasaga az M sokasagnak (1 < k < m). Ek-
kor tetszdleges p € P pontban meg lehet adni az M —nek egy olyan (U, x) térképét, hogy az
U N P ponthalmaz megegyezik az (U, x) térkép egyik k—dimenziés koordinata—szeletével.
Bizonyitas.

Tekintsiik az M egy olyan (U, z) térképét a p€ P pontban, amelyre fennall z(p) = 0€R™.
Mivel a ¢ : P — M természetes injekcio egy immerzi6, a P—beli UnPp nyilt tartoméanyon
vett zior: UNP — R (i=1,...,m) sima fiiggvények p-beli d(z' o) (p),...,d(z™o0)(p)
differencialjai generaljak a k-dimenziés TP vektorteret. Eszerint a Zior (i=1,...,m)
fiiggvények koziil ki lehet valasztani k darabot oly moédon, hogy azok fiiggetlenek a p
pontban. Az altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy az els§ k fiiggvény
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

A 3.1. Allitas kovetkeztében a P sokasigon van a p-nek olyan W nyilt kornyezete,
hogy a 27 o1 (j = 1,...,k) fiiggvényeknek a W-re valo lesziikitései egy térképezését
adjak P-nek. Eszerint az y : W — R leképezéssel, amelynek koordinata-fiiggvényeire
fennall 4/ = 27 o l|W (j =1,...,k), a P részsokasag (W, y) lokalis koordinita—rendszerét
kapjuk. Nyilvanvalo, hogy a m(ay,. .., an) = (a1, ..., a;) Osszefiiggéssel leirt 7 : R™ — R*
természetes projekciot alkalmazva teljesiil y = 7o z o |W.

Tekintsiik az f = 2' 01 o y~! Osszefiiggéssel meghatarozott f: y(W) C RF — R
(i =1,...,m) differencialhato fiiggvényeket az RF—beli (W) nyilt tartomanyon. Emellett
vegyiik az M—ben a p pontnak egy olyan V nyilt kdrnyezetét, amelyre teljesiil V' C U,
VAPCW és moz(V)CyW).

Legyen x : V C M — R™ az a leképezés R™-be, amelynek koordinadta—fiiggvényei

v =2V (j=1,...,k) s =G —flomo)|[V (i=k+1,...,m).

Evidens, hogy az 2" (r = 1,...,m) komponens-fiiggvények differencialhatoak. Fejezziik
ki ezen fiiggvények p-beli differencialjait a 7 M dualis érintStér dz'(p), ..., dz"(p) bazis-
vektoraibol. Konnytd belatni, hogy

A’ (p) = Y1ty da” (p) (22 () ) - 42 () = S50y Di(a” 0 271 (3(p)) - d=1(p).

teljesiil. Az egyszertiség kedvéért alkalmazzuk a Bf = D;(2"0z71)(2(p)) (r,i=1,...,m)
jelolést.
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Amennyiben fennall 1 < j < k, akkor az 27 0 27! = 27 0 27! |2(V) = w![2(V) Ossze-
fliggés kovetkeztében B = 0] (i =1,...,m) adodik.

Tekintsiik most a k < r < m esetet. Ekkor az 2" o 27! = (u" — f"o7)|2(V)
egyenlségbdl kovetkezik, hogy B = 67 —D; (f"or)(z(p)) teljesiil. Ha még azt is feltessziik,
hogy fennall i > r, akkor a D;(f" o7)(2(p)) =0 és Bl = 4] dsszefiiggésekhez jutunk.

A fent leirtak alapjan a B} (r, i = 1,...,m) egyiitthatokbol képzett B matrix f6atloja-
ban végig 1 szerepel és a f6atlo felletti elemek elttinnek. Ebb6l mar adodik, hogy a B mat-
rix invertalhato, tehat az 2% (i = 1,...,m) fiiggvények p pontban vett dz'(p),...,dz™(p)
differencialjai is egy bazisat adjak a T M duélis érinttérnek.

Egy korabbi eredményiink szerint ekkor az M-ben a p-nek van olyan U (U C V)
nyilt kornyezete, hogy az = : V — R leképezésnek az U-ra torténé lesziikitése egy
térképezése az M—nek. Az U tartomany megfelel6 megvalasztasaval azt is el tudjuk érni,
hogy fennalljon a 7o z(U) = y(U N P) Osszefliggés. Tekintsiik az igy nyert (U, x) lokalis
koordinata-rendszert, tovabba ennek az
S={qeU|2"(q)=0(r=k+1,...,m) } k-dimenzios koordinata-szeletét.

Vegyiink egy tetszéleges g€ U N P pontot. Lathato, hogy r > k esetében fennall

2" (q) =2"(q) — 2" oro ylormo z2(q) =2"(q) — 2" oro y o y(q) =0,

tehat g€ S teljestil.

Tekintsiink most egy ¢t € S pontot. Az U tartoményra vonatkozo fenti feltevés szerint
van olyan ¢ € U N P pont, amelyre igaz 7 o 2(t) = y(q). Illy médon a ¢, ¢ pontok (U, x)
térképbeli koordinatéira x"(t) =0=2"(¢q) (r =k +1,...,m) mellett az 27(t) = 27(q)

(7 =1,...,k) egyenlGségek is teljesiilnek, amibél ¢ = ¢ adodik.

A fentiek szerint fennall U N P = S, vagyis az (U, x) egy olyan térkép, amelynek az

U N P ponthalmaz az egyik koordinata—szelete.

A 3.1. Tétel el6bbi bizonyitasa egyuttal az alabbi kijelentést is igazolja.
3.2. Tétel. Legyen adva egy v : P — M immerzidja a k—dimenziés P sokasdgnak az M
sokasagba (1 < k < m). Tetsz0leges p € P pontot véve meg lehet adni az M-nek egy
olyan 1(p)-beli (U, x) térképét és a p—nek egy olyan W nyilt kornyezetét P—ben, hogy az
UNu(W) ponthalmaz megegyezik az (U, x) térkép egyik k—dimenzios koordinata-szeletével.

3.3. Allitas. Legyen a P egy részsokasdga az M-nek, tovabba legyen adott egy olyan

i N — M differencidlhaté leképezés az N sokasagbol az M —be, amelyre fennall

u(N) C P. Tekintsiik azt a fi : N — P leképezést, ahol [i(q) = p(q) igaz tetszéleges g€ N
esetén. Ekkor a [i leképezés is sima.

Az el6bbi kijelentés alapjan mar konnyen bizonyitani lehet a kovetkezd allitast.
3.4. Allitas. Legyen a P egy olyan részhalmaza az M differencidlhaté sokasagnak, hogy az
indukalt altér—topolégiaval a P egy topologikus sokasag. Ez esetben a P—n legfeljebb egy-
féleképpen adhaté meg olyan differencialhaté struktiira, amelyre nézve a P részsokasaga
az M-nek.
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Eddigi eredményeinket felhasznalva mar igazolhat6 az alabbi tétel.

3.3. Tétel. Legyven P egy olyan részhalmaza az M sokasagnak, ahol tetszdleges p € P
pontban az M-nek van olyan (U,&) térképe, hogy az U N P metszethalmaz annak egy
k—dimenziés koordinata—szelete (1 < k < m). Ekkor P egy topologikus sokasdg, ame-
Iyen egvértelmiien létezik egy olyan differencidlhaté struktira, hogy arra nézve P egy
k—dimenzios részsokasagat képezi az M—nek.

Bizonyitas.

A P részhalmazon vegyiik az tgynevezett altér-topologidt. Mint ismeretes, ezen topo-
logidban P-nek egy részhalmaza akkor nyilt, ha elGall egy M-beli nyilt halmaz és P
metszeteként. Nem nehéz belatni, hogy az igy nyert P topologikus tér is Hausdorff—féle
és megszamlalhato bazisu.

Legyen (U, &) egy olyan térképe M-nek egy p € P pontban, hogy az U N P met-
szet megegyezik ezen térképezés egyik k-dimenzios koordindta—szeletével. A £ térképezés
koordinata-fiiggvényeire szokas szerint alkalmazzuk az x' = u'o & (i = 1,...,m) jeldlést.
Mivel U N P egy koordinata—szelet, valamely ¢, 1, ..., ¢, konstansokkal fennall az

UNP={qeU | 2" (q)=cry; (j=1,....m—k)}

Osszefiiggés. Tekintsiik az R™ tér 7 : R™ — R* természetes projekciojat az R¥ euklideszi
térre, amelyet a 7w(vy, ..., U, ..., V) = (v1,...,v;) Osszefiiggés ir le. Vegyiik észre, hogy
a 7 projekcio egy folytonos és nyilt leképezés. Ez alapjan mér adodik, hogy a szeletre
lesziikitett mo (U NP : UNP — R* leképezés egy homeomorfizmust ad a P-beli
U N P nyilt halmaz és az R¥beli 7 o (U N P) nyilt halmaz kozott, vagyis a P-beli
U N P nyilt halmaz homeomorf az R* euklideszi tér egy nyilt részhalmazaval. Mivel a
P tetsz6leges pontjanak van ilyen kornyezete, az altér-topologiaval ellatott P részhalmaz
egy k—dimenzi6s topologikus sokasagot képez.

A tovabbiakban az M-nek egy (U, &) térképét a P topologikus sokasaghoz adaptalt
térképnek mondjuk, ha UNP # (0 és az U N P metszet egy koordinata-szelete a
térképnek. Ez esetben alkalmazni fogjuk az Up = UNP és {p = mo&|[UNP jeloléseket.
Ily modon az (Up, Ep) par a P topologikus sokasag egy térképét adja, melyet az adaptalt
(U, €) térképbdl szarmaztatott térképnek neveziink.

Az aldbbiak soran igazoljuk, hogy a P sokasagnak az M-beli adaptalt térképekbdl
szarmaztatott térképei C°~kompatibilisek. Az (U, ) mellett vegyiik az M-—nek egy méasik
olyan (V,n) térképét, amely a P-hez adaptalt, vagyis amelynél az V' N P metszet szintén
egy koordinata—szelet. Az n térképezés koordinata—fiiggvényeire alkalmazzuk az
y'=u'on (i=1,...,m) jelolést. Legyenek byy; (j =1,...,n—k) a Vp = VNP szeletnek
megfelel§ valos szamok, melyekkel fennall

VAP={qeV | () =bry; (j=1,....m—k)}.

A fenti eljaras szerint ezen térképbdl a P topologikus sokasagnak egy (Vp,np) térképét
nyerjiik, amelynél a térképezés np = o n|Vp.

Az R* euklideszi tér np(Vp) nyilt halmazan tekintsiik azt a 8 : np(Vp) — R™ leképe-
zést, melyet a [(vi,...,vx) = (v1, ..., U, bgy1, ..., by) Osszefliggés ir le. Vegyiik észre,
hogy az np térképezés inverzére teljesiil np' = n~1 o 3.
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3. abra. A P topologikus sokasaghoz adaptalt (U,&) és (V,n) térképek.

Tegyiik fel, hogy a P sokasag (Vp,np) és (Up,&p) térképeinek tartoményai nem disz-
junktak, azaz Up N Vp # 0. A fentiek alapjan kapjuk, hogy az R*beli np(Up N Vp) nyilt
halmazon értelmezett £ponp' : np(Up N Vp) — R* valos fiiggvény kifejezhets az

Eponp =(mof)o(ntof)=mo(Eon')op

alakban, vagyis elgall harom C'*°-osztalya valos fiiggvény kompoziciojaként. Ebb6l kovet-
kezik, hogy a &p o np' valos fiiggvény is C™—osztalyt. Ez pedig mér igazolja, hogy a P
sokasag (Vp,np) és (Up,&p) térképei C°—kompatibilisek egyméssal.

Mivel a P topologikus sokasagnak az M—beli adaptalt térképekbdl szirmaztatott tér-
képei C*>°~kompatibilisek, ezek meghataroznak egy C'*°-osztalyu teljes atlaszt, vagyis egy
differencialhato strukturat a P sokasagon.

Tekintsiik a P sokasidgon a szarmaztatott térképekkel meghatarozott differencialhatod
strukturat. A fenti specialis térképeket alkalmazva konnyi belatni, hogy a ¢ : P — M
természetes injekcié egy olyan sima leképezés, amely egy immerzi6. Ezerint P egy sima
részsokasaga az M sokasignak.

A 3.4. Allitasbol pedig az kovetkezik, hogy a P-n nem adhat6é meg egy masik olyan
differencialhato struktira, amellyel teljesiilnek a részsokasagra kiszabott feltételek. [J
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Megjegyzés. Legyen P egy részsokasiga az M differencidlhaté sokasagnak. Tekintsiik a
t: P — M ternészetes injekciot, tovabba P-nek egy p pontjat és abban a T}, P érintéteret.
Emlékezziink ra, hogy a 2.1. Definicio szerint T}, P elemei linearis formék a sima fiiggvények
F(P) terén. A tovabbiakban ezt a T,P teret majd azonosnak tekintjiik a 7,M érintétér
Tyu(T,P) alterével.

Sima leképezés regularis értékének az inverz képe

3.6. Definicié. Legyen adott egy p : M — N sima leképezés. Egy ¢ € N pontot a p
reguléris értékének mondunk, ha ¢ € pu(M) és p érintleképezése sziirjektiv a u=1(q)
inverz kép Osszes pontjaban.

A tovabbiakban ha vessziik a sokasdg egy részhalmazat, akkor azt egyuttal az altér—
topologiaval is ellatjuk. A legtobb részhalmazrol az aldbbi tétel alkalmazasaval lehet
belatni, hogy egy részsokasagot képez a befoglalé sokasagban.

3.4. Tétel. Legyen adott egy pu: M — N differencialhaté leképezés az M sokasagbol az
N sokasagba (m > n). Amennyiben a q € (M) pont egy regularis értéke a u—nek, akkor
a u'(q) ponthalmaz egy (m — n)-dimenzios részsokasdgot ad az M sokasagban.
Bizonyitas.

Legyen ¢ € (M) regularis értéke a p sima leképezésnek. Vegyiik az N sokasédgnak egy
olyan (V,n) térképét a ¢ pontban, amelyre fennall n(q) = 0 = (0,...,0). A térképezés
koordinata—fiiggvényeire alkalmazzuk a szokasos y" =u"on (r =1,...,n) jelolést.

Legyen p egy pontja a P = p~'(q) inverz képnek. Tekintsiik az M-nek egy olyan
(W, C) térképét a p pontban, amelynek tartomanyéra teljesiil a u(W) C V tartalmazas. A
¢ térképezés koordinata—fiiggvényei legyenek a 2 =wu'o( (i =1,...,m) fiiggvények.

Mivel a Tpp : T,M — T,N érintéleképezés sziirjektiv, a dudlis tereken vett
(Top)* : Ty N — TyM indukalt leképezés injektiv. Emlékezziink ra, hogy a koordinata—
fiiggvények differencialjaival fennall a (T,u)*(dy" (q)) = d(y" o) (p) Osszefiiggés. Eszerint a
d(y op)(p),...,d(y" op)(p) 1-formak linearisan fiiggetlenek a Ty M dudlis térben. Mivel
a ¢ térképezés koordinata—fiiggvényeinek a dz'(p),...,dz™(p) differencialjai egy bézist
képeznek a T7M térben, ezek kozill kivalaszthato m — n szamu oly modon, hogy azok a
diy" op)(p) (r=1,...,n) 1-formakkal kiegészitve is egy bazist alkotnak.

Vezessiik be a k = m—mn jelolést. Az altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik,
hogy a dz'(p),...,dz"(p), d(y' o u)(p),...,d(y" o u)(p) 1-formék egy bazisat képezik a
Ty M dualis térnek. Ugyanis, a koordinata—fiiggvények megfelel6 felcserélésével mindig el
tudunk jutni egy ilyen (W, () térképhez.

Tekintsiik azon 2 : W — R valos fiiggvényeket, amelyekre fennéll 2' = 2* amennyiben
i <k, és a2t =y opu (r =1,...,n). Ezekbdl képezziik azt a £ : W — R™ sima
leképezést az M-beli W nyilt halmazon, ahol £(t) = (z'(¢),...,2"(t)) tetszGleges t € W
esetén. Alkalmazzuk most a 3.1. Allitast. Mivel a dz'(p),...,dx™(p) 1-formak egy
bazisat adjak a Ty M duélis térnek, létezik olyan a W éltal tartalmazott U halmaz, hogy
p € U és &nek az U-ra torténd lesziikitése egy térkepezése az M sokasignak.

Vegyiik £-nek és koordinata-fiiggvényeinek a p pont ezen U nyilt kornyezetére valod
lesziikitését. Ezekre a lesziikitett fiiggvényekre mar nem alkalmazunk 1j jelolést. Te-
kintsiik az (U, &) térképnek a cpyr = 0 (r = 1,...,n) konstansokkal meghatarozott
S={teU|s""@t)=0(r=1,...,n) } k-dimenziés koordinata—szeletét. Ekkor
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tetszoleges t € U N P pontra fennallnak a 2" (t) =y o u(t) =y (¢) =0 (r =1,...,n)
Osszefliggések, amibsl U N P C S kovetkezik.

Ha pedig egy t € S pontot vesziink, akkor az y"(u(t)) = z*"(t) =0 (r = 1,...,n)
egyenlgségekbdl n(u(t)) = 0 adodik, amibdl u(t) = ¢ és t € P kovetkezik. Ezerint fennall
az S C U N P tartalmazas is, vagyis S = U N P teljesiil.

Azt kaptuk, hogy a p pontbeli (U, ) térképnek U N P metszet egy koordinata—szelete.
Mivel a P = p~!(q) részhalmaz tetszéleges pontjahoz létezik ilyen M-beli térkép, a
3.3. Tétel szerint P egy részsokasagat képezi az M-nek. [

¢
C(W)/w ponoc ”v)

4. abra. Egy p: M — N leképezés koordinata—kifejezése a (W, () és (V,n) térképekkel.
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Megjegyzés. Tekintsiik az R? sokasagon azt a p : R* — R sima leképezést, amelyre
fennall u(z,y,2) = 22 + y* — 22 tetszéleges (x,y,z) € R? esetén. Konnyt belatni, hogy
amennyiben a ¢ € R szam kiilonbozik 0-t6l, akkor ¢ egy regularis érték és pu='(q) egy
hiperboloid az R3 térben.

Egyediil a 0 nem regularis értéke py—nek, és a p~!(q) alakzat egy forgaskipot ad R*-ban.
A forgaskiap nem képez részsokasagot.

A differencidlhat6é beagyazas

3.7. Definicio. Az M sokasagnak egy N sokasigba torténd differencidlhaté bedgyazasan
egy olyan ¢ : M — N sima leképezést értiink, amelyre teljesiil az alabbi két feltétel.

(1) A ¢ egy injektiv immerzio.

(2) A ¢ egy homeomorfizmust ad az M sokasag és az N-beli (M) altér kozott.

Megjegyzés. Legyen adott egy « : M — N differencialhaté bedgyazas. A 3.2. Tétel
alapjan kénnyen belathato, hogy a (M) ponthalmaz egy olyan m—dimenzi6s részsokasaga
az N-nek, amely diffeomorf az M-mel.

Megjegyzés. Nem nehéz példat mutatni olyan injektiv immerziora, amely nem ad diffe-
rencialhato beagyazast. Tekintsiik R*-ben a D = (0,27) x R nyilt halmazt Vegyiik azon
r: D — R3 differencialhato leképezést, ahol r(u,v) = (2 sinu,sin(2u), v) teljesiil barmely
(u,v) € D esetén. Az r(D) képalakzat egy olyan "hengerfeliilet", amelynek vezérgorbéje a
nyolcas szamjegyhez hasonlit. Lathato, hogy az r(D) képalakzat nem adhat részsokasagot.

Megjegyzés. Az aldbbi fontos eredményt, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink, Whitney
tételeként tartjak szamon.

Barmely m—dimenziés M sokasdgnak meg lehet adni egy differencidlhaté bedgyazasat
a (2m + 1)—dimenzi6és R*™ ! euklideszi térbe.

Differencialhaté bedgyazasok a feliiletelméletben

Idézziik fel a Klasszikus differencidlgeometria egvik alapvetd definiciéjat.
Legyen D egy Osszefiiggd nyilt halmaz R™-ben. Az r: D — R™! differencialhato leké-
pezésrdl azt mondjuk, hogy egy sima elemi hiperfeliiletet ir le az R™! euklideszi térben,
ha teljesiil ra az alabbi két feltétel:
(1) Tetszoleges u = (u1, ..., uy) €D esetén az r leképezés Jacobi—matrixdnak rangjara
fennall 7k Jr(u) = m.
(2) Az r vektorfiiggvény egy homeomorfizmust ad a D tartomény és az
r(D)={r(u) |ueD} ponthalmaz kézott.
Az r leképezés altal leirt sima elemi hiperfeliileten az R™"-beli M = r(D) 0sszefiiggs
alakzatot értjiik.

Az (1) feltétel fennallasabol adodik, hogy az r leképezés egy immerzio. Amennyiben (2)
is teljesiil, az r egy differencialhato beagyazasat adja a D C R™ tartomanynak R™*!-be.

Ily modon az M = r(D) hiperfeliilet egy m—dimenzios részsokasdga az R™ ! euklideszi
térnek. Alkalmazva az r—': M — R™ inverz leképezést nyilvanvalo, hogy az (M, r~') par
egy globélis térképét képezi az M sokasidgnak.
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4) Kovarians derivalas a differencialhaté sokasagon
Kovariins tenzormezdk a sokasagon

Mint ismeretes, az M differencidlhatod sokasig sima vektormezdinek X(M) halmaza egy
modulust képez a sima fiiggvények F (M) gyiirtje felett.

A modulus fogalma val6jaban a vektortér fogalméaval analég. Mindketts esetében
értelmezve van az Osszeadas és a szorzas miivelete, melyek eleget tesznek megadott fel-
tételeknek. A kiilonbség annyi, hogy mig a vektortér esetében egy szamtest elemeivel
torténik a szorzés, addig a modulusnél egy kommutativ gytri elemeivel.

Vezessiik be a tenzormezé fogalmét.
4.1. Definici6. Az M sokasdgon vett (0,7) tipust tenzormezén (r € N) egy olyan
Q : X(M)" — F(M) leképezést értiink, amely az F(M) gy(rtre nézve r—linearis, azaz
tetszéleges f € F(M) fliggvény és Yi,...,Y], Yi,....Y, (1 <i < r) vektormezdk esetén
fennallnak az alabbi Osszefiiggések:

Q(Y'b;fxfz’;}/?“):fQ(Y’lJaY;;?}/T)?
Q(H;7}/;—1_}/;7’}/;”):@(}/177K77K)+Q(maax7an)

Megjegyzés. A (0,r) tipusu @) tenzormezst szokas r—szer kovaridns tenzormezdének is
mondani. Jelolje 7.°(M) az M-en vett (0,r) tipust tenzormezSk halmazat. Ezen termé-
szetes modon értelmezhets az Osszeadés és az F (M) elemeivel valo szorzas miivelete. Ily
modon T,°(M) is egy modulust képez az F(M) kommutativ gyfiri felett.

4.2. Definicié. Az M sokasagon vett (1,7) tipust tenzormezén (r €N) egy olyan
Q:X(M)" — X(M) leképezést értiink, amely az F(M) gy(rtre nézve r—linearis.

Az alabbi allitas érvényben marad a (0, r) tipust tenzormezsk esetében is.

4.1. Allitds. Legyen adott egy (1,r) tipusi Q : X(M)" — X(M) tenzormezd, tovabba
legyenek adva az Yi,...,Y, € X(M) vektormezSk. Ha egy p € M pontban valamelyik
k (1 <k <r) indexre igaz Yj(p) = 0,, akkor fennall Q(Y1,...,Y,)(p) =0,.

Bizonyitas.

Tekintstik az M sokasag egy (U, §) térképét a p pontban. Szokas szerint vegyiik a £ tér-
képezés 28 = u' o & (i = 1,...,m) koordinata-fiiggvényeit az U térképtartomanyon. A
térképezéshez tartozo alapvektormezdkre alkalmazzuk az X; :‘% jelolést. Ezeket az

X; € X(U) vektormezsket terjessziik a teljes sokasagra a 2.1. Allitasban leirt dudorfiigg-
vény alkalmazéiséaval.

Vegyiink egy olyan h : M — R nemnegativ valos fiiggvényt, amelyre teljesiilnek a
0<h<1, supph CU és h(p) =1 feltételek. Emlékezziink ra, hogy a h fiiggvény supp h
tartdja azon pontok halmazanak az M—beli lezartja, melyekben a h nem tiinik el, vagyis
supph={pe M [h(p)#0 }.

Legyen X; (i = 1,...,m) az a vektormez$ az M sokasdgon, amelyre a ¢ € U esetben
fennall X;(q) = h(q)- Xi(q), a ¢ € M\ U pontbeli értékére pedig igaz X;(q) = 0,. Vilagos,
hogy X; egy sima vektormez6 az M—en.

Az Y} vektormezének az U tartomanyra vonatkozo Yi|U lesziikitése egyértelmiien fe-
jezhetd ki az X; bazisvektormezdkkel. Legyenek n; : U — R (i = 1,...,m) azon sima
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fiiggvények, melyekkel teljesiil az Yi|U = > 7", n; X; Osszefiiggés. Ezeket a valos fiiggvé-
nyeket is terjessziik ki az M sokaséigra a fenti h dudorfiiggvény felhasznalasaval. Legyen
7 - M — R az a sima fiiggvény az M sokasagon, amelyre egy ¢ € U pontban fennall
7i(q) = h(q) -mi(q), a g € M \ U esetben pedig 17(¢) = 0.

Feltevésiink szerint az Yj mez6 eltiinik a p pontban. Emiatt az 7; (1 = 1,...,m)
fiiggvényekre teljesiil 7;(p) = 0. Vegyiik észre, hogy a h fiiggvénnyel fennall a
R Y, =3 X, osszefiiggés. Mindezek alapjan a Q tenzormezének a vektormezskon
felvett p—beli értékére

adodik, ami igazolja az allitast. [J

Az el6z6 allitas alapjan tudjuk bizonyitani az alabbi fontos eredményt.
4.2. Allitas. Legyen adott egy (1,7) tipusi Q : X(M)" — X(M) tenzormezd. Amennyi-
ben az Yi,...,Y, € X(M) és Z1,...,7Z,. € X(M) vektormezdkre valamely p € M pontban
fennall Yy, (p) = Zk(p) (k=1,...,r), akkor Q(Y1,...,Y,)(p) = Q(Z1,...,Z.)(p) teljesiil.
Bizonyitas.
Mivel az Y; — Z; vektormezének a p pontbeli értéke a 0, nullvektor, a 4.1. Allitas szerint
fennall a

0, = QY1 — Z1,Ys,....Y,)(p) = (Q(Y1,Ya,....Y,) — Q(Z1,Ys,....Y,))(p) =
=Q(V1,Ys,...,Y)(p) — Q(Z1,Y2,...,Y;)(p)

osszefiigés. Ebbdl pedig Q(Y1,Ys,...,Y,)(p) = Q(Z1,Ys,...,Y,)(p) kovetkezik. Eszerint
a () tenzormezének a vektormez&kon felvett p—beli értéke nem valtozik, ha az Y; mezét
kicseréljiik a Z; vektormezével.

Hasonloan adodik, hogy (Yo — Z3)(p) = 0, teljesiilése miatt az Y, vektormez§ kicserél-
het6 a Zy—vel, vagyis fenndll Q(Z1,Ys,....Y,)(p) = Q(Z1, Za, ..., Y:) (D).

Ezt az eljardst tovabb folytatva, vagyis az Y, mezbket egyméas utdn kicserélve a Zj
vektormezGkre, végiil azt kapjuk, hogy

Q1 Ys,....Y)(p) = Q(Z1, Y, ..., Y,)(p) = Q(Z1, Za, ..., Y, )(p) = . ..
=Q(Z1,Zs,...,2Z,)(p). O
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A kovarians tenzormezd egy pontbeli értéke

Tekintsiink egy (1,7) tipusi Q : X(M)" — X(M) tenzormezst. A fenti 4.2. Allitas
kovetkeztében a () tetszéleges p € M pontban meghataroz egy @, : (I,M)" — T,M
leképezést, amelyet a kovetkez6képpen értelmeziink:

Awy, ..., v, €T,M érintévektorokhoz vegyiink olyan Y;, ..., Y, € X(M) vektormezdket,
amelyekre igaz Yi(p) = vx (k= 1,...,7). Definici6 szerint Q,(vy,...,v,) legyen egyenls a
Q(Y1,...,Y,)(p) vektorral.

Vilagos, hogy ezen (), leképezésre tetszéleges T, M-beli vy, ..., vk, ..., v,, wy vektorok
és A valos szam esetén fennallnak a

Qp(v1, .oy Vg + Wiy, 0) = Qp(vr, .oy Vky oo, ) F Qplvr, -y Wy, Uy),
Qp(v1, .oy AUy 0) =X Qp(vr, oo Vg o, 0y)

osszefiiggések, vagyis ), egy r-lineéris leképezést ad a T, M vektortéren.

Megjegyzés. Amennyiben egy Q € 7.°(M) tenzormez van adva, akkor a fentiek alapjan
barmely pe M pontban a () meghataroz egy r-linearis @), : (1,M)" — R fiiggvényt.

Megjegyzés. A (0,1) tipust tenzormezdket els6foku differencialforméknak is nevezziik.
Ezek terét X*(M)-mel is szokas jeldlni.

Tekintsiink egy f € F(M) fiiggvényt. Evidens, hogy a df : X(M) — F(M) leképezés,
amelyre igaz df (Y) =Y f (Y €X(M)), egy els6foku differencialforma az M sokasagon.

Linearis konnexié a sima sokasagon

Az eddigiek soran csak a sokasidgon vett sima fiiggvények érintévektor szerinti derivaltjat
(vagy mas szoval iranymenti derivaltjat) értelmeztiik. Amennyiben egy linearis konnexiot
is megadunk a sokasagon, akkor a vektormezd érintévektor szerinti derivaltjat is értelmezni
lehet.

4.3. Definicio. Az M differencialhato sokasagon vett kovarians derivalason (vagy méas
szoval linearis konnexion) egy olyan V : X(M) x X(M) — X(M) leképezést értiink,
amelyre tetszéleges X, Y, Z € X(M) vektormezsk és f € F(M) fliggvény esetén fennallnak
az alabbi Osszefiiggések:
(1) V(X+Y,2)=V(X,2)+V(Y,2)
(2) V(IXY)=f V(XY
3) VX, Y+2)=V(X,Y
(4) V(X,fY)=Ff V(X,Y)+(Xf)Y.
Megjegyzés. A linearis konnexiora vonatkozo (4) feltételbsl kovetkezik, hogy a V nem
képez (1,2) tipusi tenzormezét az M—en.

A V(X,Y) vektormezot az Y mez6 X szerinti kovarians derivaltjanak mondjuk. Az
egyszeriiség érdekében ezen vektormezdre a VxY jeldlést is szokéds alkalmazni. Ez esetben
a fenti négy feltétel az alabbi alakot Olti:

VxiyZ=VxZ+VvyZ, Vny:f~VXY,
Vx(Y+2)=VxY+VxZ, Vx(fY)=(Xf)-Y+f - VxY.
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Megjegyzés. Konnyen lehet példat mutatni a kovaridns derivalasra. Tegyiik fel, hogy az
M egy olyan sokasag, amelyen léteznek olyan 71, ..., Z,, sima vektormez&k, hogy tetsz6-
leges p e M pontban a Zy(p), ..., Z,(p) vektorok egy bazisat adjak a T, M érintGtérnek.
Régzitsiik ezen Z1,. .., Z,, € X(M) vektormezdket.

Tetsz6leges X, Y € X(M) esetén vegyiik azon egyértelmtien meghatérozott n'€ F(M)
(i = 1,...,m) fiiggvényeket, melyekkel fennall Y = > 7' Z;. Konnyd igazolni, hogy a
V(X,Y) =" (Xn") Z; osszefiiggeéssel leirt V : X(M) x X(M) — X(M) leképezés egy
kovarians derivalast ad az M sokasagon.

Megjegyzés. Az R™ téren tekintsiik az (R™, id) globalis térképpel meghatarozott dif-
ferencialhato struktarat. Az u' : R™ — R (i = 1,...,m) projekciok, ahol fennall
u'(ay,...,a,) = a;, azonosak az (R™, id) térkép koordinitafiiggvényeivel. Mint

ismeretes, a % bazisvektormezdre a?ﬂf = D;f = 0,f teljesiil V feF(R™) esetén.

Az R™ téren vegyiik a tetszGleges X és Y = " ) v sima vektormezGket, ahol
'U,Z
‘ 0
neFR™). AVxY =>" (Xn") s Osszefiiggéssel leirt kovarians derivalast mondjuk
ul

az R tér természetes linedris konnexidjanak.

A vektormezd érintévektor szerinti kovarians derivaltja

Az M sokasagon legyen adva egy V linearis konnexié. Vegyiink egy Y € X(M) vektorme-
z6t. Tekintsiik a Qy : X(M) — X(M) leképezést, amelyet a Qy (X ) = VxY Gsszefiiggéssel
definidlunk. A 4.3. Definicioban szerepls (1), (2) feltételek alapjan Qy egy (1,1) tipusa
tenzormez6t képez. A 4.2. Allitas kovetkeztében (rdgzitett Y esetén) a (VxY')(p) vektor
csakis az X mezd p-beli X(p) értékétdl fiigg.

A fentiek alapjan értelmezni lehet egy vektormezdének egy érintévektor szerinti
kovarians derivaltjat is, amely egy vektort eredményez.
4.4. Definici6. Legyen adott az M—en egy Y sima vektormezé és egy veT,M (pe M)
érintGvektor. Vegyiink egy olyan X € X(M) vektormezGt, amelyre fennall X (p) = v. Az
Y-nak a v szerinti kovarians derivaltjan a V,Y = (VXY)(p) vektort értjiik.

A linearis konnexiora vonatkozo (1)-(4) feltételek alapjan konnyd belatni, hogy az
érintévektor szerinti kovarians derivalt az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik.

Tetsz6leges T,M-beli v, w vektorok, Y, Z € X(M) vektormezdk, f e F(M) figgvény
és A € R valos szam esetén fennallnak a

VerwY =V,Y +V,Y, V,,Y =X-V,Y,
VoY +Z2) =V,Y +V,Z, V,(fY)=0v(f)-Y(p)+ f(p)- V.Y

Osszefiiggések.

A linearis konnexiohoz rendelt tenzormezdk

A tovabbiakban feltessziik, hogy az M sokasdgon adva van egy V linedris konnexi6. Te-
kintsiik azon T : X(M) x X(M) — X(M) és R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
leképezéseket, amelyeket a T(X,Y) = VxY —Vy X — [X,Y] és
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R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vxy|Z kifejezések irnak le tetszéleges
X, Y, ZeX(M) vektormezskre.

Kozvetlen szamolassal ellendrizhetd, hogy a T' egy (1,2) tipusu, az R pedig egy (1,3)
tipust tenzormezé az M—en.
4.5. Definicio. A T-t a V kovarians derivalas torzié tenzoranak, az R—et pedig a V
gorbiileti tenzoranak nevezziik.

Kovarians derivalas egy nyilt részsokasagon

A dudorfiiggvény alkalmazasaval konnyen igazolni lehet az alabbi kijelentést.

4.3. Allitas. Legyenek adva az Yy, Y2 € X(M) vektormezdk és egy v € T,M érintévektor.
Ha a p pont egy U nyilt kirnyezetén az Yy, Yo vektormezék megegyeznek (vagyis fennall
Yi|U = Y3|U), akkor V,Y; =V, Y, teljesiil.

Bizonyitas.

Alkalmazzuk a 2.1. Allitast. Tekintsiink egy olyan h : M — R nemmnegativ valos fiigg-
vényt, amelyre teljesiilnek a 0 < h < 1, supph C U és h(p) = 1 feltételek. A h-ra
vonatkozoan most azt is tegyiik fel, hogy a p pontnak egy V' (V' C U) nyilt kdrnyezetén
a h fiiggvény értéke konstans 1.

Mivel az U nyilt kornyezeten az Y;, Y, vektormezdk megegyeznek a Z = h(Y; — Y3)
vektormez6 a nullvektormez6t adja. Konnyd belatni, hogy a Z nullvektormezd barmely
érint6vektor szerinti kovaridans derivaltja egy nullvektor. Ily moédon azt kapjuk, hogy
teljestil

0p = VoZ = Vy(h (Y1 = Ya)) = v(h) - (Y1 = Ya)(p) + h(p) - Vo (Y1 = Y2) =
=u(h)-0,+ VY] — V,Ys = VY — V, Y.

Ennek kovetkeztében igaz V,Y; = V,Y;. U

Legyen U egy nyilt részhalmaz M-ben. Az 4.3. Allitas alapjan az M sokasidgon vett
V kovarians derivilas természetes moédon meghatiroz egy linearis konnexiot az U nyilt
részsokasagon az alabbiak szerint.

Legyenek X, Y € X(U) sima vektormez6k U-n. Tekintsiik U-nak egy tetszGleges p
pontjat. A fenti bizonyitasban alkalmazott h dudorfiiggvénnyel az Y vektormezGt ter-
jessziik ki az M sokasagra. Vegyiik azt az Y mez6t az M—en, amelyre egy ¢ € U pontban
fennall Y(¢) = h(q) - Y(q), a ¢ € M \ U esetben pedig Y(q) = 0, teljesiil. Mivel a h
dudorfiiggvény konstans 1 értékd a p pontnak egy V (V' C U) nyilt kérnyezetén, a V-re
valo lesziikitéseket tekintve igaz Y|V = Y|V.

Az Y € X(U) mez6 X szerinti (vagy maés szoval X iranyt) kovarians derivaltjat agy
értelmezziik, hogy VY legyen az a sima vektormez& U-n, amelynek a p € U pontbeli
értéke a VX(p)f/ vektor.

A linearis konnexionak egy térképezésre vonatkozé Christoffel-szimbdlumai
Tekintsitk M-nek egy (U, &) térképét. A térképezés bazisvektormezdire alkalmazzuk az
X; = o (i =1,...,m) jelolést. Fejezziik ki a Vi, X;€X(U) vektormezst a

Vx,X; = >0, T}, X alakban a megfelels T}, € F(U) fiiggvényekkel (¢, j, k =1,...,m).

ij

31



4.6. Definicio. AT}, : U = R (i, j, k = 1,...,m) differencialhato6 fiiggvényeket a V
kovarians derivalas (U, &) térképre vonatkozo Christoffelféle szimbolumainak nevezziik.

A Christoffel-féle szimbolumok ismeretében (lokalisan) le tudjuk irni a kovarians deri-
valast. Tekintsiik a térképezés U tartomanyan vett Y = > n' X, Z=3"" (' X, sima
vektormezdket, ahol ', ("€ F(U) (i = 1,...,m). A kovarians derivalas tulajdonsagait

felhasznélva a o . o
vz =Y (S G ST ) (1
i=1 j=1

k=1 =1

Osszefiiggést kapjuk.
A Z € X(U) vektormezének egy p € U pontban vett v = > " o' - X;(p) (o' € R)
érintévektor szerinti kovarians derivaltjara a

v.Z=3 (Z o 2 )+ Th ) 0t ) Xl (4.2)

i=1 j=1

kifejezés adodik a (4.1) egyenldség alapjan.

Sima vektormez6k egy gérbe mentén

Tekintsiink egy o : I C R — M sima gorbét és egy Y € X(M) vektormez6t. Vegyiink
egy olyan (U, &) térképet, amely tartalmazza a o(t) pontot (egy rogzitett t € I esetében).
Evidens, hogy van olyan J C I intervallum, amelyre fennall o(J) C U és t € J. Vezessiik

be a J-n definialt 0* = ' oo|J (i =1,...,m) valos fliggvényeket.
Mint ismeretes, a o {—beli érintévektorara o(t) = Y ;" (c")'(t) - Xi(o(t)) teljesiil.
Az Y—nak az U tartoményra valo lesziikitését fejezziik ki az X; = % (t=1,...,m)

bazisvektormezskkel az Y|U = > 7" X; alakban, ahol ' € F(U). A (4.2) osszefiiggés
alapjan konnyt belatni, hogy fennéll a

VoY =Y {0 o))+ Y ThHoo(t)-(0)(t)-(F 00)(t)} Xroolt)  (4.3)

i=1 j=1
egyenlGség.
Vilagos, hogy (4.3) kiovetkeztében igaz az alabbi kijelentés.

4.4. Allitas. Legyenek adva az Yy, Yo € X(M) vektormezdk és egy o : I — M sima girbe.
Amennyiben Y, o 0 = Y5 0 0 teljesiil, akkor tetszéleges t € [-re fenndll V)Y, = V) Yo.

4.7. Definici6. Tekintsiink egy o : [ — M sima gorbét. o—menti vektormezén egy olyan
Z : I — TM leképezést értiink, ahol Z(t) €T, )M teljesiil Vt € I-re.

Az M térképezéseit véve értelmezni lehet a o—menti vektormezd differencialhatosagat
is. Ugyanis, Z-nek az [ részintervallumaira valé lesziikitéseit ki lehet fejezni a bazisvektor-
mezkkel az alabbi formaban: Z(t) = Y1" | ('(t) - 52 o o(t), ahol ¢*,..., (™ egyértelmiien
meghatarozott valos fiiggvények. A Z—t simanak nevezziik, ha az ilyen kifejezésekben

szerepls ¢ : I — R (i =1,...,m) fiiggvények mindegyike differenciélhato.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a o érintévektoraival nyert ¢ : I — T'M leképezés is egy
sima vektormez&t ad a o gérbe mentén.

A o—menti differencialhato vektormezsk halmazara a tovabbiakban az X(o) jelolést
alkamazzuk. Vegyiik észre, hogy X(o) egy modulust képez az F([) gytri felett.
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A giérbementi vektormezd kovarians derivaltja

Legyen adott egy o : I — M regularis sima gorbe. Mint ismeretes a regularitis azt jelenti,
hogy &(t) # 0 teljesiil barmely ¢ € I-re. Eszerint a o leképezés egy immerzioja az I C R
nyilt intervallumnak az M sokasagba.

Tekintsiink egy o-menti Z differencidlhaté vektormezst. Valasszunk ki egy ¢t € [
paraméterértéket. Igazolhato, hogy van olyan Z € X (M) vektormezd, amelynél valamely
J C I részintervallumra teljesiil te J és Z o o|J = Z|J.

A fenti kijelentés igazolasdhoz hasznaljuk fel a 3.2. Tételt. Eszerint van olyan a t-t
tartalmazo J részintervallum, hogy a o(J) palya egy 1-dimenziés koordinata—szelete egy
o(t) pontbeli (U, ¢) térképnek. Vilagos, hogy emiatt van olyan Z € ¥(U) vektormezs az
U térképtartoméanyon, amelyre fennall Z(o (7)) = Z(7) barmely 7 € J-re. A Z egy lokalis
kiterjesztését adja az Z|J vektormezének. Azonban egy o(t) pontbeli dudorfiiggvény
alkalmazésaval ezt a Z € X(U) vektormezdt a teljes M sokasagra ki tudjuk terjeszteni, és
igy kaphatunk egy olyan Z € X(M) vektormezst, amelyre teljesiil Zoo]J = Z|J valamely
a t-t tartalmazo6 J intervallumra.

Regularis o gorbe esetében a o—menti Z vektormez§ ¢ helyen vett kovaridns derivaltjan
(definicio szerint) a Z'(t) = Vd(t)Z vektort értjiik.

A 4.4. Allitasbol kovetkezik, hogy a fenti Z'(t) vektor nem fiigg a Z kiterjesztésével
nyert Z € X(M) vektormezs megvalasztasatol.

Az aladbbiak sordn a gorbementi vektormezd kovaridns derivaltjanak fogalmat olyan
gorbék esetében is értelmezziik, amelyek nem regularisak. Ehhez méar térképezést fogunk
alkalmazni.

Tekinsiink egy o : I — M sima gorbét és egy Z € X(o) vektormezst. Vegyiink a
o(t) pontban egy (U, &) térképet és a V kovarians derivalasnak a térképezésre vonatkozo

Ik € F(U) Christoffelféle szimbolumait (i, j, k = 1,...,m). A 4.6. Definici6 szerint
0
Oz’

ezek azon fiiggvények az U térképtartomanyon, melyekkel az X; = alapvektormez&kre
fennallnak a Vi, X; =>7" T'f - X Gsszefliggések.

Legyen J C I egy olyan valos intervallum, amelyre igaz o(J) C U és t € J. Fejezziik
ki a o|J gorbe mentén vett Z|J vektormezst a Z|J = > ", (" X; 0 o|J alakban, ahol
CteF(J) (i=1,...,m) valos fiiggvények.

4.8. Definici6. A o—menti Z € X(0) vektormezd ¢ helyen vett kovarians derivaltjan a

20 =Y {0+ Y ThE) (V0 G} i) (@

k=1

vektort értjiik.

Megjegyzés. Az el6bbi definicioban szerepls Z'(t) € T, M vektor, nem fiigg a o(?)

pontbeli (U, ) térkép megvélasztasatol. Ugyanis, ha ¢(t) # 0, akkor fennall

Z'(t) = Vs Z barmely olyan Z € X(M) vektormezére, amelyre igaz Z = Z o 0.
Amennyiben &(t) = 0 teljesiil, akkor a definiciobol a Z'(t) = >"7L (¢C*)/(t) - Xi(o(t))

Osszefiiggést kapjuk. Egyszerten ellenérizhets, hogy egy masik o(t)—beli térkép alkal-

mazasa esetén a (4.4) kifejezés ugyanazt a vektort adja.
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Megjegyzés. Konnyii igazolni, hogy tetszéleges Y, Z € X(0) mezdk és he F(I) fiiggvény
esetén teljesiil (Y +2)'(t) =Y'(t)+ Z'(t) és (hZ)(t)=h(t) - Z'(t) + N (t) - Z(t).

Megjegyzés. Belathato, hogy a (4.4) sszefiiggéssel meghatarozott Z' : [ — T M leképe-
7és szintén egy sima vektormezGt ad a o gorbe mentén.

Parhuzamos vektormezék egy gorbe mentén

Legyen adott egy o : I — M sima gorbe.
4.9. Definicié6. Egy Z € X(0) vektormez6t parhuzamosnak mondjuk a o mentén, ha
fennall Z'(t) = 0 barmely t € [-re.

A (4.4) osszefliggésbdl adodik, hogy egy Z € X (o) vektormez parhuzamos akkor és csak
akkor, ha tetszoleges (U, €) térképre vonatkozoan a ¢* koordinita—fiiggvények kielégitik a

O+ 4> Thea)- (@ o))} ¢(t) =0 (4.5

(k=1,...m) egyenleteket.

A sima gorbe mentén vett parhuzamos vektormezdkre igaz a kovetkezd kijelentés.
4.1. Tétel. Legyen adott egy o : I — M sima gorbe és annak valamely o(ty) pontjaban
egy v €T, ,) M vektor. Pontosan egy olyan Z € X(o) parhuzamos vektormezd van, amelyre
fennall Z(ty) = v.

Bizonyitas.

Az egyértelmiiség igazolasa.

Tegyiik fel, hogy Z; és Zs olyan parhuzamos vektormezdk a o gérbe mentén, melykre igaz
Zy(ty) = v, Zsy(to) = v. Tekintsiik a J ={ ¢t € I'| Z,(t) = Zy(t) } részhalmazt [-ben.

Amennyiben valamely a € I helyen Z;(a) = Z5(a) teljesiil, akkor vegyiink egy (U, ¢)
térképet a o(a) pontban, tovabba a 7, Z, vektormezdk (lokalis) koordinata—fiiggvényeit
ezen térképezésre vonatkozoan. Ezek a koordinata—fiiggvények az I-—nek egy részintervallu-
méan vannak definidlva és megoldasat adjak a (4.5) elsérendi linearis differencidlegyenlet—
rendszernek. Mivel az a helyen vett értékeik megegyeznek, a differencidlegyenletek elmé-
letének idevagd tétele szerint Z; és Z, koordinata—fliggvényei azonosak. Tehat Z; és Z,
az a—nak egy kornyezetén is egyenl6ek, vagyis J egy nyilt halmaz [-ben.

Vegyiik az M sokasig diszjunkt érintétereinek unidjaként nyert T'M érintényalabot.
Ezen természetes mdédon addodik egy topolodgia, illetve egy differencidlhato struktara. A
Zy és Zy vektormezdket tekintsiik most sima (és egyuttal folytonos) leképezéseknek az T
intervallumboél a T'M-be. Mivel a TM érintényalab egy Hausdorff—féle topologikus tér,
egy jolismert topologiai allitas szerint a J = {t € I | Z1(t) = Zs(t) } részhalmaz zart
I-ben. Azt kaptuk, hogy J egy nyilt és zart részhalmaza az Osszefiiggs I intervallumnak,
tovabba ty € J miatt J # (). EbbSl mar kovetkezik, hogy J = I és Z, = Z, teljesiil.

A parhuzamos vektormez§ létezésének igazolasa.

Tegyiik fel, hogy van olyan (U, &) térkép, amelynek tartomanya tartalmazza a o gorbe
palyajat. Ez esetben vegyiik a o(to) pontbeli v vektor v = 7" o' - X;(p) kifejezését a
térképezés bazisvektoraival. Tekintsiik a ¢¥ : I — R (k = 1,...,m) valos fiiggvényekre
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felirt (4.5) differencialegyenlet-rendszert a (*(ty) = o” kezdeti feltételekkel. A differenciél-
egyenletek elmélete szerint ennek egyértelmtien létezik megoldasa a teljes I intervallumon.

Ha nincs olyan térképe a sokasdgnak, amely tartalmazza a o(I) palyat, akkor a (4.5)
differencidlegyenlet-rendszer alkalmazaséval csak egy J C [ részintervallumhoz tartozo
o|J gorbeszegmens mentén tudunk meghatarozni olyan Z « J — TM péarhuzamos vektor-
mezGt, amelynek to—beli értéke az adott v vektor. Azonban ezt a J—n értelmezett leképe-
zést tovabbi térképezések alkalmazasaval ki lehet terjeszteni a teljes I intervallumra. Ezt
az alabbi tulajdonsig miatt tehetjiik meg.

Legyenek J; és Jy olyan részintervallumai I-nek, hogy J; N Jy # (. Tegyiik fel,
hogy Zy : J1 — TM és Zy : Jy — TM olyan parhuzamos vektormezsk a o|.Jy, o|Ja
gorbeszegmensek mentén, melyek értékei valamely a € J; N Jo helyen egyenlGek, azaz
fennall Zi(a) = Zy(a). Az egyértelmiiség bizonyitasdban leirtakat felhasznalva, ekkor
tetszbleges T € J; N Jy pontban igaz Zi(1) = Zs(r). Ily moédon a Z; és Zy mezGk
egyesitésével egy Z : J; U J, — TM péarhuzamos vektormezst kapunk a o|(J; U Jy) gorbe
mentén.

Ennek alapjan tovabbi térképezéseket véve a Z:J—=TM leképezést ki lehet terjesz-
teni a teljes [ intervallumra oly modon, hogy egy olyan Z : I — T'M sima leképezést
nyerjiink, amely parhuzamos vektormez6t ad a o gérbe mentén. [

Megjegyzés. A fenti 4.1. Tétel ismeretében mér konnyt belatni, hogy a o gérbe mentén
vett parhuzamos vektormezsk egy m—dimenziés vektorteret alkotnak.

A 4.1. Tétel lehet6séget ad arra, hogy a gorbe egyik pontjanak érintGterét parhuza-
mosan eltoljuk egy masik gérbepont érintéterébe.
4.10. Definici6. Tekintsiink egy o : I — M sima gorbét és valamely a, be [ paraméter-
értékeket. A T )M érintStérnek a T, ) M-be térténd, o—menti parhuzamos eltoldsin az
alabb meghatarozott P, : Toq)M — 15 M leképezést értjiik:

Egy tetszbleges v € T, ()M vektorhoz vegyiik azt a parhuzamos Z € X(o) vektormezét,
amelyre Z(a) = v teljesiil. A v-hez a o(b) pontbeli P,(v) = Z(b) érintévektort rendeljiik.

Megjegyzés. Konnyi belatni az eddigi eredmények alapjan, hogy a P, : Ty M — T5) M
leképezés egy linearis izomorfizmus.
4.11. Definicio. Egy o : I — M sima gorbét geodetikusnak (vagy mas néven autop-

arallelnek) neveziink, ha az érintGvektoraival nyert ¢ € X(o) vektormezd parhuzamos a o
mentén.
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Tenzormez6k kovarians derivaltja

Tegyiik fel a tovabbiakban is, hogy az M sokasigon adva van egy V linearis konnexio.
Ez esetben nemcsak vektormezdk, hanem a (0,7) és (1,r) tipust tenzormezdk kovarians
derivaltjat is értelmezni lehet.

Jelolje T°(M) az M sokaségon vett (0,7) tipusi tenzormezsk terét. Tekintsiink egy
Q : X(M) — F(M) (0,r) tipust tenzormezst és egy X € X(M) sima vektormezst.
Vegyiik azt a Vx@Q : X(M)" — F(M) leképezést, ahol fennall

(Vx@Q) (V. Y0) = X(Qa, V) = 3R, VYY)

barmely Y1, ..., Y, € X(M) vektormezsk esetén. Kénnyen ellenérizhets, hogy ez a leképe-
zés F (M )-linearis, tehat a Vx(@ is egy (0, r) tipust tenzormezd.

4.12. Definici6. A Q€T (M) tenzormezonek az X € X(M) vektormezs szerinti kovarians
derivaltjan a fenti Osszefiiggéssel értelmezett V x Q) tenzormezot értjiik.

Megjegyzés. Legyen adva az M sokasagon egy w € X*(M) 1-forma, amely egyuttal
egy (0, 1) tipust tenzormezd is. A fentiek szerint ennek az X € X(M) vektormezd szerinti
kovaridns derivaltjan azt a V yw 4altal jelolt 1-forméat értjiik, amelyre fennall

(Vxw)(Y) = X (w(Y)) —w(VxY) tetszdleges Y € X(M) esetén.

Tekintsiik most azt a VQ : X(M)"™" — F(M) leképezést, amelyet a

VQ (Vi Yer1) = Vo, Q- Y2

kifejezés ir le, ahol Yi,..., Y11 € X(M) tetszbleges vektormezsk. Vegyiik észre, hogy a
VQ leképezés egy (0,7 + 1) tipusi tenzormezdt ad.
4.13. Definici6. A VQeTY (M) tenzormezst a @ kovarians derivaltjanak mondjuk.

Megjegyzés. A kovarians derivilassal egy kovarians tenzormezébdl egy olyan tenzormezét
kapunk, amelynek a fokszama méar 1-gyel nagyobb.

A fenti fogalmakat az (1,7) tipusi tenzormezdk esetében is be lehet vezetni.
4.14. Definici6. A Qe T(M) tenzormezének az X € X (M) vektormez6 szerinti kovarians
derivaltjan azt a VxQ : X(M)" — X(M) leképezést értjiik, amelyre fennall

=1
tetszbleges Y1, ..., Y, € X(M) vektormezskre.

Megjegyzés. A 4.14. Definicio esetében konnyen ellendrizni lehet, hogy V x @ is egy (1,7)
tipust tenzormezd.)
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Tenzormezok tenzori szorzata

A tovabbiakban két kovaridans tenzormezé szorzatat fogjuk értelmezni. Legyenek adva a
Q1 €TX(M) és Qu€ TX(M) kovaridns tenzormezsk. Vegyiik azt a

Q1®Qy : X(M)'™ — F(M) leképezést, amelyet a

Q1Q2 (Y1,...,Yiis) = Q1(Yr, ..., Y) - Qa(Yiuq, ..., Yiys) Osszefiiggés ir le. Nyilvanvalo,
hogy ez a leképezés is F(M)-lineéris, tehat Q1 Q@Q2 € T,% (M) teljesiil.

4.15. Definicié. A (0,7 +s) tipusi Q1®Q): tenzormezdt a Q1 és a () tenzori szorzatanak
nevezziik.

Tenzormezd visszahtuzasa egy sima leképezésnél

Legyen adott egy pu: M — N differencidlhato leképezés az M sokaségbol az N sokasagba.
Az N sokasagon vegyiink egy Q€ 7.°(N) tenzormezét. Tekintsiik azt a
prQ  X(M)" — F(M) leképezést, ahol fennall

QY. Y2)(p) = Qup)(Tu(Yi(p)),. ... Tu(Y:(p)))

tetszbleges Y7, ...,Y, € X(M) vektormezsk és p € M pont esetén. Lathato, hogy a u
érint6leképezése alapjan értelmezett p*Q leképezés F (M )-linearis.

4.16. Definicio. A p*QeT?(M) tenzormezst a @ pu altali visszahtizasanak (vagy mas
szoval a ) p szerinti transzforméltjanak) mondjuk.

Megjegyzés. A p: M — N sima leképezés a fentiek szerint meghataroz egy
w*: TO(N) — T2(M) leképezést a (0,r) tipust tenzormezék terén. Ezt a u* leképezést a
u transzforméltjanak szokas nevezni.

Evidens, hogy amennyiben h€ F(N) és Q€T (N), akkor fennall
p(h@Q) = (hop) - Q.

Szintén kénnyen igazolhato, hogy barmely Q; € TP(N) és Qo € TP(N) tenzormezsk
esetén (" (Q1®Q2) = p*Q1 @ p*Qs teljesiil.
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5) A Riemann—sokasagok elméletének alapjai

Az M differencialhato sokasagon legyen adott egy (0, 2) tipusi g : X(M)xX(M) — F(M)
tenzormezd, amelyre fennall g(X,Y) = g(Y, X) barmely X, Y € X(M) vektormezsknél.
Ismeretes, hogy a g az Gsszes T,M (pe€ M) érint6téren meghataroz egy
gp : Ty M x T,M — R szimmetrikus bilinedris format.
5.1. Definici6. Amennyiben a g, : T,M x T,M — R szimmetrikus bilinearis forma
tetszGleges p € M pont esetén pozitiv definit, akkor azt mondjuk, hogy a g egy Riemann—
metrikat ad az M sokasagon.

Ez esetben az (M, g) part egy Riemann-sokasagnak nevezziik. (A g—t a Riemann—
sokasag metrikus tenzormezg§jének hivjuk.)

A g metrikus tenzor a sokasag Gsszes érintGterén meghataroz egy—egy skalaris szorzatot.
Ennek kovetkeztében értelmezni tudjuk az érintGvektor hosszat (az alabbiak szerint). A
veT,M vektor hosszanak mondjuk a ||v|| = 1/¢,(v,v) nemnegativ szamot.

Megjegyzés. A természetes differencialhatéd struktiraval ellatott R™ téren tekintsiik azt

=)
. . . . auz.’ au.] ..
Az (R™, g) Riemann-sokasagot az m—dimenzi6s euklideszi térnek nevezziik.
Az R™ euklideszi tér metrikus tenzormezGjére a ( , ) jelolést is szokas alkalmazni.

a g € T (R™) metrikus tenzormezdt, amelyre fennéll g ( =0d;; (i, 5=1,...,m).

5.2. Definici6. A Riemann—sokasigon legyen adott egy o : I C R — M sima gorbe.
Vegyiink egy [a,b] C I zart intervallumot. A o|[a,b] gorbedarab ivhosszan az

I(oa, b)) = / 166 dt

nemnegativ szamot értjiik.

A Riemann—metrika visszahtizasa egy immerziéonal

Legyen adott egy (N, g) Riemann—sokasig, tovabba egy M differencidlhato sokasag és
annak egy ¢ : M — N immerzi6ja az N-be. Konnyen belathato, hogy t*g € T (M) egy
metrikus tenzormez6t ad az M sokasigon.

Megjegyzés. A legtobb esetben a szoban forgd Riemann-—sokasagot részsokasigként irjuk
le egy magasabb dimenzios Riemann-—sokasagban (tobbnyire egy euklideszi térben).

A klasszikus differencidlgeometriaban olyan sima elemi hiperfeliileket vizsgaltunk, me-
lyeket valamely r: D — R™"! regularis vektorfiiggvény képeként nyertiink. Az R™ beli
D 06sszefiiggs nyilt halmazon vett r leképezés valojaban egy differencidlhatd bedgyazas.
A M = r(D) hiperfeliileten mindig azt a Riemann-metrikat vettiik, amelyet a befoglalo
R™+! euklideszi tér Riemann-metrikdjabol nyertiink.

5.3. Definicio. Legyenek adva az (M, g) és (N, g) Riemann-sokasagok. A p: M — N
diffeomorfizmust izometridanak mondjuk, ha p*g = g teljesiil.

Megjegyzés. A kordbbi definiciok alapjan konnyen belathatd, hogy egy

i M — N diffeomorfizmus akkor és csak akkor ad izometriat, ha tetszéleges p € M
poutban a Tpu : T,M — T),,) N érint6leképezés ortogonalis (vagyis megérzi az érintGtéren
értelmezett skalaris szorzatot).
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A metrikus tenzor komponensfiiggvényei egy adott térképre vonatkozoan

Legyen adott egy (M, g) Riemann—sokasag. Vegyiik az M sokasagnak egy (U, &) térképét,

tovabb4 az ahhoz tartozo z* = u’ o ¢ koordinata-fiiggvényeket és X; = By (t=1,...,m)
x
alapvektormezdéket.
Az U térképtartomanyon értelmezett azon g;; : U — R (4,5 = 1,...,m) sima fiiggvé-

nyeket, amelyeket a g;;(p) = gp(%(p), %(p)) Osszefiiggés ir le tetszéleges p e U-ta, a g
metrikus tenzormez6 (U, &) térképre vonatkozo komponensfiiggvényeinek nevezziik.

Evidens, hogy ezekre fennall g;; = g;;, és a g tenzormezének az U-ra valo leszikitése
kifejezhets a glU = 37", 370, gijda’ @ da? alakban.

Valamely p € U pont esetén a g;;(p) (i,5 = 1,...,m) elemekb6l képzett m x m—
es matrix legyen G(p). Ily modon egy G : U — End(R™) differencidlhatéd leképezést
nyeriink, ahol End(R™) az m-edrendi négyzetes matrixok terét jeloli. Mivel fennéall
det G(p) > 0 (p € U), a G(p) matrix invertdlhat6. A G(p) inverz matrixat jelolje
H(p), ennek elemeit pedig h(p) (4,7 = 1,...,m). Eszerint a metrika alapjan tovab-
bi K9 : U — R (i,5 = 1,...,m) sima fiiggvényeket kapunk az U nyilt tartoményon,
melyekre fennall h'7 = /¢,

Az alabbi segédtételt tobbszor is alkalmazni fogjuk a késébbiek soran.
5.1. Lemma. Legyen adva egy w : X(M) — F(M) elséfoku differencialforma az (M, g)
Riemann-sokasagon. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan Y € X(M) vektormezd, amellyel
fennall az w(Z) = g(Y,Z) Osszefiiggés barmely Z € X(M) esetén.
Bizonyitas.
A segédtételt elegendd a sokasag egy térképtartomanyan igazolni. Vegyiink egy (U, €) tér-
képet. A térképezéshez tartozo koordinata—fiiggvények legyenek z° = u'of (i = 1,...,m),

az alapvektormezék pedig X; = — (j = 1,...,m). Tetszéleges p € U pontban a

J
dz!(p),...,dz™(p) differencidlok egyxbézisét adjak a T,M érint6tér Ty M dudlis terének,
tehat az w(p) linearis forma egyértelmiien all el ezek linearis kombinaciojaként. Tekint-
siik az w 1-forma mezének az U-ra valo leszlikitését és a b;(p) = w,(X;(p)) kifejezéssel
leirt b;: U — R (i =1,...,m) fliggvényeket, melyekkel teljesiil az
wlU =" bide" egyenlség.

Egy Y € X(U) vektormezd koordinita-fiiggvényei legyenek o' : U — R (I =1,...,m).
Ezekkel Y kifejezhets az Y = ", n' X; formaban. Vilagos, hogy az Y mezdre pontosan
akkor teljesiil az w(Z) = g(Y, Z) egyenlGség barmely Z € X(U) esetén, ha fennallnak az
9V, X;) =w(X;) (j =1,...,m) Osszefiiggések. Ezekbdl a

St g =0 (j=1,...,m)

egyenletekhez jutunk, amelyekben a g;; € F(U) fiiggvények a g metrikinak a térképezésre
vonatkoz6 komponensfiiggvényei. Lathato, hogy ezen egyenletrendszernek pedig egyértel-
mien létezik megoldasa az n' fiiggvényekre nézve. Ha a fenti egyenleteket megszorozzuk
a h¥ fiiggvényekkel és Osszegzést végziink a j indextartomanyan, akkor azt kapjuk, hogy
n' =L h7 by teljesiil. Eszerint az adott feltételnek eleget tev Y mezs egyértelmiien
meg van hatarozva a g metrikaval és az w 1-forma mezével. [
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A Levi-Civita—féle linearis konnexi6 a Riemann—sokasiagon

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy adott egy (M, g) Riemann-sokasag. Tekintsiink az
M sokasagon egy V linearis konnexiot. Ekkor a 4.12. Definici6 alapjan értelmezni lehet
a g metrikus tenzormezd egy X € X(M) vektormezs szerinti V xg kovarians derivaltjat,
melyet a

(Vxg)(Y,Z2) = X(g(Y,Z2)) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)

Osszefiigges ir le tetszéleges Y, Z € X(M) mellett. A 4.13. Definicionak megfelelGen a g
tenzormezd Vg kovarians derivaltja egy (0,3) tipusi tenzormezd, melyet a
Vg (Y, Z,X) = (Vxg)(Y,Z) egyenlet hatiaroz meg.

5.4. Definici6. Az M Riemann-sokasigon vett V kovaridns derivalast metrikusnak
mondjuk, amennyiben fennall Vg = 0.

A fentiek alapjdn nyilvanvalo, hogy a V linearis konnexié pontosan akkor metrikus,
ha tetszéleges X, Y, Z€X(M) vektormezskre teljesiil az

X(g(Y, 2)) = g(VxY, Z) + g(Y, Vx Z) (5.1)

egyenlGség. Emlékezziink ra, hogy V torzi6é tenzorat a

T(X,Y)=VxY —-VyX—[X,Y] Osszefiiggéssel definialtuk, ahol [ X, Y] a két vektormezs
Lie-zarojele. Ha az (1,2) tipusi T mez6 eltiinik (azaz T = 0), akkor azt szokds mondani,
hogy V torzidmentes.

Az alabbi tételt a Riemann—geometria legfontosabb eredményeként tartjik szamon.
5.1. Teétel. Az (M,g) Riemann—sokasdgon egyértelmiien létezik egy olyan V linearis
konnexié, amely metrikus és torziémentes.

Bizonyitas.

Az egyértelmiiség igazolasa.

Tegyiik fel, hogy V egy olyan linearis konnexié az M sokasigon, amelynek torzié tenzora
eltiinik és amellyel fennall Vg = 0. Vegyiink harom vektormez6t a sokasagon, melyek
legyenek X, Y és Z. Az (5.1) egyenlet alapjan igazak az

X9, 2))=9(VxY,.Z)+g(Y,VxZ),
Y(9(Z, X)) =9(VvZ,X)+g(Z,VyX),
Z(g(X,Y))=g(VzX,Y)+ g(X,V,Y)

Osszefiiggések. Ha az els6 két egyenlet Osszegébdl vonjuk ki a harmadikat, akkor azt
kapjuk, hogy fennall

XY, 2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) =
= g(VxY +VyX,Z) + g(VyZ = VY, X) + g(VxZ - V;X,Y).

A V torzibmentessége miatt igaz Vy X = VxY — [X,Y]. Ezt felhasznalva az el6z6
egyenletbdl

X(g(Y. 2)) + Y (9(Z, X)) ~ Z(g(X.Y)) =
— 29(VxY, 2) — g(IX. Y], 2) + g([Y, 2], X) + ¢([X, Z),Y)
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adédik. Ebbgl atrendezéssel a

§VY Z) = 5 (X (Y, 2)) + Y (917, X)) = Z(g(X, ) -
~ 9,1, 2]) + 9(¥,12,X]) + 9(Z, [X. V1) 5:2)

Osszefiiggést nyerjik.
Legyenek X és Y két kivalasztott vektormezs. Tekintsiik azt az

wxy : X(M) — F(M) 1-forma mez6t, melyet az wxy(Z) = g(VxY,Z) egyenlGséggel
értelmeziink. Az (5.2) egyenlet szerint, az wx y differenciélformét a g metrika egyértel-
miien meghatarozza. Ennek koévetkeztében az wxy 1-forma mezének megfelels VY
vektormezGt g szintén meghatérozza az 5.1. Lemma alapjan. Mivel ez tetsz6leges X, Y
vektormezGk esetében igaz, a V kovarians derivalas is egyértelmi a metrikussag és a tor-
zidmentesség feltétele mellett.

A linearis konnexio létezésének igazolasa.
Tekintsiik azt a C : X(M) x X(M) x X(M) — F(M) leképezést, amelyre fennall

C(X,Y.2) = 5 (X(s(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) ~ Z(g(X. V) -

— X1V, 2)) + 9(Y, 12, X)) + 9(Z,[X,Y)))
tetszbleges X, Y, Z€X(M) vektormezskre. Vilagos, hogy a C leképezés mindharom val-
tozdjara nézve rendelkezik az tigynevezett additivitasi tulajdonsiggal. Emellett kozvetlen
szamolassal ellendrizhetd, hogy amennyiben a vektormezdket egy f € F(M) figgvénnyel
megszorozzuk, akkor a
CX,Y, fZ)
C(X, Y, 2)

:fC(X7Y7Z>+(Xf)g(KZ) (53)
Osszefliggéseket kapjuk. Tehat a C' leképezés nem ad tenzormezét, mivel a masodik val-
tozojara nézve nem F (M )-linearis.

Legyen X és Y két kivalasztott vektormezd. Vegyiik azt a Cxy : X(M) — F(M)
leképezést, melyet a Cxy(Z) = C(X,Y, Z) egyenlet ir le. Lathato, hogy Cxy egy els6-
foka differencialforma. Az 5.1. Lemma szerint ennek egyértelmien megfelel egy D(X,Y)
vektormezs, amelyre teljesiil Cyy(Z) = ¢g(D(X,Y), Z) barmely Z € X(M) vektormez6
mellett. (A vektormezd jelolésének oka mindjart kideriil.)

A fenti eljarassal egy D : X(M) x X(M) — X(M) leképezést kapunk, amelyet a

g(D(X:Y>>Z) = C(X7Y7 Z)
egyenlet hatdroz meg, ahol X, Y, Z € X(M) tetszSleges vektormezSk. Vilagos, hogy
a D leképezésre fenndllnak a D(X + X,Y) = D(X,Y) + D(X,Y) és D(X,Y +Y) =
D(X,Y)+D(X,Y) egyenltségek. Az (5.3) Osszefiiggések felhasznalasaval pedig belathato,
hogy igazak a

D(fX,Y)=f-D(X,Y), D(X.fY)=f-D(X,Y)+(Xf)Y
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egyenletek is. Vegyiik észre, hogy a 4.3. Definici6 alapjan D egy kovarians derivalast ad az
M sokasagon. Emiatt a D(X,Y) vektormezére a DxY jelolést is alkalmazhatjuk, hiszen
ez az Y mez6nek a X szerinti derivaltja a D linearis konnexiora nézve.

Azt kellene még megmutatni, hogy D torziomentes és metrikus. A C—t leir6 formulabol
kozvetlen szamolassal adodik, hogy fennall a

g(D(X,Y),Z) _g(D(Y>X)7Z) —g([X,Y],Z) =0

Osszefliggés. Eszerint a D kovarians derivalas T' torzio tenzorara teljesiil
g(T(X,Y),Z) =0 barmely X, Y, Ze€X(M) mez6kre, amibsl T = 0 kovetkezik.
Ugyancsak kozvetlen szamoléssal igazolhato a

X(Q(Y> Z)) :g<D<X7Y>7Z> —I—Q(D(X, Z),Y)

egyenlgség. FEz viszont az (5.1) Osszefiiggés szerint azt bizonyitja, hogy a D kovarians
derivalas metrikus a g—re nézve. Ezzel belattuk a keresett linearis konnexio létezését is.
OJ

5.5. Definici6. Legyen adott egy (M, g) Riemann—sokasag. Az M Levi-Civita—féle line-
aris konnexidjanak mondjuk azt az egyértelmtien meghatarozott V kovarians derivalast,
amely metrikus és torzibmentes.

Megjegyzés. Az 5.1. Tétel bizonyitasa szerint az (M, g) Riemann-sokasigon a Levi-
Civita—féle V linearis konnexiot a
1
9(VxY, Z) = 5 (X(9(Y, 2)) + Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) =
—9(X,[Y, Z]) + (Y. [Z, X]) + g(Z,[X,Y])) (5.2)

Osszefiiggés hatarozza meg, amelyben X, Y, Z € X(M) tetsz6leges vektormezdk. Ezt az
alapvets Osszefiiggést a szakirodalomban Koszul-formulanak szokas nevezni.

A Levi—Civita—féle kovarians derivalas Christoffel-szimboélumai

Tekintsiik az (M, g) Riemann—sokasagon a V Levi-Civita—féle linearis konnexiot. Legyen
egy (U, &) egy térképe az M-—nek. A £ térképezés alapvektormezdit jelolje

X; = % (¢ =1,...,m). Mint ismeretes, a V-nak az adott térképre vonatkozé Christoffel-
szimbolumain azokat a Fﬁj :U — R (i, 4,1 = 1,...,m) fiiggvényeket értjik melyekre

teljesiilnek a
Vax, X; =20 T - X (5.4)

Osszefiiggések.

Ismeretes, hogy a Young—tétel kovetkeztében az alapvektormezGk Lie—zarojele elttinik,
vagyis [X;, X;] = 0. Mivel a V konnexi6 torzidmentes, Vx, X; = Vx, X; teljesiil. Ebbgl
viszont kovetkezik, hogy a Christoffel-szimbolumok a két als6 indexiikre nézve szimmet-
rikusak, vagyis fennall I'} ; = T,.

Vegyiik a g metrikus tenzormezé ezen térképre vonatkozo ¢;; : U = R (4,5 =1,...,m)
komponensfiiggvényeit, melyeket a ¢;; = g(X;, X;) egyenletekkel nyeriink.
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5.1. Allitas. A Levi-Civita-féle V linedris konnexiénak az (U,¢) térképhez tartozo
Christoffel-szimbolumait a

1 & 0 0 0
o= B*(==(gjk) + == (91) — 5 (9 5.5
=3 2 (et g5 0m) — o) (5.5)
kifejezések adjak meg (i, j, L =1,...,m).

Bizonyitas.

Vegyiik az X;, X;, X alapvektormezdket. Mivel ezek Lie-zarojele eltiinik az (5.2) Koszul-
formula az egyszertibb

oV, X5, X5) = 5 (X9, X)) + X (9(Xi, X)) — Xelg(X:, X,))

alakot 6lti. Alkalmazva a Christoffel-szimbolumokat definialo (5.4) egyenletet a

S U7 gee = 5 (Xi(gie) + X5(gri) — Xilg45))

osszefiiggést kapjuk. Szorozzuk be ezt a h* fiiggvényekkel. Ha az i, j indexeket rogzitjiik
és k befutja az 1,...,m indextartoményt, akkor m szamu egyenletet kapunk. FEzeket
sszeadva " St 7 g WM = 30" T7, 6L = Tl kévetkeztében a

Lhy =5 2ier W (Xilgge) + X5 (gr) — Xilgi5))
egyenlGséget kapjuk, ami igazolja az allitast. [.

A tovabbiakban egy (M, g) Riemann—sokasagon mindig a Levi-Civita—féle V lineéris
konnexiot alkalmazzuk.

A sima gbrbe mentén vett vektormezd kovarians derivaltjat a 4.8. Definiciéban, par-
huzamossagat pedig azt kévetGen a 4.9. Definicioban értelmeztiik. Ezzel kapcsolatosan
igaz az alabbi kijelentés.

5.2. Allitas. Legyen adott egy o : I — M sima gérbe. Amennyiben az Y, Z € X(0)
vektormezdék parhuzamosak a o mentén, akkor az f(t) = g(Y(t), Z(t)) (t€l) kifejezéssel
definialt f € F(I) valos fiiggvény konstans.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy a o gorbe ¢t € I helyen vett érintGvektorara fennall o(¢t) # 0. Kovessiik
a 4.1. Tétel bizonyitasaban alkalmazott eljarast. Eszerint van olyan J C I (t € J) részin-
tervallum és vannak olyan Y, Z € X(M) vektormezdk a sokasdgon, hogy fennall Y () =
Yoo(r)és Z(t) = Zoo(r) barmely 7 € J esetén. Emiatt teljesiil f(7) = g(Y, Z) o o(7),
illetve ebb6l adodoan f'(t) = ¢(t)(g(Y, Z)) is igaz. Mivel a V konnexi6é metrikus, (5.1)
kovetkeztében barmely v € T,,(M) érintGvektor szerinti irdnymenti derivaltra teljesiil

v(g(Y,2)) = g(V.Y, Z(p)) + 9(Y (p), Vo 2).
Amennyiben v helyett a ¢(t) vektort vessziik, akkor Y'(t) = Vd(t)f/ felhasznalasaval az
F'(t) = 9(VowY. Z(o (1)) + g(Y (0(1), Vo 2) = 9(Y'(1), Z(1)) + g(Y (), Z'(1))
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Osszefiiggést nyerjik. Az Y, Z parhuzamos vektormezdk o mentén, tehat igaz Y'(t) = 0
és Z'(t) = 0. Ezekbdl pedig f'(t) = 0 kovetkezik.

Konnyen igazolhato a (4.4) kifejezés alkalmazaséaval, hogy amennyiben a ¢ € I helyen
fennall o(t) = 0, akkor is teljesiil f'(t) = 0. Ezek alapjan az f fiiggvény konstans. O

A fenti allitdsbol mar kovetkezik az alabbi eredmény.
5.3. Allitas. Vegyiink egy o : I — M sima giérbét és valamely a, b € I értékeket.
APy TyyM — T,y M parhuzamos eltolas o mentén megdrzi a skalaris szorzatot az
érintGtereken.

A Riemann—sokasag geodetikus gorbéi

Legyen adott az (M, g) Riemann-sokasag egy (U, &) térképe és egy olyan egy v : [ — M
sima gorbe, amelyre fennall (1) C U. Mint ismeretes, a y-t akkor mondjuk geodeti-
kusnak, ha az érintévektoraival nyert 4 € X(y) vektormezs parhuzamos v mentén, azaz
teljesiil (§)'(t) =0, t € I. A gorbementi parhuzamos vektormezdket a (4.5) egyenletrend-

szer jellemzi. Eszerint a v pontosan akkor lesz geodetikus, ha az y, = 2oy (k= 1,...,m)
koordinata—fiiggvényei kielégitik az
yi(t) + 20 Y Th (@) - wit) - y5(t) = 0 (5.6)

masodrendd differencidlegyenlet—rendszert.

5.6. Definicio. A v : I — M geodetikus gorbét maximalisnak mondjuk, ha nincs olyan
o :J — M geodetikus, amelyre I C J, I # J és o|l =~ egyarant teljesiil.

A differencidlegyenletek elmélete alapjan igazolhatd az alabbi tétel.
5.2. Tetel. Tekintsik az (M,g) Riemann-sokasig egy tetszéleges v € T,M (p € M)
érint6vektorat. Egyértelmiien létezik egy olyan v : I — M maximalis geodetikus, amelyre
fennall v(0) = p és (0) = v.

A Riemann—sokasag gorbiileti tenzorara vonatkozo Gsszefiiggések

A konnyebb attekinthetGség érdekében az M sokasagon vett Riemann-metrikit g helyett
jelolje ( , ) az alabbiak soran.

5.4. Allitas. Az (M,(, )) Riemann-sokasag R gérbiileti tenzorara igazak az alabbi
dsszefiiggések tetszéleges X, Y, Z, W € X(M) vektormezdk esetén:

(1) RIX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0;

(2) (R(X,Y)Z, W)=—(R(X, Y)W, Z);

(3) (R(X,Y)Z, W)= (R(Z,W)X,Y).

5.7. Definici6. Legyen az S egy 2—dimenzios altere a T,M (pe€ M) érintGtérnek. Vegyiik
(R(v,w)w,v)

<Ua U><wa w> - <U7 U)>
szamot a Riemann-sokasag S sikallashoz tartoz6 Gauss—gorbiiletének nevezziik.

az S altér tetszdleges v és w lineérisan fiiggetlen vektorait. A K(S) =

2

Megjegyzés. Az elgz6 allitasban szerepld Osszefliggések alapjan be lehet latni, hogy a
K (S) Gauss—gorbiilet értéke nem fiigg az S alteret generalo v, w vektorok megvalaszta-
satol.
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6) Integralas az iranyithat6 sokasagon
6.1) Az alternal6é multilinearis formak kiils6 szorzata
A multilinearis formak tenzori szorzata

Legyen adott egy m—dimenzios V' vektortér az R valos szamtest felett. A V—n értelmezett
k-linearis formén (k > 1) egy olyan a : V¥ — R leképezést értiink, amely az Osszes

valtozojaban linearis, azaz barmely vy, ..., v;,..., v, w; vektorok és ¢ valés szam esetén
fennallnak az  «(vy,..., v;+ Wi, ..., 0) = (v, ..oy Uiy V) F Vg, Wy V),
a(vy, ..., cvy .. vg) = ¢ alvy, ..., v, ..., 0) Osszefiiggések. A tovabbiakban az a—t

egy V feletti k—forméanak is mondjuk.

Vilagos, hogy természetes modon értelmezni lehet két k—forma Osszegét, illetve egy
k—formanak egy valos szammal vett szorzatat. Ezen miiveletekre nézve a V' téren vett
k-formak egy vektorteret adnak az R szamtest felett. Jelolje £¥(V) a V feletti k-linearis

formak terét. Igazolhatd, hogy ennek dimenzidja m*.

6.1. Definicio. Az a€LF(V) és B€ L1(V) multilinearis formak tenzorialis szorzatan azt
az o ® BeLF(V) (k+ 1)-linearis format értjiik, amelyre fennall

a® B(v1, .. V) = Vg, oo Uk) - B(Vka, - - ., Uksy) tetszOleges vy, ..., vp €V vektorok
esetén.

Megjegyzés. A definiciobol azonnal adodik, hogy a V feletti multilinearis formak ten-

zoridlis szorzasa egy asszociativ miivelet. Ez nyilvan azt jelenti, hogy barmely

acLF(V), BeLY (V) ésyeL™(V) mellett (a®@B)@v=a® (B®7) teljesiil.
Ugyanakkor, konnyt beladtni, hogy a tenzorialis szorzas nem kommutativ mtivelet.

A multilinearis formak transzformalasa permutaciékkal

Jelolje Ny, az els6 k (k > 1) pozitiv egész szam halmazat, vagyis legyen Ny = {1,... k }.
Az 1,...,k szamok permutaciojanak mondunk egy s : Ny — Nj. bijektiv leképezést.

Vegyiink egy tovabbi r : N, — Ny, bijektiv leképezést. Az r, s permutaciok szorzatan
a bijektiv leképezések r o s : N, — Ni kompoziciojat értjiik. Az egyszertiség kedvéért a
szorzatra az rs jelolést alkalmazzuk.

Mint ismeretes, az 1,..., k szamok Osszes permutécioi a fenti szorzasmiiveletre nézve
egy csoportot alkotnak, melyet k—adfokd szimmetrikus csoportnak neveziink. A tovabbi-
akban ezt a csoportot Si fogja jeldlni.

Erre vonatkozoan alkalmazni fogjuk a 7 : S, — {—1, 1} homomorfizmust is, ahol
az s € S paros permutacional w(s) = 1, illetve az s € Sy pératlan permutécié esetén

m(s) = —1.

Egy s €S, permuticioval transzformalni lehet a k—formakat az aldbbi definicié szerint.
6.2. Definici6. Legyen adva s € S, permutacio. Az a € £5(V) multilineéris formanak
az s permutacié altali transzforméltjan azt az sa k-linearis format értjiik, amelyet az
sa(v, ..., vk) = a(Vs1), - - -, Us)) Osszefiiggés ir le, ahol vy, ..., v €V.

Legyen adott egy a€ LF(V) forma és az r, s €S, permutaciok. Emlékezziink ra, hogy
a permuticiok rs szorzatat az ros: Np — N, kompozicié—leképezéssel értelmeztiik. Az
elébbi definicio alapjan vehetjiik az r(sa) k-linearis forméat is, amelyet az sa formanak
az r altali transzformélasaval nyeriink. FErre vonatkozoéan alkalmazni fogjuk az alabbi
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segédtételt.

6.1. Lemma. Tetszéleges o€ LF(V) forma és az v, s€ S, permutaciok esetén fennall az
r(sa) = (rs)a Osszefiiggés.

Bizonyitas.

AV vektortérben vegyiik a vy, ..., v, vektorokat. Vezessiik be a w; = v, (i = 1,...,k)
jelolést. Mivel az s egy bijektiv leképezést ad az Ny halmazon, barmely ¢ € Ny elemnek
egyértelmiien megfelel egy j € Ny elem, amellyel fennall ¢ = s(j). Vildgos, hogy ennek
kovetkeztében wy(jy = vVps()) = Ursj) (J = 1,. .., k) teljesiil. Ily modon azt kapjuk, hogy
fennall

r(sa)(vi, ..., ) = s0(Vp(1), - - - Vpy) = = sa(wr, ..., Wg) =

= a(ws(l), e ,ws(k)) = a(vr(s(l))7 N ,UT(S(k))) = (rs)oz(vl, ce ,Uk),
ami igazolja az r(sa) = (rs)a Osszefiiggést. O

Az alternalé multilinearis formak tere

Emlékezziink ra, hogy az S k—adfokt szimmetrikus csoportot gy tekintjiik, mint az Ny,
bijektiv leképezéseinek a csoportjat. Tetszdleges s € Sy esetén jelolje 1(s) a permutacio-
ban szerepld inverziok szamat. Ennek alapjan adodik a 7 : Sy — {—1, 1} természetes
homomorfizmus, melyet a 7(s) = (—1)/®) kifejezés ir le.

Viladgos, hogy amennyiben egy t € Sy transzpoziciot vesziink, amely az Ny két elemét
felcseréli és a tobbit fixen hagyja, akkor w(t) = —1 adodik. Mint ismeretes, barmely
permutacié elGallithato transzpozicidk szorzataként, és az elGallitasban szerepld transzpo-
ziciok szdma vagy mindig paros, vagy mindig paratlan.

6.3. Definici6. Az a € LF(V) k-linearis formét alterndlonak (vagy mas néven antiszim-
metrikusnak) nevezziik, ha tetszdleges s € Sy esetén fennall sa = 7 (s) - a.

Az el6z6 definiciok szerint egy a € LF(V') k-lineéris forma pontosan akkor alternalo,

ha tetszbleges tetszGleges vy, ..., v €V vektorokra és s €Sy permuticiora teljesiil az
Oé(US(l), T ’Us(k)) = 71'(8) ’ Oz(U1, SR 7Uk)
Osszefliggés.

Megjegyzés. Evidens, hogy a V feletti alternalo k-linearis forméak egy alteret alkotnak
az LF¥(V) linearis térben. A tovabbiakban a V-n értelmezett alterndlé k—formak terét
AF(V) fogja jeldlni.

Nyilvan fennall az AY (V) = LY(V) 0Osszefiiggés is, azaz barmely 1-linearis forma
alternalo.

Megjegyzés. Vegyiink egy o € A¥(V) (k > 2) alternal6 forméat. Mivel barmely t € S,

transzpoziciora fennéll az ta = —a egyenlGség, az o forma értéke barmely két véltozo
felcserélése esetén elGjelet valt. Ebbsl kovetkezik, hogy ha a vq,..., v, € V' vektorok
linearisan Osszefiiggsk, akkor a(vq, ..., vx) = 0 teljesiil.

Ily modon azt is belattuk, hogy amennyiben k& > m és ae€ A*¥(V), akkor a = 0.
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Legyen e1,...,e, egy bazisa a V-nek. A fentiek szerint egy o € A*(V) alternalo
k-format az a(e;,,...,ej5,) (1 <ji <--- < jir < m) értékek mar egyértelmien meghaté-
roznak. Vegyiik az A*(V) tér azon et (1 <ij; < -+ < i < m) elemeit, amelyeket az
alabbi Osszefiiggések irnak le:

gt(es .. e ) =1 amennyiben (iy,..., i) = (ji,. .., jr),

e (eg, o e) =0 ha jy <o <k (i, 0k) 7 (1o i)
Igazolhato, hogy ezen alternalo k—formék egy bazisat képezik az A*(V) térnek, és barmely
a € A*(V) forméra fennall

_ 01 5eenlk
a= E ale,...,e, ) € .
1<i1 << <m

Ennek kovetkeztében az A*(V) (1 < k < m) tér dimenzidja () = 5 (:;I—k)!'

Az alternalé operator

Az aladbbiak soran azt targyaljuk, hogy a V vektortér feletti k—forméakbol miként lehet
alternal6 formakat kapni.

6.4. Definici6. A V vektortér k—linearis forméinak terén vett alternal6é operatoron azt
az a: LE(V) — LF(V) leképezést (k > 1) értjiik, amelyet az

a(a) = > s, 7(s) - sa kifejezés ir le tetszleges a€ LF(V) esetén.

Megmutatjuk, hogy az a(a) forma barmely o € £F(V) mellett alterndlé. Ugyanis, a
6.1. Lemmét alkalmazva azt kapjuk, hogy az a(«) formanak egy r € S permutacio altali
transzformaltjara fennall

ra(a) = r(Z m(s) - sa) = Z 7(s) - (rs)a =

SESy SESk

— 7(r) - (Z (rs) (rs)a) = n(r) - (Z 7(s) - sa> = 7(r) - ala).

s€S SESk

A fenti Osszefiiggés alapjan adodik, hogy az a alternélé operator egy olyan linearis
leképezés a k—formak terén, amelyre a(L*(V)) = A*(V) teljesiil.

Vegyiik észre azt is, hogy amennyiben egy a € A*(V) alternalo format vesziink, akkor
fennall a(a) = k! a.

Két multilineéris forma tenzori szorzatat mar a fejezet elején értelmeztiik. Az a ope-
ratornak a tenzori szorzattal kapcsolatos tulajdonsagait irja le az alabbi segédtétel.
6.2. Lemma. Tetszoleges a € L*¥(V) és B€ L(V) multilinedris forméakra igazak az alabbi
Osszefiiggések:
af@a)= ()" ala®p), alala)®p)=4k" ala®p), ala®a(B)) =10 ala®}p).
Bizonyitas.
Mint ismeretes, az N halmaz tetszéleges r permutaciojat meg lehet adni egy 2 x k tipusi
matrixszal is az alabbi médon. Az r permutaciot leirdé M (r) matrix els6 soraban szere-
peljenek az 1, ..., k egész szamok, a masodik sorban pedig ezeknek az r szerinti képei,
vagyis az r(1), ..., r(k) szamok.
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Vegyiik az Ny, szdmhalmaznak azon ¢t permutacidjat, amelyet az
B 1 2 ...k kE+1...k+1
MO=tie2 00k 1

permuticioban szerepld inverziok szama k[, vagyis m(t) = (—1)*. Emellett a

) matrix ir le. Kénnyi belatni, hogy a ¢

B&a(vi,..., o) = Bor, ..., v) (v, o Vigk) =
= V1), -5 Vir)) * BVekt1)s - -+ Verrny) = Ha @ B)(v1, - - -, Vgga)

Osszefiiggés szerint igaz [ ® o = t(a ® (). Ennek ismeretében azt kapjuk, hogy fennall

aB@a)= > w(s)-s(Bea)= Y w(s) s(tla®pB)) =

SESk—H SES}H_Z

Y alst)-w(t) - (s)a@B)=n(t)- Y w(s) sa®p)=(-1)" ala®p).

SESk41 5E€ESk11

Ezzel pedig igazoltuk az allitdsban szerepld elsé egyenlGséget.

A masodik Osszefliggés levezetése érdekében tetszéleges r € Sp, permutaciénak feleltes-
siik meg azon 7 € Siy; permuticiot, amelyet az

o 1 2 ...k k+1... k+1
M(r) = (m) P(2) or(k) k41 ... ket

elemre és vy, ..., vxy; vektorokra fennéll

) matrix ir le. Ez esetben barmely s € S

S((’I“CY) X B)(Ul, - 7'Uk:+l) = TOé(’Us(l), . ,"Us(k)) . ﬁ(vs(k+1), . 7Us(k+l)) =
A(Vs(r(1))s -+ -5 Vs(rik))) - BOsh1)s -« - Us(rrt)) = QUs(i(1))s - - -5 Vs(r(k))) * BUs(r(h1))s - - -5 Vsi(h))
= (s7)(a® B)(v1, ..., Ves1)-

Alkalmazva a fentiekben belatott s(ra)® ) = (s7)(a®5) egyenlséget azt kapjuk, hogy

a(al) @ 8) = > w(s)-5(D7(r) - (raw B)) =

S€3k+l reSk

(X w6 (sPra@s)) = K-ala® )

reSk 565k¢+l

teljesiil, ami igazolja a segédtételben szereplé masodik Osszefiiggést.
A harmadik egyenl&ség bizonyitasa hasonlo eljarassal torténik. [
Az alternalé formak kiilsé szorzata

Az eddigi el6készitések alapjan mar be tudjuk vezetni két alternalé multilinearis forma
kiils6 szorzatanak a fogalmat.
6.5. Definici6. Az ac A*(V) és e AY(V) alternélo formék (k, [ > 1) kiils6 szorzatan az

a/\ﬁ:ﬁa(a@)ﬁ)

alternalo (k + [)—forméat értjiik.
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Megjegyzés. A korabbi definiciok alapjan a kiils§ szorzatra vonatkozéan fennall az

1

a N 5(1}17 se. 7Uk+l) = W Z 7'('(5) ’ Q(US(1)> s 7Us(k)) ’ ﬁ(vs(k+1)7 < 7/Us(k+l))
o SE$k+l
Osszefiiggés barmely vy, ..., v €V vektorokra.

A 6.2. Lemma els6 Osszefiiggésébsl mar kovetkezik, hogy igaz az alabbi kijelentés.
6.1. Allitas. Tetszbleges a € A¥(V) és € A (V) alternalé formdk esetén fennall
aAB=(=D" B8Aq.

A definiciobol azonnal adodik, hogy a kiils6 szorzas egy disztributiv mivelet. Fzen
persze azt értjiik, hogy barmely oy, ay€ A¥(V) és B€ A(V) mellett teljesiil
(0414—0(2)/\5:0(1/\64‘0[2/\5.

A kiils6 szorzas asszociativitasat mondja ki a kovetkezd allitas.

6.2. Allitas. Tetszoleges a€ A*(V), BeA(V) ésyve A" (V) alternélé forméakra fennall
(@AB)Ay=aA(BAY).

Bizonyitas.

A 6.2. Lemma Osszefiiggéseit alkalmazva kozvetlen szamoléassal kapjuk, hogy

11
(aANB)ANy=—= o1 ala®@B®y) =aA (B A7) teljesiil, ami mar igazolja az allitast.

K iln
Az els6 egyenlGség levezetését meg is adjuk
1 1 1 1 11
(a/\ﬁ)/\Wzma'a((@A5)®7)=(k+l)!a'a(gl—!a(a®ﬁ)®7)
L LIl G aees) @) = =+~ aeefer) O
(k+ D) nl k11 V=l 7

Az alabbi kijelentés az 1-formék kiilsé szorzatat jellemzi.
6.3. Allitas. Legyenek adva az o', ..., o* € AL (V) I-formédk és a vy,...,v, €V vektorok.
Ez esetben teljesiil az

alt(vy) at(vy) ... at(vy)
a?(vy) a?(vy) ... &®(v

A ANAF (v, o) = ( 1) ( 2) ] . g Osszeliiggés.
af(vy) a®(vg) ... aF(vy)

Bizonyitas.
Akércsak az el6z6 allitas esetében, ezittal is a 6.2. Lemmat kell alkalmaznunk. Az alapjan
belathato, hogy fennall az

NN AN =a0r®@aP®--®ab)

egyenl@ség. Amennyiben az a(a! ® -+ @ o) alternalo format kiértékeljiik a vy, ..., v
vektorokon, akkor a

a(oz1 ® - ® o/“)(vl, Ce V) = Esesk m(s) - a(vg)) - - F(vsr))

kifejezést kapjuk, ami éppen a megadott determinanssal egyenls. [J
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Megjegyzés. A 6.3. Allitasbol azonnal kovetkezik, hogy akkor és csak akkor all fenn

al A Aok =0,haaz al,...,of 1-formék linedrisan sszefiiggok.
Legyen ey,..., e, egy bazisa a V vektortérnek (m > 2). Vegyiik ennek &',... ™

duélis bazisat a V* = L1(V) dualis térben. A korabbi eredményekbdl mar kovetkezik az
alabbi kijelentés.

6.4. Allitas. A kiils6 szorzassal nyert e N--- Ae* (1 < iy < -+ < i < m) alternalé
k—forméak egy bazisat képezik az A*(V') (2 < k < m) térnek. Barmely € A*(V) alternalo
k—formara teljesiil 3 = Zl§i1<m<ik§m B(€iyy- . s€ip) €N A,

A linearis leképezés altal az alternalé formak terén indukalt leképezés

Legyenek adva a V' és W valos vektorterek, ahol dimV =m és dim W = n.
Tekintstink egy p : V' — W linearis leképezést.

6.6. Definicio. A u*: AY(W) — A*(V) leképezést, ahol fennall

wr(B)(vr, ... vn) = B(p(vy), ..., pu(vg)) tetszéleges B € AX(W) és wvy,...,v, €V esetén,
az alterndld k—forméak terén a p altal indukalt leképezésnek mondjuk.

Szamolassal ellenérizhetds, hogy a p* indukalt leképezés és a kiilsG szorzas felcserélhe-
tGek.
6.5. Allitas. Bdrmely a € A*(W) és 8 € A(W) alternalé formédk esetén teljesiil

pr(a A B) = p*(a) A p*(B).
A vektortér térfogati formai

6.7. Definicio. Az m—dimenzios V' vektortéren vett alternalé m—formakat a V' térfogati
formainak nevezziik.

Korabban mar belattuk, hogy a térfogati formak A™(V') tere 1-dimenziés. Legyenek
€1, €m €8 by, ... b, bazisai a V vektortérnek. A b, = Y " Cle, (i = 1,...,m)
kifejezések egyiitthatoibol nyert m x m—es matrixot jelolje C. Tekintsiik a fenti bazisok
el .., e™eés B, ..., 8™ dudlis bazisait a V* duélis térben.

Mivel el A -~ Ae™ és BL A --- A B™ nem eltiing m—edfoki alternald formék, az egyik
forma a masiknak egy szdmszorosa. Vegyiik észre, hogy emiatt a két térfogati formara
fennall

AN = (A AE™) (b, b)) BEA A BT

Az £"(b;) = CT egyenléségekbdl és a 6.3. Allitasbol kovetkezik, hogy
(e' A Ae™)(by, ..., by,) = det C. Ezek alapjan teljesiil az

"N NEm=detC BN A BT (6.1)

Osszefliggés.

Megjegyzés. Vegyiink egy p : V. — V linearis leképezést. Ugyancsak a 6.3. Allitas
alapjan igazolhato, hogy tetszéleges v € A™ (V') térfogati formara fennall p* (o) = det(pn)-a.
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6.2) A sima sokasag differencialformai

6.8. Definicio. Legyen adott egy m—dimenziés M differencidlhatoé sokasag. Ennek k-
adfoki differencialformajan (k > 1) egy olyan (0,k) tipusi w : X(M)* — F(M) tenzor-
mez&t értiink, ahol fennall

w(Xl, Ce ,Xk) = 7T(S) -w(Xs(l), Ce ,Xs(k))

tetszdleges Xy, ..., Xx € X(M) vektormezsk és s €Sy permutacio esetén.

Megjegyzés. Az M sokasagon vett k—adfoku differencialformék terét, mint R feletti
vektorteret, QF(M) fogja jelolni. Nyilvdnvalo, hogy QF(M) tekinthets az F(M) gyiird
feletti modulusnak is. Megallapodas szerint fennall Q°(M) = F(M).

Tekintsiink egy w € QF(M) k-adfoku differencialformat. Ennek tetszéleges pontban
megfeleltethets egy w, : (T,M)* — R k-linearis leképezés. Evidens, hogy w, egy
alternalo k—format ad a T, M érint6teér fellett, vagyis fennall w, € A*(T,M).

Definialni tudjuk két differencialforma kiils§ szorzatat.
6.9. Definicio. Az we Q¥ (M) és ne€QY(M) differencidlformak (k, [ > 1) kiilsé szorzatan
azt az w An Aaltal jelolt, (k + [)—edfoku differencialforméat értjiik, ahol

1
wAN (X, X)) = W Z m(s) 'W(Xs(l)7 s va(k)) : U(Xs(k+1)7 s ’XS(k"H))

’ SESk-H

teljesiil tetszoleges X1, ..., Xpp € X(M) vektormezdkre.

Megjegyzés. Fontos megjegyezniink, hogy a differencidlformak kiilsé szorzésa pontonként
elvégezhetd, vagyis fennall (w A7), = w, An, (p€ M). Ennek kivetkeztében a kiilsé
szorzas miivelete disztributiv és asszociativ, tovabba teljesiil az w An = (=) - npAw
Osszefiliggés.

Legyen (U, &) egy (lokalis) térképe az M sokasdgnak. Tekintsiik ezen térképezés
y¥=u'of:U =R (i=1,...,m) koordindta—fiiggvényeit. Ismeretes, hogy amennyiben
az U nyilt részsokasagon vett els¢foku differencialformak Q!(U) terét mint az F(U) feletti
modulust tekintjiik, akkor ennek egy bazisat képezik a dy' (i = 1,...,m) 1-formak.

A 6.4. Allitas kovetkeztében igaz az alabbi kijelentés.

6.6. Allitas. Az F(U) gytiri feletti Q*(U) (2 < k < m) modulusnak egy bézisat adjak
adyr N Ndy* (1 <4y < -+ < i < m) k-adfokii differencialforméak. Tetszbleges
w € QF(U) differencidlforméra teljesiil

0 0 i i

1<y < <ip<m
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A kiilsé differencial

6.10. Definicio. Az f€F(M) = Q°(M) sima fiiggvény kiilsé differencialjan azt a

df : X(M) — F(M) elséfoku differencialformat értjiik, amelyre fennall df(X) = X(f)
tetszdleges X € X(M) vektormezdre.

6.11. Definicio. Vegyiink egy w e QF(M) differenciélformét (k > 1). Ennek kiilsg
differencidljan azt a dw : X(M)*! — F(M) leképezést értjiik, amelyet a

k+1

dw(X1,. .., Xp1) = Z<_1)i+1 Xi(w(Xy, .o, Xy, X))

=1
+ ) (D)X, X)L X, K X Xe) (6.3)

i<j

osszefiiggés ir le, ahol X1,..., Xpp1 €X(M). (A definialé kifejezésben az X; jel arra utal,
hogy az X; vektormez6t kihagyjuk a valtozok koziil.)

Megjegyzés. Vegyiink egy we QY (M) elséfoka differencialformat. A definici6 alapjan a
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y]) Osszefiiggéshez jutunk, ahol X, Y e X(M).
Ebbél méar adodik, hogy a dw egy masodfoku differencialforma az M sokasagon.

Jelen alfejezet Osszefliggéseinek igazolasaban fontos szerephez jut az alabbi allités.

6.7. Allitas. Az M sokasagon legyenek adva az f, y*, ..., y* € F(M) sima fiiggvények.
Az w= fdy' A--- Ndy* k-adfoku differencidlforma kiilsé differencialjara teljesiil a

dw=df Ndy* A--- A dy* (6.4)
Osszefiiggés.
Bizonyitas.
Megmutatjuk, hogy tetsz6leges X, ..., X1 vektormez6kh6z a dw leképezés ugyanazt a

sima fiiggvényt rendeli, mint a df A dy* A --- Ady* differencialforma.

Elséként vegyiik a J = (df Ady* A--- Ady®)(X1,. .., Xpy1) fiiggvényt. A 6.3. Allitas
szerint ez a J fliggvény elGall egy olyan (k+1)-edrendii négyzetes matrix determinansaként,
amelynek elemei a df (X;) = X;(f) és dy’/ (X;) = X;(y) fiiggvények, vagyis az f, y*,...,¢y"
fiiggvényeknek a vektormezdk altali derivaltjai. Konkrétan fennéll a

df(X1) df(Xa) ... df(Xpir)
T — det dyl(Xl) dyl(XQ) dy1<Xk+1)

dy*(X1) dy*(Xa) ... dy*(Xiia)

Osszefiiggés. A fenti determinanst fejtsiik ki a métrix elsé sora alapjan, és az egyszertisités
Xi(y")

érdekében alkalmazzuk a 1 X k-tipusi X;y = : oszlopmatrixokat. Az ilyen

Xi(y*)
oszlopmatrixokbol képzett k x k-tipust méatrixok determinansara hasznaljuk az
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A; = det (le, L Xy, Xkﬂy) jelolést (i = 1,...,m). Az X,y jel arra utal, hogy
ezt az oszlopot hagyjuk ki a matrixbol. Ily médon azt kapjuk, hogy a J fliggvényre teljesiil

J = (0TG- A

Tekintsiik most a (6.3) kifejezéssel leirt dw leképezés értékét az X1, ..., X1 mezdkon,
vagyis vegyiik a K = dw (X1,..., X)) fiiggvényt. Az egyszerisités érdekében vezessiik
be a

B;j = det (Xi(ij), Xy, ..., Xy, ..., m, o XkHy)

jelolest is (i, 7 = 1,...,m; i # j). Ezen determinans elsé oszlopaban az X;, X; vektor-
mezGk szerinti méasodrendi derivaltak szerepelnek és az Xy, m oszlopok maradnak ki.
Amennyiben ¢ > j all fenn, akkor az m fiiggvényoszlop keriil el6bb kihagyéasra a B;;
fiiggvény determinins—kifejezésében.

Belathato, hogy az w = fdy' A--- Ady* kifejezés és (6.1) kivetkeztében fennall az

W([XZ'7Xj],X1,...,E,...,Z,...,X}H,l) = f(Bl] — B]z)

Osszefliggés. A (6.3) formula alapjan a K = dw (X7,..., Xpy1) fliggvény kifejezhets a
fentiek soran értelmezett A;, B;; fiiggvényekkel a

K=Y (=0)™XG(f - A) + - (i, (=1 (By — Byi))
alakban. Vegyiik észre, hogy az egyenlet felirhat6 a

k41 k41
K = Z H—le A_I_f Z H_lXi(Ai)"i’
=1
+f- Z(—Uiﬂ‘ B+ f > (-1 By (6.5)
i<j 1>7

formaban is. Azt kellene megmutatni, hogy jobboldalon szerepls kifejezés utolsé harom
tagjanak osszege 0. Ehhez hasznaljuk fel a

Xi(A) = X(det (Xuy, .o, Xoys ooy Xy ) =
- det(Xz(le>v "'7X_7ly7 '--an-‘rly)) +- +d€t(X1y7 "'aX_iya 7XZ(XI~C—HY))

i—1 k+1
=2 (17 By+ ) (=
j=1 j=i+1

Osszefiiggést, amelybdl az

k+1
D D)X (A) =) (1) B+ ) (1) By
i—1 i<j i>j

egyenletet nyerjiik. Ebbdl és a (6.5) Osszefiiggésbdl mar kovetkezik, hogy fennéall
K =30 ()" (X f)- A
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Mivel a J = (df Ady* A+ Ady*)( Xy, ..., Xpp1) és K =dw (Xy,..., Xy ) fiiggvények
tetszoleges vektormezGkre egyenl6ek, az allitas igazolast nyert. [

Megjegyzés. Legyenek adva az wy, wy € QF(M) differencidlformak és az a, b€ R szamok.
A (6.3) osszefiiggésbdl adodik, hogy teljesiil

d(aw, +bws) (X1, ..., Xp) = @~ dwn (X1, ..., Xpr) + - dwi (X, .., Xiy)

barmely X, ..., Xiy1 vektormezGkre.

A 6.6. és 6.7. Allitasok alapjan mar bizonyithato az alabbi kijelentés.
6.8. Allitas. Tetszéleges w € QF(M) (k > 0) differencidlforma esetén a (6.3) formuldval
leirt dw leképezés egy (k + 1)—edfokii differencidlforma, vagyis fennall dw € Q¥(M).
Bizonyitas.
Vegyiik az M sokasag egy (U, &) térképét. Ez esetben a térképezés koordinata—fiiggvényei
legyenek y" = u" o (r =1,...,m). Tekintsiik az w differencidlforma @ = w|U lesziikitését
az U nyilt részsokasagra. Vilagos, hogy fennall @ € QF(U) és a (6.3) formula alapjan
értelmezhetd a do : X(U ) — F(U) leképezés. A 6.6. Allitas szerint @ kifejezhetd az y”
koordinata—fiiggvények differenciéljaival az

w = Z fir ik-dy“A---/\dyi’“
1<ip <+ <ip<m
alakban, ahol f;;, .5 = @(331""’8;1@)' Alkalmazva a (6.4) Osszefiiggést azt kapjuk,

do= ) dfy.i NdYTA Nyt

1<i1 <<y <m

Ez pedig azt igazolja, hogy a dw leképezés egy differencialforma az U nyilt részsokasagon.
Mivel a (dw)|U = dw egyenlGség teljesiil barmely U térképtartomanyon, dw egy
(k + 1)—edfoku differencidlformat ad az M sokasagon. [

6.12. Definicio. Az M sokasag k—adfoku differencidlformain vett kiils¢ differencial le-
képezésen a d : QF(M) — QF(M) leképezést értjiik, ahol d(w) = dw (w € QF(M)).

Megjegyzés. Ha tetszéleges k fokszam esetén a differencialformak QF(M) terét egy R
feletti vektortérnek tekintjiik, akkor a kiilsG differenciél leképezés lineéris.

A kovetkezé kijelentést a 6.1 és 6.7. Allitasok felhasznalasaval lehet igazolni.
6.9. Allitas. Amennyiben we€Q*(M) és neQY(M), akkor a kiilsé szorzatuk differencidl-
jara d(wAn) =dwAn+ (=)o Adn teljesiil.

Megjegyzés. Konnyen ellendrizhets, hogy tetszéleges f € F(M) = Q°(M) fiiggvény
esetén fennall d(df) = 0. Legyenek X, Y € X(M) tetszdleges vektormez6k. A (6.3)
kifejezés szerint azt kapjuk, hogy

d(df) (X,Y) = X(df (Y)) = Y (df (X)) = df ([X, Y]) = X(V [) =YV (X f) = [X,Y](f) =0,
amibdl d(df) = 0 kovetkezik.
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Eddigi eredményeink alapjan bizonyitani lehet az alabbi allitast.
6.10. Allitas. Tetszdleges we Q¥ (M) (k > 0) differencidlforméara igaz d(dw) = 0.
Bizonyitas.
Egy korabbi bizonyitasban mar alkalmaztuk, hogy az w-—nak egy U térképtartomanyon
vett lesziikitése elsall véges sok olyan n € QF(U) differencialforma &sszegeként, amelyek
kifejezhetSek az n = fdy' A --- A dy* alakban a koordinata-fiiggvények differencialjaival.
A 6.7. Allitas szerint fennall dn = df A dy' A --- A dy*. Tekintsiik az U tartomanyon a
konstans 1 fliggvényt, melyet jel6ljon most e. Vildgos, hogy ennek differencialja eltiinik,
azaz de = 0. A (6.4) osszefiiggést a dn = e df Ady* A- - -Ady* differencidlformara alkalmazva
azt kapjuk, hogy

d(dn) = de Ndf Ndy* A--- A dy* = 0.

Ebbél mar kévetkezik, hogy d(dw) =0 teljesiil. O

6.13. Definici6. Az w € QF(M) (k > 0) differencidlformét zartnak mondjuk, ha a
differencialjara fennall dw = 0.

Amennyiben az w k-adfoka (k > 1) differenciélforméhoz van olyan n € QF1(M) diffe-
rencidlforma, hogy dn = w teljesiil, akkor az w—t egzaktnak nevezziik.

Megjegyzés. Legyen Z¥(M) az M sokasdgon vett k-adfoki zart differencialformak tere,
B*(M) pedig a k—adfokn egzakt differencialformak tere. (Megallapodéas szerint

B°(M) = {0}.) Nyilvan fennéll B*(M) c Z¥(M). A HF(M) = Z¥(M)/B*(M) hanyados-
teret a sokasag k—adfokd kohomoldgia terének nevezziik.

Mint ismeretes, T,.2(M) jeloli az M sokasagon vett (0, k) tipust tenzormezdk terét. Ily
modon QF(M) C T2(M) teljesiil.

Az M és N differencialhaté sokasagok kozott legyen adva egy p : M — N sima
leképezés. Korabban mar értelmeztiik a p* @ TP(N) — TY(M) leképezést, amit a u
szerinti visszahtizasnak neveztiink. Konnyt belatni, hogy fennall p*(QF(N)) C QF(M).

6.11. Allitas. Tetszéleges w € QF(N), n € QYN) differencidlformék esetén igazak az
alabbi Osszetiiggések:

pr(w Am) = pt(w) A pt(n), p(dw) = d(p'w).
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6.3) Az egységfiiggvény felosztasanak (felbontasanak) tételei

6.14. Definici6. Az M sokasagon vett egységosztason a sima fliggvények egy olyan
{ fa€F(M)| €A} rendszerét értjiik, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek:
(1) Barmely a€ A és pe M esetén igaz 0 < f,(p) < 1.

(2) A { suppf.| a€A} halmazrendszer lokélisan véges.

(3) Tetszoleges pe M pontban fennall > _, fo(p) = 1.

6.15. Definicio. Az M sokasag nyilt lefedésén az M nyilt részhalmazainak egy olyan
{U, | «a€ A} rendszerét értjiik, amelyre igaz UycaU, = M.

6.16. Definicié. Az M sokasagon vett { f;€ F(M) | i€l } egységosztasrol azt mondjuk,
hogy az ala van rendelve az M egy adott { U, | « € A } nyilt lefedésének, ha tetszdleges
1€ I index esetén van olyan a € A, hogy fennall supp f; C U,.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az egységfiiggvény felosztésara vonatkozo elss tételt.
6.1. Tétel. Legyen adva az M sokasdgnak egy { U, | a € A } nyilt lefedése. Az M—en
meg lehet adni az adott lefedésnek alarendelt, olyan { f; e F(M) | i€ 1 } egységosztast,
amely rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
(1) Az I indexhalmaz megszamlalhato.
(2) A supp f; halmaz kompakt barmely i €I esetén.

Az egységosztis tételének van egy mésik valtozata is, ahol a fliggvények tartdinak
kompaktsaga helyett azt a feltételt helyezziik elGtérbe, hogy a nyilt lefedés indexhalmaza
és a fliggvényrendszer indexhalmaza legyen azonos.

6.2. Tétel. Legyen adott az M sokasagnak egy { U, | « € A } nyilt lefedése. Az M
sokasdgon megadhatoé egy olyan { f,eF(M) | a€ A} egységosztas, amely rendelkezik
az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) Az { a€A| supp fo #0 } halmaz megszamlalhato.

(2) Fennall a supp f, C U, Osszefiiggés barmely o€ A esetén.
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6.4) Az iranyithat6 sokasagok

6.17. Definici6. Az m—dimenzids M sokasag m—edfoku differencialforméit az M térfogati
formainak nevezziik.

6.18. Definici6. Az M sokasigot iranyithatonak mondjuk, ha megadhaté rajta egy olyan
v eQ™(M) térfogati forma, amely sehol sem tiinik el, azaz tetszéleges p€ M pontra fennall

vy, # 0.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy barmely w € Q™ (M) differencidlformanak tetszdleges pe M
pontban megfelel egy w, € A™(1,M) m—edfoki alternalé forma a T,M érintStér felett.
Fontosnak tiinik még emlékeztetni arra, hogy a T, M—en vett térfogati formak vektortere
1-dimenzios (vagyis dim A™(T,M) = 1).

Vegyiik az M sokasagnak egy (U, &) térképét. Evidens, hogy az
2 : U — R (i = 1,...,m) koordinatafiiggvények differencialjainak kiils szorzataként
nyert dax' Adz? A--- Ada™  m-edfokt differencidlforma az U nyilt tartomanyon sehol
sem tiinik el.

Tekintsiik az M-nek egy masik (V,n) térképét és a térképezéshez rendelt
dyt A - A dy™ € Q™(V) térfogati forméat. Tegyiik fel, hogy fennall U NV # 0, és
vegyiink egy p€ U N'V pontot. Ismeretes, hogy a térképezések T, M—beli alapvektorainak
kapcsolatat a
a _ - D T -1 a
ayl-(p) = " Di(z" oy ") (y(p)) - 7 (P)

r=1

Osszefliggés irja le.

Az Eon™  y(UNV) C R™ — R™ leképezés Jacobi-méatrixat az a € y(U NV)
pontban jellje J(£ o n71)(a) és ennek determinansét jeldlje J(€ o n~1)(a). Ily modon az
n(UNV) C R™ nyilt tartoményon a J(£on™ 1) : y(UNV) — R differencidlhato fiiggvényhez
jutunk. A (6.1) egyenlet alapjan a

dz' Ao Ndx™(p) = J(Eon ") (y(p)) - dy' A--- Ady™(p)

Osszefliggést nyerjiik. Ezzel kapcsolatban kénnyen belathato, hogy amennyiben az U, V
tartoméanyok osszefiigg6ek és az M iranyithato, akkor a J(£on™!) fiiggvény vagy mindeniitt
pozitiv, vagy pedig mindeniitt negativ.

A fenti Osszefiiggéseket és az egységfiiggvény felosztasanak modszerét felhasznalva
bizonyitani lehet az alabbi tételt.
6.3. Tétel. Az M sokasag iranyithato akkor és csak akkor, ha az M differencialhaté
struktirdjahoz tartozé térképekbdl megadhato egy olyan B atlasz, amelyre teljesiil a ko-
vetkezd feltétel:
Amennyiben (U, p)€B, (V,)eB és fenndll U NV # (), akkor a
pop t:ipUNV)CR™ —R™ (C>®-osztalyt leképezés Jacobi-determindnsa mindeniitt
pozitiv.

6.19. Definicio. Az M irényithat6 sokasigot iranyitottnak nevezziik, ha rogzitve van
egy sehol el nem ting v € Q™" (M) differencialforma. Ez esetben azt mondjuk, hogy az M
irdnyitasat a v térfogati forma reprezentalja.
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Legyen az we Q™ (M) egy masik sehol el nem tiing differencidlforma. Akkor mondjuk,
hogy a v és az w térfogati formak az M egyazon iranyitasat reprezentaljak, ha a
v = f-w egyenlettel egyértelmiien meghatarozott f € F(M) fiiggvény az M Osszes
pontjaban pozitiv.

A kovetkez§ allitas igazolasa kézenfekvd.
6.12. Allitas. Legyen az M irdnyithaté sokasig dsszefiiggd. Ez esetben az M sokasagon
pontosan két kiilénboz6 iranyitast lehet megadni.

Megjegyzés. Mint ismeretes, az R™ téren az (R™,id) globélis térkép hatarozza meg az
lugynevezett természetes differencidlhato struktirat. Ezen térkép koordinata—fiiggvényei
azu' :R™ = R (i =1,...,m) projekciok.

A tovabbiakban az R™ térnek mindig azt az irdnyitasat vessziik, amelyet a
dur A -+ A du™eQ™(R™) térfogati forma hatéroz meg.

Vegyiink egy M iranyitott sokasagot, amelynek irdnyitasat a v € Q™ (M) differencial-
forma reprezentalja. Tekintsiik az M-nek egy (U, &) térképét. Ez esetben egyértelmiien
létezik egy olyan he F(U) fiiggvény, amellyel az U tartoményon fennall
v|U=h-de* A~ Ndz™.

6.20. Definicio. Az (U, z) térképrsl azt mondjuk, hogy az kompatibilis az M sokasag
irdnyitasaval, ha a h fliggvény az U térképtartomany Osszes pontjaban pozitiv.

A kés6bbiek soran sziikségiink lesz az iranyitastartd diffeomorfizmus fogalméra is.
6.21. Definici6. Legyenek adva az egymaéssal diffeomorf M és N iranyitott sokasigok,
amelyek iranyitasat a vy, és vy térfogati formak reprezentaljdk. A p : M — N diffe-
omorfizmust irAnyitastartonak nevezziik, ha vy, és p*vy az M-nek egyazon irdnyitasat
képviselik.
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