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Bevezeto

A szintetikus geometria és az analitikus geometria eszkozeivel csak az euklideszi tér
specialis alakzatainak vizsgalatara nyilik lehet6ség. Az analitikus geometriaban sor keriil
a koordinata-rendszer alkalmazésara, ami modot ad az algebrai egyenletekkel leirhato
alakzatok, mint példaul a masodrendi gorbék és feliiletek, targyaldsara. Az alakzatok
geometriai tulajdonsagaira a leiré egyenletek alapjan vonhatunk le kovetkeztetéseket.
Azonban az algebrai egyenletekkel leirhato gorbék és feliiletek kore igencsak korlatozott.
Ha példaul egy a térben mozgd tomegpont palyajat vessziik, az a legtébb esetben nem
irhaté le egyenletek formajaban. Tovabbi gondot jelent, hogy csupan az analitikus
geometria eszkozeit hasznalva méar nehézséget okoz az alakzatok metrikus jellemzoinek
(ivhossz, felszin, térfogat) a meghatédrozasa is.

A differencidlgeometria targya a tér sima gorbéinek és feliileteinek vizsgalata a differen-
cial- és integralszamitas eszkozeinek az alkalmazéasaval. Ily médon az alakzatok joval
tagabb korénél lehet alkalmazni a differencialgeometria médszereit. Ennél is fontosabb,
hogy mod nyilik magasabb szintii vizsgalatok elvégzésére, tébbek kozott lehetové valik
a gorbék és a feliiletek gorbiileti jellemzése.

A jegyzet els6 fejezetében attekintjiik azokat a matematikai ismereteket, amelyeket
alkalmazni fogunk targyalasunk soran. Az itt felsorolt fogalmakkal és tételekkel az olvasé
mar bizonyara taldlkozott korabbi tanulmanyaiban.

Ezt kovetben az R3-beli sima gorbék, majd pedig a sikgdrbék targyaldsdra keriil sor.
Sima gorbén egy olyan C'*-osztalyu vektorértékii leképezést értiink, amely egy valds
intervallumon van értelmezve. A leképezés értékkészletét mondjuk a gorbe palydjanak. A
gorbe geometriai jellemzoin a leképezésbol szarmaztatott azon adatokat értjiik, amelyek
csak a palya alakjatol fliiggenek, invariansak a gorbe atparaméterezésével szemben, tovab-
ba nem valtoznak meg akkor sem, ha a gorbének egy térbeli izometriaval nyert képét
vessziik. A differencidlgeometriaban alapvetd szerepet jatszik a gorbiilet fogalma. Pon-
gyolan fogalmazva azt mondhatjuk, hogy a gorbiilet az érintéirany ivhossz szerinti irany-
valtozasi sebessége a gorbe egy adott pontjaban. Jegyzetiinkben egy gorbét valdédinak
neveziink, ha a gorbiilete sehol sem tlinik el. Ekkor definidlni lehet a gorbe torzidjat,
vagy mas szoval a csavarodasat. Targyalasunk soran kideriil, hogy az ivhossz szerint
paraméterezett gorbét a gorbiileti fiiggvénye és a torzio-fiiggvénye izometria erejéig mér
egyértelmiien meghatarozzak.



A negyedik fejezetben az R™ tér altalanos tipusu gorbéit vizsgaljuk. Egy ilyen gérbéhez
n — 1 szamu gorbiileti fiiggvény rendelhetd, és ezek izometriatdl eltekintve ugyancsak
meghatarozzak a gorbét.

A jegyzet mésodik felében tanulmdnyozzuk az R? tér sima elemi feliileteit. Az
elemi feliilet egy olyan specidlis alakzat, amely el64ll egy R2-beli tartomanyt az R3-ba,
képez6 olyan C*-osztalyu vektorfiiggvény képeként, amely regularis, injektiv, tovabba
mindkét iranyban folytonos bijekciét ad a paramétertartomény és az alakzat kozott. A
specialis vektorfiiggvényt az elemi feliilet egyik paraméterezésének mondjuk. A sima
feliilet geometriai jellemzo6it a leird vektorfiiggvény, azaz a paraméterezés alkalmazasaval
hatarozhatjuk meg. Ily médon az elemi feliilet 6sszes pontjaban értelmezni lehet a linearis
érintéteret és az érintésikot. Latni fogjuk, hogy a metrikus jellemzoket, a feliileti gorbék
ivhosszat és a feliiletdarabok felszinét a paraméterezés elso parcidlis derivaltjaibol nyert
els6 fomennyiségek alkalmazasaval lehet meghatarozni.

A jegyzet hatodik fejezetében tériink ra a sima feliiletek gorbiileti jellemzésére, amely-
hez mar a leiré vektorfiiggvények masodrendii parcialis derivéltjaira is sziikkség van. A
gorbiileti jellemzést a feliilet normalmetszet gorbéinek alkalmazasaval végezziik. Tébbek
kozott bevezetésre keriil az érintétéren értelmezett Weingarten-leképezés fogalma. Ez
alapjan lehet definidlni egy feliileti pontban a szorzatgorbiiletet, amely egy alapveto
fogalom a feliiletelméletben.

A kovetkezo fejezetben tobbek kozott igazoljuk a Gauss altal Theorema egregiumnak
mondott azon tételt, amely szerint a szorzatgorbiiletet mar meghatarozzak a feliilet
paraméterezésének els6 fomennyiségei. A nyolcadik fejezetben pedig azt a problémat
targyaljuk, hogy a feliilet két adott pontjat 6sszekoto feliileti gorbék koziil miként lehet
kivalasztani a legréovidebbet.

A jegyzet utolso fejezetében egy rovid kitekintést adunk a magasabb dimenzids eukli-
deszi terekben vett sima feliiletekre.

A jegyzet alapjaul az ELTE Természettudoményi Kardn a matematika tanari szakos,
az alkalmazott matematikus és a matematikus hallgatok szamara tartott Differencial-
geometria el6addsaim szolgaltak. A matematika BSc képzést véve alapul jegyzetemet
els6dlegesen a harmadéves hallgatéknak ajanlom. A megirds sordn az a szempont is
vezérelt, hogy a jegyzet anyagat a BME mérnokhallgatéi is el tudjak majd sajatitani a
BSc képzés elso két évének matematikai tanulmanyait kovetden.

A jegyzetben fellelheto szemlélteté abrak a GeoGebra és az Inkscape programok
alkalmazasaval késziiltek.

Koszonettel tartozom a jegyzet lektoranak, Nagy Péter Tibor egyetemi tanarnak, aki
hasznos tanacsokat adott a végleges szovegezés kialakitasahoz.



1. fejezet

Alapfogalmak és tételek a
geometriabdl és az analizisbol

A differencidlgeometria a gorbék és a feliiletek tanulményozasahoz féként az analitikus
geometria és az analizis mddszereit alkalmazza. Az aldbbiak soran attekintjiik azokat
a legfontosabb matematikai ismereteket, melyeket majd felhasznalunk vizsgalatainkhoz.
Bar az itt felsorolt fogalmakkal és tételekkel az olvasé mar bizonyara talalkozott korabbi
tanulményai soran, az ismeretek felidézése mellett azért is célszerii atolvasni ezt a fejezetet,
mert ebben keriil bevezetésre a jegyzetiinkben hasznalt jelolések nagy része.

1.1. Az euklideszi tér és az R® tér azonositisa

Az euklideszi geometria részletes szintetikus targyaldsa fellelheté a kozismert, Hajos
Gyorgy altal irt [Haj] tankonyvben. Ebben az alfejezetben euklideszi téren olyan teret
értiink, amelyben teljesiilnek az euklideszi geometria axiémai.

Jelolje X az euklideszi tér pontjainak halmazat. Az X részhalmazait mondjuk a tér
alakzatainak. Az egyeneseket és a sikokat kitiintetett alakzatoknak tekintjiik.

Amennyiben A és B két tetszleges pont, azok tévolsdgét jelolje d(A, B). Az A
kezdéponti és B végponti iranyitott szakaszt, illetve az altala reprezentalt szabad vektort
jelolje AB. A térbeli szabad vektorok tere legyen V. Jelolje R a valés szamok halmazat.
Mint ismeretes, V egy 3-dimenziés vektortér az R valos szamtest felett.

A tovabbiakban azt targyaljuk, hogy miként lehet az euklideszi teret irdnyitani.
Legyenek az a;, as, a3 és by, by, bs vektorharmasok a V' vektortér bazisai. A masodik
bazis vektorait fejezziik ki az elsé bazis vektorainak linearis kombindcidjaként a b, =
23:1 mg-as (r=1,2,3) alakban. A kifejezésekben szereplé my, egyiitthatok egy 3 x 3-
as M matrixot hatdroznak meg, ahol m,, az s-edik sor r-edik eleme. Az M matrixot a
béazistranszformacié matrixanak, illetve az attérés matrixanak szokas nevezni. Vildgos,
hogy az M matrix determinansa, melyet det M jelol, nem lehet 0.



1.1. Definicié Azt mondjuk, hogy az a;, as, as és by, by, bz bdzisok a térnek ugyanazt
az irdnyitdsdt képuviselik, ha fenndll det M > 0.

A fenti definicié egy ekvivalenciarelaciot ad meg a V' vektortér bazisainak halmazan.
Soroljuk egyazon osztélyba azokat a bazisokat, amelyek a térnek ugyanazt az iranyitasat
reprezentaljak. Ily modon két bazisosztalyt nyeriink. Az euklideszi téren ugy adhatunk
meg irdnyitast (més széval orientaciot), hogy kitiintetjiik a két bazisosztaly egyikét.

A tovabbiakban feltessziik, hogy az X euklideszi tér iranyitott. Amennyiben vessziik
az iranyitast ado bazisosztaly egy by, bs, bg bazisat, akkor a késobbiekben majd azt is
mondjuk, hogy a by, by, bz vektorok ebben a sorrendben egy jobbrendszert alkotnak.

Egy vektor hosszat szokas a vektor normajanak is hivni. Egy u vektor hosszat jeldlje
|ul|. Idézziik most fel a skaldris szorzat és a vektoridlis szorzat fogalmat.

1.2. Definicié Legyenek adva az u, v vektorok, melyek kiilonboznek a 0 nullvektortol.
A két vektor skaldris szorzatin az (u,v) = |[ul| - |v|| - cosa szamot értjiik, ahol o a két
vektor hajldsszoge.

A 0 nullvektornak bdrmely vektorral vett skaldris szorzata 0.

1.3. Definicié Amennyiben az u, v wvektorok linedrisan dsszefiiggéek, akkor az u x v
vektorialis szorzatukon a O nullvektort értyik.

Ha u és v linedrisan figgetlenek, akkor vektoridlis szorzatukon azon u X v wvektort
értyiik, melyet az aldbbi hdarom feltétel hatdaroz meg:

A szorzat normdjdara teljesil ||u x v|| = [Ju|| - |[v|| - sine, ahol o a két vektor dltal
bezdrt sz6g. Az u X v szorzat merdleges az u és v vektorokra. Az u, v, u X v bdzis a
tér irdnyitdsdat reprezentdlja.

A szabad vektorok V' terében vegyiink egy i, j, k bazist, amely a tér irdnyitasat
képviseli és ortonormalt. Mint ismeretes, ez azt jelenti, hogy az i, j, k vektorok paronként
merdlegesek egymasra és a hosszuk 1. Amennyiben az u, v vektorok ezen bazisra
vonatkoz6 koordindtai (uy,us,us) és (vq,v9,vs), akkor a skaldris szorzatukra fenndll
(u,v) = ugv; + ugvy + ugvs. A két vektor vektoridlis szorzatéra pedig teljesiil az

Uy Uz U3
u X v = (ugvsz — uzva)i+ (usvn — urvs)j + (wgve —ugvi )k = | v1 vy v
i j k

osszefiiggés. A vektorialis szorzat értéke tehat ugy is megkaphatd, hogy vessziik egy olyan
3 x 3-as méatrix determinansat, amelynek egyik soraban a bazisvektorok szerepelnek.

Megjegyzés Tekintsiink harom vektort, ezek legyenek u, v és w. Emlékezziink ra,
hogy az (u x v,w) szdmot a hdrom vektor vegyes szorzatdnak nevezziik. A vegyes
szorzat kifejezheto a vektorok koordinataibdl az
Uy Uz U3
(ux v,w) = | v vy w3 | alakban. Amennyiben az u, v, w vektorok linedrisan
w1 Wy W3



fiiggetlenek, akkor az elobbi kifejezés szerint az u, v, w bazis a tér iranyitasat képviseli
(azaz egy jobbrendszert képez) pontosan akkor, ha a harom vektor vegyes szorzatéra
fennall (u x v,w) > 0.

Az euklideszi tér koordinatazasa, az egybevagdsagok analitikus leirasa

Rogzitsiink egy O pontot és egy olyan i, j, k ortonormalt bazist V-ben, amely a tér
irdnyitasat reprezentdlja. Ha vessziik a tér egy P pontjat, akkor az O—JS vektort mondjuk
a P helyvektoranak az O kezd6pontra vonatkozoan. FEzt egyértelmiien lehet kifejezni
az O—fD = zpi+ ypj + zpk alakban. A linearis kombinaciéban szereplé xp, yp, zp
egylitthatékat nevezziik a P pont koordinatainak az (O, 1, j, k) koordinata-rendszerben.
Az egyiitthatékbdl képzett (xp, yp, zp) szdmhdarmast mondjuk a P ponthoz tartozé
koordinata-harmasnak.

1.4. Definicié A ¢ : X — R3 bijektiv leképezést, ahol tetszbleges P pont esetén fenndll
a &(P) = (xp, yp, zp) eqyenldség, az euklideszi tér eqy koordindtdzdsanak mondjuk.

A £ koordinatazas alkalmazasaval az euklideszi teret azonositani lehet a valés szamhéar-
masok R? terével. Ily médon az X euklideszi tér alakzatainak vizsgdlatat vissza lehet
vezetni az R3-beli ponthalmazok tanulményozdséra. Ez az azonositas lehetéséget ad arra,
hogy az alakzatok tanulmanyozéasa soran alkalmazzuk az algebra és az analizis eszkozeit
is.

Az alabbi fogalom szintén jol ismert mar geometriai tanulmanyainkbdl.

1.5. Definicié Az euklideszi tér egybevdgdsagi transzformdciojan olyan ¢ : X — X
bijektiv leképezést értink, amelyre tetszdleges A, B € X pontok esetén teljestil

d((A),(B)) = d(A, B).

Igen kénnyt azt belatni, hogy az egybevagosag parhuzamos egyeneseket parhuzamos
egyenesekbe, tovabba megegyezd irdnyu félegyeneseket azonos irdnyu félegyenesekbe

l_(égez. Ebbol kovetkezik, hogy ha a tér valamely A, B, C, D pontjaira fennall AD =
CD, akkor az A" = (A), B' = ¢¥(B), C" = (C), D' = (D) képpontok &ltal
meghatarozott irdnyitott szakaszokra igaz ﬁ = CTD7 . Ennek alapjan értelmezni lehet
az alabbi fogalmat.

1.6. Definicié Legyen adott eqy v : X — X egybevagosdg. Tekintsik azt a ¢ : V —V
leképezést a szabad vektorok terén, amelyre tetszéleges A, B pontok esetén teljesiil
—_

go(fﬁ) = (A)Y(B). Ezt mondjuk a v egybevdgdsdagi transzformdcio dltal a V' vektorté-
ren indukdlt leképezésnek.

A tovabbiakban egy 1 egybevagisag és az altala indukalt ¢ leképezés analitikus
lefrasaval foglalkozunk. Koénnyen be lehet latni, hogy ¢ egy linearis leképezés. Vegyiik

7



az euklideszi tér egy (O, 1, j, k) koordindta-rendszerét. Az i, j, k bazisvektorok ¢ szerinti
képeit fejezziik ki a

(i) = ani+ ao1j + ask,
©(j) = a1l + axnj + azok,
(k) = a3l + ag3j + assk

egyenletekkel. Azt szokds mondani, hogy az ag (s, 7 = 1,2,3) szdmokbdl képzett A
matrix irja le a ¢ linearis leképezést az i, j, k béazisra nézve.

Vilagos, hogy a ¢ indukalt linearis leképezés megorzi a vektorok skalaris szorzatat.
Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢ egy V-beli ortonormalt bazist ortonorméalt béazisba képez.
Ez pedig azt eredményezi, hogy az A matrix ortogonalis, vagyis az AT transzponalt
matrixszal fennall ATA =1, ahol most I a 3 x 3-as egységmatrixot jeldli.

Az O kezdépont O' = 1h(O) képének koordinatéi legyenek (by, be, b3). Eszerint teljestil

—
OO" = byi + byj + bsk. Az alabbi kijelentés egyszerii szamoldssal igazolhato.

1.7. Allitas Tekintsiik a tér egy P pontjat, melynek koordindta-hdrmasa legyen (x,y, 2).
Ekkor a P' = (P) képpont (x',y', 2") koordindtdira fenndll az aldbbi mdtrizegyenlet

/

x ap iz (13 x by
/

Y = | a1 az aog y |+ b2
!

Z a31 Q32 a3z z b3

1.8. Definicié Egy v : X — X egybevagosdgot irdnyitastartonak mondunk, ha az dltala
indukdlt ¢ : V. — V' linedris izomorfizmus a megegyezd orientdciot képuviseld bazisok két
osztalydt onmagaba képezi. Amennyiben a @ leképezés a két bazisosztalyt felcseréli, akkor
a Y-t irdnyitdasvaltonak nevezzik.

Megjegyzés Mint ismeretes, egy ortogonalis matrix determinansa csakis 1 vagy —1
lehet. A ¢ : V — V indukalt leképezést leir6 A matrix nem mds, mint az i, j, k
bézisrdl a ¢(i), ¢(j), ¢(k) bazisra valé attérés matrixa. Ily médon azt nyerjiik, hogy
a Y X — X egybevagésag iranyitastarté pontosan akkor, ha fennall det A = 1. A
det A = —1 egyenloség pedig abban az esetben teljesiil, ha v irdnyitasvalto.

1.2. Miuveletek és izometriak az R” térben

A szokédsoknak megfelelen jelolje R™ a valds szdm-n-esek halmazat (n > 2). Ezen
természetes moédon értelmezhetd az 0sszeadds és a skalarral vald szorzas miivelete. Valamely
u = (ug,...,uy), v=(v1,...,0,) elemek 6sszegét az u +v = (u; + v1,...,U, + v,)
kifejezés irja le. Az u-nak egy A € R szdmmal vett szorzatat pedig a Au = (Auy, ..., Auy,)



osszefiiggés adja meg. Ezen miiveletekre nézve az R™ egy vektorteret (mas széval egy
linedris teret) képez az R valds szamtest felett.

Az R" vektortér e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) vektorai altal alkotott bazist
mondjuk a tér természetes bazisanak. Ezt alkalmazva tetszéleges R™-beli v = (vy, ..., v,)
vektorra fenndll a v =" | v; e; egyenldség.

A tovabbiakban feltessziik, hogy az R™ linearis téren be van vezetve a természetes

skaldris szorzat. FEz azt jelenti, hogy valamely u = (u1,...,u,), v = (v1,...,0,)
vektorok skaldris szorzatat az (u,v) = " | u; v; Osszefiiggés adja meg. A fenti skaldris
szorzattal ellatott R™ tér egy euklideszi vektorteret képez. Nyilvanvalo, hogy az ey, ..., e,
természetes béazis a tér ortonormalt bazisa.

Mint ismeretes, egy u vektor hosszan (més széval norméjan) az |u|| = /(u,u)

szamot értjiik.

Az R" és linearis altereinek iranyitasa

Legyen L az R"™ vektortér m-dimenzids linedris altere (1 < m < n). Amennyiben m =
n, akkor nyilvan fenndll £ = R". Az L irdnyitasat az elézd alfejezetben lefrtaknak
megfelel6en adhatjuk meg.

Tekintsiik az £ altér ay,...,a,, és by,...,b,, bazisait. Fejezziik ki a masodik bazis
vektorait az els bézis vektorainak linedris kombindciéjaként: b; = >"" ¢ a;

(j =1,...,m). Jelolje C a ¢;; (i,j = 1,...,m) egyiitthatékbdl képzett m x m-es
matrixot, melyet a két béazis kozotti attérés matrixanak neveziink.

Az ay,...,a,, és by,... b, bazisokrdl azt mondjuk, hogy az L altérnek egyazon
irdnyitasat képviselik, ha fennall det C > 0.

Ily médon egy olyan relaciot lehet értelmezni az altér bazisai kozott, amely reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv. Ha ezen ekvivalenciarelacié alapjan az £ altér bazisait oszta-
lyokba soroljuk, akkor két bézisosztalyt nyeriink. Az L linearis altér iranyitasan azt
értjiik, hogy kitiintetjiik az azonos iranyitast képvisel6 L-beli bazisok egyik osztalyat.

Az R™ vektortérnek az e;,...,e, természetes bdzis altal reprezentalt iranyitasat
mondjuk az R" természetes irdnyitdsdnak (més széval természetes orientacidjanak). A
tovabbiakban feltessziik, hogy az R" téren a természetes iranyitas van kitiintetve.

Affin alterek az R" térben

Ismeretes, hogy a valds szam-n-esek R"™ terét tekinthetjiik tigy is, mint egy affin teret
a természetes skalaris szorzattal ellatott R™ vektortér felett. Ez esetben az R™ elemeit
nem vektoroknak, hanem pontoknak nevezziik. Fontos itt megemliteni, hogy ekkor a
0 = (0,...,0) nullelem kitiintetett szerepe megsziinik. A tovdbbiakban ezt az R™ affin
teret az n-dimenzidés euklideszi térnek nevezziik.

A természetes skalaris szorzat meghataroz egy d : R" x R” — R tavolsagfiiggvényt
(vagy mads széval metrikat) az R"™ téren. Ennek megfeleléen a tér valamely p, q € R™
pontjainak tavolsdgdt a d(p,q) = ||p —al| = /(p —a,p — q) kifejezés adja meg.
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1.9. Definicié Vegyiik azt az z; : R™ — R figguényt (1 = 1,...,n), amelynél tetszbleges
p = (p1,--.,pn) pontra fenndll x;(p) = p;. Ezt az x; leképezést az R™ euklideszi tér i-edik
koordindta-fiigguényének nevezziik.

Megjegyzés Az R? tér koordindta-fiiggvényeire a szokdsos x = 1, y = X9, 2 = T3
jelolést is alkalmazni fogjuk.

A linedris altér alapjan lehet értelmezni az alabbi fogalmat.

1.10. Definicié Tekintsiink az R™ vektortérben egy m-dimenzios L linedris alteret, tovab-
bd eqy p pontot. Az A=p+L={p+v|veL} alakzatot az R"™ euklideszi tér egy
m-dimenzios affin alterének mondjuk.

Az A affin alteret gy iranyitjuk, hogy megadunk egy irdnyitast az £ linearis altéren.
Az 1-dimenzids affin altereket egyeneseknek, a 2-dimenzios altereket sikoknak mondjuk.
Az (n — 1)-dimenzids affin altereket hipersikoknak nevezziik.

Izometriak az R" térben

1.11. Definicié Az R™ tér izometriajan eqy olyan W¥: R™ — R"™ bijektiv leképezést
értiink, amelyre tetszdleges p, q pontok esetén fennall ||p —q|l = ||¥(p) — V(q)|.

Konnyt belatni, hogy a ¥ izometria egyenest egyenesbe képez és megorzi az egyenesek
parhuzamossagat. Ebbol mar kovetkezik, hogy a W affin alteret affin altérbe képez.
Definialni tudunk egy tovabbi fogalmat is.

1.12. Definicié Legyen adva eqgy W: R™ — R" izometria. A ¥ dltal az R™ vektortéren
indukdlt leképezésen azt a ®: R — R"™ figguényt értjik, amelyre tetszéleges v vektor
esetén igaz ®(v) = ¥(v) — ¥(0).

Az alabbi tételt tobbszor is alkalmazni fogjuk a gorbék és a feliiletek targyalasanal.

1.13. Tétel Legyen adott egy ¥: R™ — R"™ izometria. Ekkor igazak az alabbi kijelentések.
(1) Az indukdlt @ leképezés egy olyan linedris izomorfizmus, amelynél tetszdleges R™-beli
u, v vektorokra teljestil

(P(u),®(v)) = (u,v). (1.1)
(2) Tekintsiik a O pont q = W(0) képét. Barmely p € R™ pontra fenndll a
¥(p) =2(p) +4q (1.2)

0sszefliggeés.

Az (1.1) osszefiiggés szerint az izometria altal indukalt ® linedris leképezés megtartja a
vektorok skalaris szorzatat, vagyis ® egy ortogonalis linedris leképezés az R™ vektortéren.
Igaz a kovetkezo kijelentés is, amely a fenti tétel megforditasa.
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1.14. Allitas Legyen adott eqy olyan ®: R™ — R"™ linedris izomorfizmus az R™ vektorté-
ren, amely megorzi a skaldris szorzatot, tovdbbad eqy q pont. Tekintsik azt a ¥: R™ — R™
leképezést, ahol tetszbleges p pontra fenndll ¥(p) = ®(p) + q. Ekkor a ¥ leképezés
zometria.

Természetesen az R™ tér esetében is beszélhetiink irdnyitastarté és iranyitasvalto
izometriakrol.

1.15. Definicié Egy ¥ : R" — R" izometridt iranyitistartonak mondunk, ha a

® : R" — R"™ linedris izomorfizmus az egyazon orientdciot képuviseld R"™-beli bdzisok két
osztdalyat nem cseréli fel. Amennyiben a ® leképezés a két bdzisosztdlyt felcseréli, akkor
a V-t irdnyitdasvaltonak mondjuk.

A U izometria altal indukalt ® linearis leképezést az R™ vektortér egyik uy,..., u,
béazisdra nézve egy A kvadratikus matrix irja le. Mint ismeretes, a det A determinans
értéke nem fiigg az R"-beli bazis megvalasztasatol, tovabba det A = 1 vagy det A = —1
teljesiil. A tovabbiakban det ®-vel is jeloljiik majd ezt a bazisvalasztastol fiiggetlen det A
értéket.

Vildgos, hogy a ¥ izometria pontosan akkor irdnyitastarté (illetve irdnyitdsvaltd) ha
fenndll det ® =1 (illetve det & = —1).

A Gram-matrix determinansanak geometriai jelentése

Az R"-ben legyenek adva a linedrisan fiiggetlen vy,...,v,, (1 < m < n) vektorok. Az
altaluk generdlt linedris alteret jelolje L(vy,...,Vy,).

AP={>" Nv;|0< X\ <1(i=1,...,m) } ponthalmazt a vy,..., v, vektorok
altal kifeszitett m-dimenzids parallelepipedonnak nevezziik.

Az L(vyq,...,V,,) linedris altérben vegyiink egy by, ..., b, ortonormalt bazist. Fejez-
zik ki a v; (j = 1,...,m) vektorokat ezen bézisvektorokbdl: v; = > A;b,. A
linearis kombinacids egyiitthaték meghataroznak egy m-edrend kvadratikus A matrixot.

Konnyen igazolhaté, hogy a |det A| érték nem fiigg a by, ..., b, ortonormélt bazis
megvalasztasatol.
Az L(vy,...,v,,) teret Ugy is tekinthetjiik, mint egy m-dimenziés euklideszi teret.

Ez esetben értelmezni lehet a térbeli politopok térfogatat. Mint ismeretes, ekkor a fenti
m-dimenzi6s P parallelepipedon térfogata éppen |det A|.

1.16. Definicié Tekintsiik azt az m-edrendi kvadratikus G mdtrizot, melynek elemei
gij = (vi,vj) (1,5 =1,...,m). A G-t avy,...,v,, vektorrendszer Gram-mdtrizinak
nevezzik.

Vildgos, hogy fenndll a G = AT A 6sszefiiggés, ahol az AT az A matrix transzponalt-
jat jeloli. Ennek kovetkeztében teljesiil det G = (detA)? > 0, és a Vdet G szam
megegyezik a P parallelepipedon térfogataval.
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Vektorialis szorzas az R" vektortérben

Az R™ lineéris téren a vektoridlis szorzédst egy (n—1)-véltozds miiveletként lehet definidlni.

1.17. Definicié Legyenek vy, ..., v,_1 linedrisan fiiggetlen vektorok R™-ben. Ezek vekto-
rialis szorzatan azt a [vy, ..., v,_1] vektort értjik, amelyre teljesiil az aldbbi harom feltétel:
(1) A [vy,..., v, 1] vektor hossza megegyezik a vyq,...,v,_1 vektorok dltal kifeszitett
(n — 1)-dimenzids parallelepipedon térfogatdvall.
(2) A [vi,..., V1] vektor merédleges az L(Vy,...,V,_1) linedris altérre.
(3) Avy, ..., Vo1, [V1,...,Vn 1] bdzis a természetes iranyitdst reprezentdlja.

Ha a vy,...,v, 1 vektorok linedrisan dsszefiiggéek, akkor a [vy,...,v,_1] vektoridlis

szorzatuk a O nullvektor.

Fejezzitk kiav; (i =1,...,n—1) vektorokat az R" természetes bazisanak vektoraival
. n 7 ¢ . par P VIRE /s 7 s
a v, =)y j=1V; - €; formdban. Konnyen ellendrizhetd, hogy a v; linedris kombindcios

egyiitthatokkal fennall a

1 2 n
U1 Uy U1
Vi, 7Vn—1] - 1 2' n (13)
Un—l Un—l Un—l
€1 €2 €n

egyenloség, melynek jobb oldalan egy n X n-es matrix determinansa szerepel.

Az altérsorozat konvergencidjanak értelmezése

Vegyiink egy korlatos és nem iires ‘H valds szamhalmazt R-ben. A szokdsoknak megfelelGen
inf H fogja jelolni a ‘H also hatarat, illetve sup H a felsé hatart.

Mint ismeretes, a B.(p) = {q € R" | d(p, q) < ¢} ponthalmazt a p € R" pont
e (e > 0) sugari gombkornyezetének szokds mondani.

Legyen adva egy R"™-beli F' alakzat és egy ¢ pozitiv valdés szam. Az N.(F) =
Uper B:(p) nyilt halmazt az F' ponthalmaz ¢ sugari gombkornyezetének nevezziik.

Emlékezziink ra, hogy valamely F, H (F # (), H # () ponthalmazok tavolsdgét a
d(F,H)=inf{d(p,q) | peF, qe H} O0sszefiiggés adja meg. Sziikség van azonban egy
masik tavolsag értelmezésére is.

1.18. Definicié Legyenek adva az F, H (F # 0, H # 0) korldtos és zdrt alakzatok
R™-ben. Ezek Hausdorff-féle tavolsigin a d(F,H)=1inf{e | F C N.(H), H C N.(F)}
nemnegativ szamot értjik.

Vildgos, hogy d(F, H) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha fenndll F' = H. Igazolhato,
hogy az R™-beli kompakt (és nem iires) alakzatok H halmazan a d : HxH — R fiiggvény
egy metrikat ad.
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A Hausdorff-féle tavolsag felhasznalasaval értelmezni lehet egy olyan sorozat konver-
gencigjat is, amelynek az elemei nem iires kompakt ponthalmazok. Jegyzetiinkben N
jeloli majd a pozitiv egészek halmazat.

1.19. Definicié Legyen adott az R™-beli korldtos és zdrt alakzatokbdl dllé F,, (m € N)
sorozat. Azt mondjuk, hogy az F,, sorozal konvergdl a H korldtos és zart alakzathoz, ha
a d(Fy,, H) szamsorozatra fenndll lim d(F,,, H) = 0.

Legyen L, (meN) az R"™ tér k-dimenzids (k < n) linedris altereinek egy sorozata.
Tekintsiik az R" egységvektorai &ltal alkotott S"' = {v € R" | ||v|| = 1} szférat,
tovabbd az altérsorozat elemei altal az S™~! gombfeliiletbdl kimetszett (k—1)-dimenzids
Sk=l = Sn=1n £, egységgdmbiket.

1.20. Definicié Az L, (m €N) linedris altérsorozatrol azt mondjuk, hogy konvergdl a
k-dimenzids L linedris altérhez, ha az dltala meghatdrozott Sk=1 (m € N) szférasorozat
konvergdl a (k — 1)-dimenzids S™* N L szférdhoz.

Az R™ térben vegyiink egy k-dimenziés (k < n) affin alterekbdl allo A,, (m € N)
sorozatot. Az A, affin altérnek megfelel6 linedris alteret jelolje £,,.

1.21. Definicié Az A,, (m € N) altérsorozatrdl azt mondjuk, hogy az konvergdl a k-
dimenzids A affin altérhez, ha teljesiil az aldbbi két feltétel:

(1) Az L,, (meN) linedris altérsorozat konvergdl az A-nak megfelelé L linedris altérhez.
(2) Van olyan p,, (m€eN) pontsorozat, amelyre fenndll p,, € Ay, és amely konvergdl az
A altér eqy P pontjahoz.

1.3. Vektorértékii differencialhaté leképezések

Ebben az alfejezetben attekintjiik a differencialszamitas azon alapveto fogalmait és tételeit,
amelyek nélkiilozhetetlenek a differencialgeometriai vizsgalatokhoz. A gorbék és feliiletek
tanulméanyozasahoz majd vektorértékii fiiggvényeket fogunk haszndlni, emiatt féként
vektorértékli leképezésekrol lesz sz6. Azonban a vektorértékli leképezések koordinata-
fiiggvényei (vagy més széval komponensei) valés fliggvények, tehdt azt itt lefirtak megérté-
séhez elegendbek a valds fiiggvénytanhoz tartozo ismeretek. Ezeket az olvaso elsajatithatja
a | I, [ | és | I, [ ] tankonyvekbol.

Az egyvaltozés derivalhato leképezések

A tovabbiakban az I egy R-beli (nyilt vagy zart) intervallumot fog jelolni. Tekintsiink
egy f: I — R valds fiiggvényt. Ha az f fiiggvény differencialhaté, akkor a szokdsoknak
megfelelden f'(t) fogja jelolni az f fiiggvény derivaltjat a t € I helyen.
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Vegyiik az R™ euklideszi vektorteret, amelynél n > 2. Legyen adott egy v : [ — R"
leképezés. Ekkor az x; : I — R (i = 1,...,n) valés fiiggvényeket, melyekre fenndll
z;(t) = (v(t),e;) barmely t € I-re, a v koordindta-fiiggvényeinek nevezziik. Ezekkel
nyilvan teljesiil a y(t) = > | x;(t) e; Osszefiiggés.

Mint ismeretes, a v vektorértékii fiiggvény akkor differencialhaté a t € I helyen, ha
Y(E+h) — ()

létezik a lim

h—0

jelolést alkalmazzuk, és az R™-beli /() vektort a v fiiggvény ¢ helyen vett derivéltjanak
mondjuk.

Vildgos, hogy a = leképezés pontosan akkor derivalhaté az I intervallumon, ha a
koordinéta-fiiggvényei differencidlhatdak. Differencialhatosag esetén a ~' derivalt leképe-
zésre fenndll a~/(t) = > 7 | x}(t) e; Osszefiiggés tetszbleges t € I pontban. Természetesen
értelmezni lehet a vektorértéki ~ fiiggvény magasabb rendii derivéltjait is. Jegyzetiink-
ben a v leképezést akkor mondjuk simanak, ha a koordinata-fiiggvényei C'*°-osztalyiak.

hatérérték. Ha a hataréték létezik, akkor arra a +'(t)

Az alabbi két allitast gyakran fogjuk alkalmazni a sima gorbék targyalasa soran. Ezek
kénnyen igazolhatdak, ha alkalmazzuk a koordinata-fiiggvényeket és a szorzatfiiggvény
derivalasara vonatkozé jol ismert Osszefiiggést, az tigynevezett Leibniz-szabalyt.

1.22. Allit4s Legyenek adva a h : I — R és~ : I — R" differencidalhato figgvények.
Tekintsiik a h~ : I — R™ vektorértéki leképezést, ahol (h~y)(t) = h(t)~y(t). Ekkor a h~y
fiigguény is differencidlhato és tetszdleges t € I esetén fenndall

(hy)'(t) = h'(t) (t) + h(t) ¥ (1) (1.4)

1.23. Allitas Legyenek adva a =y, p: I — R"™ differencidlhato leképezések. Tekintsiik az
f I — R figgvényt, melyet az f(t) = (~y(t), p(t)) dsszefiggés ir le. Ekkor az f valds
fiigguény is differencidlhato €és teljestil

(@)= (¥ (), p(t)) +(~(),0(t)). (1.5)

A fenti allitasbdl azonnal kovetkezik az alabbi kijelentés, ami azokra a vektorértékii
leképezésekre vonatkozik, amelyek normaja konstans.

1.24. Kovetkezmény Legyen adott eqy olyan v : I — R™ differencidlhato leképezés,
amelyre valamely ¢ > 0 szdmmal teljesil ||y(t)|| = ¢ tetszbleges t € I-re. Ekkor fenndll

(¥'(t),~(t)) = 0.

A késobbiek soran majd alkalmazni fogjuk az alabbi allitast is, amely az Osszetett
fiiggvény derivalasara vonatkozo lancszabalynak felel meg.

1.25. Allitas Legyen adott a v : I — R™ differencialhato leképezés és a ¥ : R — R”
izometria. Tekintsik a U dltal indukalt ® linedris izomorfizmust. Ekkor a Vo~ : [ — R"
fiigguény is differencidlhato €és teljestil

(o) (t) = 2(v'(1)). (1.6)
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A tobbvaltozods differencialhato leképezések

Az R™ euklideszi tér egy nyilt és 6sszefiiggo részhalmazat R™-beli tartomanynak nevezziik.
Amennyiben a tartoméanyt kib&vitjiikk hatarpontjainak a halmazédval, akkor R™-beli zart
tartomanyt kapunk.

Tekintsiik az R™-beli (m > 2) D nyilt tartomanyon értelmezett f: D — R differenci-
alhato fiiggvényt. Az f i-edik parcidlis derivalt fiiggvényére a 0;f (i = 1,...,m) jelolést
alkalmazzuk. Eszerint a 0;f: D — R fiiggvényre fenndll a

o1
Oif(ury ..., up) :IIE%E(f(ul,...,ui+h,...,um)—f(ul,...,ui,...,um))

osszefliggés tetszoleges (uq, ..., uy,) €D esetén.

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény parcidlis derivaltjai eltinnek D-n. Vegyiink egy
a = (ay,...,a,) € D pontot és annak egy olyan B nyilt gombkornyezetét R™-ben,
amelyre igaz B C D. Ekkor a Lagrange-tételbdl kovetkezik, hogy az f-nek a B-re torténd
lesziikitése egy konstans fiiggvényt ad. Mivel D nyilt és Osszefiiggd, barmely a, b € D
pontok esetén van olyan téréttvonal, amelyet a D tartomany tartalmaz és amely az a, b
pontokat koti 6ssze. Ebbol viszont mar adddik, hogy teljesiil az f(a) = f(b) egyenléség.
Ezek alapjan az alabbi eredményre jutunk.

1.26. Allit4s Legyen adva eqy olyan f: D — R differencidlhato fiiggvény, amelyre
tetszdleges u € D helyen teljesil 0;f(u) =0 (i = 1,...,m). Ekkor f konstans fiiggvény.

Jegyzetiinkben féleg olyan tobbvaltozds fiiggvényeket alkalmazunk, melyeknek tetszo-
leges rendben léteznek a parcidlis derivaltjai, vagyis amelyek C'°°-osztélytdak. Emiatt
ha egy valés fliggvényt differencialhatonak mondunk, akkor ezen mi legtobbszor azt
értjiik, hogy a fiiggvény C'*°-osztalytd. Egy ilyen f: D C R™ — R fiiggvény masodrendi
parcidlis derivaltjaira a 0 ;f = 0;(0;f) (i, j = 1,...,m) jelolést alkalmazzuk. TEbbszor
felhasznaljuk majd Young tételét, miszerint teljesiil 0; ; f(u) = 0;,;f(u) tetszéleges u € D
helyen.

Legyen adott a D C R™ tartomanyon egy r: D — R™ vektorértéki leképezés. Az

r koordinata-fiiggvényein azokat az z;: D — R (j = 1,...,n) fuggvényeket értjiik,
melyekre igaz ;(u1,...,un) = (r(w,...,uy),€;) barmely (ui,...,u,) € D mellett.
A koordinata-fiiggvényekkel tehat teljesiil az
r(Ur, e Um) = D0 (UL, U €
egyenloség.
Az r leképezés definicié szerint akkor differencidlhaté az u = (uy,...,u,) € D

pontban, ha van egy olyan Dr(u): R™ — R™ linearis leképezés, amellyel fennall
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ahol Dr(u)(v) a v € R™ vektor képét jeloli. Ha igaz a fenti osszefiiggés, akkor a Dr(u)
linedris leképezést mondjuk az r vektorértéki fiiggvény u-beli derivaltjanak.

Az r leképezés pontosan akkor differencialhaté az u helyen, ha a koordinata-fiiggvényei
differencidlhatoak. Ez esetben ha vessziik a koordinata-fiiggvények parcidlis derivaltjaibol
nyert n X m-es

glxl(u) gﬂl(u) . gm:vl(u)
gy = | O G ey
O1xy(u) Ohxy(u) ... Opz,(u)

méatrixot, akkor az R™ és R™ vektorterek természetes bézisaira nézve a Dr(u) linedris
leképezést ez a Jr(u) matrix irja le. A Jr(u) métrixot mondjuk az r vektorfiiggvény u
pontbeli Jacobi-matrixanak.

A sima feliiletek targyaldsa soran fontos szerephez jut majd a kovetkezd fogalom.

1.27. Definicié Legyen adott eqy vektorértéki r: D — R™ differencidlhato leképezés.
Az r fiigguény i-edik parcidlis derivdltjdn az u € D pontban a

Oir(uy, ..., Upy) :}lzii%ﬁ (r(ul,...,ui+h,...,um) —r(ul,...,ui,...,um))
vektort értjik. Az elobbi dsszefiiggéssel meghatdrozott O;r @ D — R™ leképezést az i-edik

parcidlis derivalt fiigguvénynek nevezzik (i =1,...,m).
Vilagos, hogy fennall a
O (U, .oy Up) = D0 Oiwi(un, . U) - €
osszefiiggés. Vegyiik észre, hogy az u € D pontbeli d;r(u) parcidlis derivalt koordinatai

éppen a Jr(u) Jacobi-matrix i-edik oszlopdnak az elemei.

Megjegyzés Amennyiben a D C R™ tartomanyon vett r vektorfiiggvénynek az 6sszes
parcialis derivaltja eltiinik, akkor a fentiekbdl és az 1.26. Allitasbol mar kévetkezik, hogy
az r fiiggvény konstans.

Két differencidlhato vektorfiiggvény skalaris szorzatdra vonatkozodan igaz az aldabbi
kijelentés, melyet a koordinata-fiiggvények alkalmazasaval kénnyen be lehet latni.

1.28. Allitas Legyenek adva azr, q: D — R™ differencidlhato leképezések. Tekintstik
azt az f: D — R fiigguényt, melyet az f(u) = (r(u),q(u)) egyenlet irle tetszbleges u =

(U1, ..., Uy) €D esetén. Ekkor az f fiiggvény differencidlhatd és a parcidlis derivdltakra
teljestil a

0if(u) = (Oir(u),q(u)) + (r(u),diq(u)) (1.7)
asszefiiggés (1 =1,...,m).
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Tekintsiink egy ¥ izometriat az R™ euklideszi térben, melyet az (1.2) egyenlet ir le.
Konnyt belatni, hogy a U leképezés differencialhaté és tetszoleges p € R™ pontban igaz
DU(p) = &, ahol ® éppen a ¥ altal indukalt linedris izomorfizmus az R™ vektortéren.
Ily médon az Osszetett fiiggvény derivaldsara vonatkozd lancszabaly alkalmazasaval a
kovetkez6 eredményre jutunk.

1.29. Allit4s Legyen adott eqy r : D C R™ — R"™ differencidlhato leképezés és eqy
U R" — R" izometria, melyet az (1.2) dsszefiiggés ir le. Ekkor a Wor : D — R"
figguény is differencidlhatd és tetszéleges u = (uq, ..., uy,) €D pontban teljesiil
D(Vor)(u) = ®oDr(u), iletve a parcidlis derivdltakra igaz

Oi(Wor)(uy,...,uy,)=2(0r(ur,. .., un)). (1.8)

Regularis leképezések

Az alabbiak soran megadjuk a vektorértékii regularis leképezés fogalmat.

1.30. Definicié Legyen adott eqy C*-osztdlyi r: D C R™ — R" leképezés a D nyilt
halmazon. Azt fligguényt requldrisnak mondjuk, ha Jacobi-mdtrizdnak rangjdara bdrmely
ue D pontban fenndll rkJr(u) = min{m, n}.

A kovetkezo fontos eredményt az inverz leképezés tételének szokas nevezni.

1.31. Tétel Az R™-beli D tartomdnyon legyen adott eqy C°°-osztdlyi requldris

p: D C R™ — R™ fiigguény. FEkkor tetszoleges p € D pontnak van olyan U nyilt és
osszefiiggd kornyezete, hogy az arra leszikitett p|U leképezés invertdlhato és az inverz
leképezése is eqy C-osztdlyu figguény a p(U) tartomdnyon.

Az implicit el6allitasu fliiggvény tételének mi csak az aldbbi specidlis esetét fogjuk
felhasznalni.

1.32. Tétel Az R" (n > 2) tér egqy W tartomdnydn legyen adott eqy f : W — R
requldris C>-osztalyi figgvény. Legyen p = (p1,...,pn) € W egy olyan pont, amelyre
igaz f(p) =0 €és 0, f(p) # 0. Ekkor a (p1,...,pn_1) pontnak van olyan D nyilt dsszefiiggd
kérnyezete R -ben, tovdbbd van olyan a p, értéket tartalmazd J nyilt intervallum,
melyekkel igazak a kovetkezdk.

(1) Bdrmely (ui,...,un—1) € D esetén egyértelmien létezik egy olyan v € J szdm,
amellyel fennall f(uy,..., up—1,v) =0.

(2) Ha vessziik a h(uy, ..., u,—1) = v kifejezéssel értelmezett h: D — R fiigguényt, akkor
az is C®-osztdlyu és tetszbleges u = (uq, ..., u,_1) € D esetén teljesiil

9if (a, h(u))

Ow) = =5 Fla, h(w))

(t=1,...,n—1).
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Az integralfiiggvény derivaltja

Ezen fejezet végén megadunk egy olyan tételt, amelyet majd a varidciés problémak
targyalasa soran fogunk alkalmazni.

1.33. Tétel Legyen adott R™-ben eqgy B Jordan-mérheto zdrt tartomdny. Valamely I C
R nyilt intervallum mellett vegyiink eqy olyan folytonos F : Bx I C R™ — R filigguényt,
amelynek létezik az (m+1)-edik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja és a O F fiigguény
18 folytonos. Tekintsiik az

f(t):/.../BF(ul,...,um,t) duy ... duy,

integral-kifejezéssel értelmezett f - I — R fiigguényt. Ekkor az f figguény differencidlhato
és tetszoleges t € I-re teljestil

f/(t):/.../B Omer P, g, t) duts - duty, (1.9)
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2. fejezet

Regularis sima gorbék a 3-dimenzids
euklideszi térben

Mechanikai szemszogbol megkozelitve a gorbe fogalma egy olyan leképezést takar, amely
egy tomegpont térbeli mozgasat irja le az ido fiiggvényében. A leképezés ugy jon létre,
hogy tetszoleges t idopillanathoz a mozgo tomegpont pillanatnyi helyvektorat rendeljiik.

Ebben a jegyzetben mi csak a mozgas soran leirt palya geometriai jellemz6it fogjuk
tanulmanyozni. Vildgos azonban, hogy ugyanazt a palyat egy tomegpont kiilonbozo
sebességgel futhatja be, tovabbd a palya alakja nem valtozik akkor sem, ha a térben
végrehajtunk egy egybevagosagi transzformaciot. A célunk tehat a gorbe azon jellemzo-
inek a meghatarozasa, amelyek az atparaméterezéssel és az izometriaval szemben invarian-
sak.

2.1. A gorbedarab ivhossza

A sima gorbe fogalma
Jegyzetiinkben az I mindvégig az R szamegyenes egy nyilt vagy zart intervallumat fogja
jelolni.

2.1. Definicié Az R3 térbeli folytonosan paraméterezett gorbén eqy~ : I — R3 folytonos
leképezést értink. A v(I) = {~(t)|tel} ponthalmazt a v gorbe pdlydjinak nevezzik.

2.2. Definicié AzR3 euklideszi térben vett simdn paraméterezett gorbén eqy C™-osztdlyi
~ : I — R3 leképezést értiink. A ~ simdn paraméterezett gorbét requldrisnak mondjuk,
ha fenndll 4'(t) # O tetszdleges t €1 esetén.

A tovabbiakban a siman paraméterezett gorbe helyett egyszeriien csak a sima gorbe

elnevezést hasznaljuk. Fontos azonban megjegyezni, hogy jegyzetiinkben a gérbe egy
leképezést jelent, nem pedig annak a palyéjat.
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2.1. Példa Legyen adott a térben egy S sik, az S sikban egy c¢ pont, tovabba egy
r > 0 szdm. Legyenek b; és by olyan egymaéasra merdleges egységvektorok, amelyek
parhuzamosak az S sikkal. Tekintsiik azt a v: [0,27] — R? differencialhaté leképezést,
amelyet a v(t) = ¢+ r costby + rsintby (t € [0,27]) Osszefiiggés ir le. Ekkor a ~
reguldris sima gorbe palyaja egy kor, amely benne van az S sikban, centruma a c pont
és sugara 7.

2.2. Példa Legyenek a és b olyan valés szamok, ahol a > 0 és b # 0. Vegyiik azt
av: R — R3 leképezést, amelyndl igaz y(t) = a coste; + a sintey + btes (t € R).
Amennyiben ezt egy tomegpont mozgéasat leird fliggvénynek tekintjiik, akkor a ~-nak
az r3 = 0 egyenletii sikra esd vetiilete egy egyenletes kérmozgast, az x3 tengelyre esd
vetiilete pedig egyenletes egyenesvonali mozgast ir le. Vildgos, hogy a y(R) palya rajta
van az (r1)% + (22)? = a® egyenlet{i hengerfelilleten. A ~ sima gorbét (illetve annak
palyajat) hengeres csavarvonalnak nevezziik.

z3

2.1. dbra. Hengeres csavarvonal meroleges vetiilete.

2.3. Példa Tekintsiink az R3 tér 23 = 0 egyenletii sikjdban egy olyan r sugart
kort, amely érinti az x; koordinatatengelyt. Gorditsiik le csuszdsmentesen a kort az
x1 tengelyen. frjuk le a kor azon keriileti pontjanak a pélyajat (illetve mozgasat), amely
a 0 kezd6pontban érintkezik az x; tengellyel. A mozgas t paraméterének valasszuk a
gordiilo koriv el6jeles kozépponti szogét, melyet radidnban mériink. Konnyl beldtni,
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~ ()

c(0) c(t)

t

~(0)=0 rte; v(2m) z1

2.2. abra. A kozonséges ciklois.

hogy t pillanatban a kor centrumdanak pozicidjat a c(t) = rte; + r ey kifejezés irja le.
Jelolje most () a kijelolt keriileti pont helyvektorat. A kor c(¢) centrumabdl a ~(t)
pontba mutat6é vektort a —rey vektor t szogil elforgatdsdval nyerjiik. (Lésd a 2.2.
abréat.) Emiatt fennall vy(t) —c(t) = —r(cost ez +sinte;). Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy
a t paraméternél a pont helyvektora

~(t) = r(t —sint) e; + (1 — cost) es.

Az igy nyert v : R — R3 gorbe pdlydjat kozonséges cikloisnak nevezziik. Célszerti
megjegyezniink, hogy ez a v sima gorbe nem regularis, mivel fennéll v/(2i7) = 0 barmely
1 € 7 egész szadmra.

2.3. Definicié Legyen adott eqy v : I — R reguldris sima gorbe. A ~'(t) vektort a
gorbe sebességuektordanak, a v"(t) vektort pedig a gorbe gyorsuldsvektoranak mondjuk a
t € I helyen.

Amennyiben a v gorbe requldris, akkor azt az egyenest, amely dthalad a ~(t) ponton
és amelynek ~'(t) az egyik iranyvektora, a v gorbe t-beli érintdjének nevezzik. Azt a
sikot, amely dtmegy a ~(t) ponton és merdleges a ~'(t) vektorra, a gorbe t pontbeli
normdlsikjinak mondjuk.

2.4. Definicié Legyen adott egy v : I — R3 C™-osztdlyi leképezés. A v(t) = ||v'(1)]|
kifejezéssel meghatdrozott v: I — R walds fligguényt a ~ gorbe sebességfiigguényének
nevezzik.

A giérbedarab ivhosszanak értelmezése

Legyen adva egy «: I — R? folytonos gérbe. Vegyiink egy [a, b] részintervallumot I-ben
és tekintsiik y-nak az [a, b]-re torténé lesziikitését. Egy az intervallumba esé P = {a =
ty < t1 < -+ <t = b} véges szamsorozatot az [a,b] egy felosztdsinak mondunk. A
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~(to), Y(t1), ..., (ty,) pontok szakaszokkal torténd dsszekotésével nyert IT torottvonalat
nevezziik a «|[a,b] gorbedarabba irt azon tordttvonalnak, melyet a P felosztds hataroz
meg. (Lasd a 2.3. dbrat.) Nyilvanvald, hogy ezen II beirt torottvonal hosszara fennéll

D) =325 () — (-l

€1

2.3. dbra. Gorbedarabba irt torottvonal.

2.5. Definicié A ~|[a,b] gorbét rektifikilhatonak mondjuk, ha a ~y||a,b] gorbébe irt azon
I tordttvonalak hosszainak halmaza, melyeket az [a, b] intervallum P felosztdsai hatdroz-
nak meg, felilrdl korldatos. Amennyiben a v|[a,b] gorbeszegmens rektifikdlhatd, akkor az

[(v|[a,b]) =sup{ ((II) | II a~y|[a,b] gorbébe irt tordttvonal }
szamot a |[a,b] gorbedarab whosszdnak nevezziik.

Megjegyzés Vannak olyan folytonos gérbék, amelyek nem rektifikalhatéak. Példaként
vegyiik azt a v : R — R3 gérbét, ahol ~v(t) = te; + t cos(w/t) ey teljesiil amennyiben
t € Rést # 0, tovdbba fennall v(0) = 0. Vegyiik észre, hogy ez a « leképezés nem
differenciadlhat6 a ¢ = 0 helyen.

Jelolje P,, (m > 3) a [—1,0] intervallum azon felosztasat, amelynél fenndll ¢, =

amennyiben £ = 0,1,...,m — 1, tovabba ¢,, = 0. Ily médon azt nyerjiik,

kE+1

hogy a P, altal meghatdrozott I1,, beirt toréttvonal csicspontjai ~(t;) = —

k+1e1+
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ey és Y(t,,) = 0. Ennek kovetkeztében a I1,,, torottvonal oldalainak hosszaira

1 ) 1
g (= Lem = 1) & ) = Yl > -

1
Eszerint a II,,, torottvonal hosszara teljesiil az [(IL,,) > 1+2>", Z egyenldtlenség.

1
—1)*
( )k'+1

. 1
igaz [lv(tx) —y({t-1)| > £+

1
Mint ismeretes, a > ., — szdmsor divergens, és ebbdl adédéan a y|[—1, 0] gorbeszeg-

mensbe beirt toréttvonalak hosszainak nincs felsé korlatja.

Abban az esetben, ha a gorbe folytonosan differencialhato, mindig értelmezheto a
gorbedarab ivhossza. Az ezzel kapcsolatos tétel igazolasanal alkalmazni fogunk egy
segédtételt.

Valamely [a, b] zart intervallumon legyen értelmezve egy ¢ : [a,b] — R? folytonos
vektorértékll leképezés. Vegyiik ennek a z; : [a,0] — R (j = 1,2,3) koordinata-
fiiggvényeit, melyeket a z;(u) = ({(u),e;) kifejezések irnak le. Amint szokdsos, a ¢
fiiggvény |a, b] feletti hatarozott integraljan a Z?Zl (L k zj(u)du) e; vektort értjiik.

2.6. Lemma A hatdrozott integralokra fenndll

Bizonyitds. Vezessiik be a w; = [ ’ zj(u)du jelolést, és tekintsik a w = Zj’:

L ¢y dul| < [ 16w | du. (2.1)

1 Wi =

L * ¢(u) du vektort. Amennyiben w = 0, akkor (2.1) nyilvan teljesiil.

(c1, o, 3) egységvektorra igaz (((u),c) < ||C(u)|| tetszOleges u € [a,b] esetén. Ennek
kovetkeztében fennall a

wl| = (c, w) ch / du—/b(chzj(u)>du

_ /a”@(u),cmug / ¢ )| du

Osszefiiggés. m

A w # 0 esetben vegyilk a ¢ = ——w egységvektort. Vildgos, hogy a ¢ =

2.7. Tétel Legyen adva eqy olyan ~ : I — R3 leképezés, amely folytonosan diffe-
rencidlhatd. Bdrmely [a,b] C I zdrt intervallum esetén a ~y|[a, b] gorbedarab rektifikdlhato
és fennall

) = [ 1) du. 22)
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Bizonyitds. Elséként azt igazoljuk, hogy a gorbedarab rektifikdlhaté. Vegyiik az [a, b
intervallumnak egy P = {a = ty) < t; < .-+ < t,, = b} felosztédsét, tovdbbd a
Y(to), ¥(t1), ..., v(tn) pontok szakaszokkal valé Osszekotésével nyert I1 torottvonalat.

Vegyiik észre, hogy teljesiil v (t;) —vy(t;i—1) = fttil ~'(u) du. A 2.6. Lemméban szereplé
(2.1) egyenl6tlenség alkalmazasaval azt kapjuk, hogy igaz

ti t;
[ v < [Tyl
ti—1 ti_1

A fenti Osszefiiggésbol mar adédik, hogy fennall

v (t:) = ¥(tio1)|| = ’

m m t; b
1) = Y lht) =yl <3 [ @l = [ @l

vagyis az | b |7/ (uw)|| du hatarozott integrél egy felsé korlatja a ~|[a, b] gorbedarabba beirt
toréttvonalak hosszainak.

Be kell még latnunk, hogy a [ ’ |7/ (u)|| du Riemann-integral egyuttal a fels6 hatéra
a befrt torottvonalak hosszainak. Vegyiink egy € > 0 pozitiv szamot. Azt fogjuk
igazolni, hogy van olyan P felosztdsa az [a,b]-nek, hogy a P &ltal meghatérozott II
beirt torottvonal [(I1) hosszéra teljesiil

b
[ I lldu<im +=

€
Tekinstiik most a ¢ = m pozitiv szdmot. A ~' leképezés folytonos, tehat az [a, b]
—a

zart intervallumon ~' egyenletesen folytonos. Emiatt 1étezik olyan § > 0 szam, hogy

amennyiben uy, ug € [a,b] és |u; — us| < 9§, akkor fenndll ||v'(u1) — v (ug)|| < c.
Vegyiik az [a, b]-nek egy olyan P felosztasat, ahol a részintervallumok

At; = t; —t;1 (1 = 1,...,m) hosszaira igaz At; < §. Ezen feltétel teljesiilése esetén

tetszOleges u € [t;—1,t;] mellett fennall ||v'(u)|| < ||9/(¢:)] + ¢. Ekkor a héromszog-

egyenlGtlenség és a 2.6. Lemma kdvetkeztében teljestil

/ti ”'Y’(u)H du < (H’Yl(tz)H n C) At, — ‘

—1 ,
/ 7' (u) dUH + ‘
ti-1

t;
< () — At + / IV (t) — (W) du + ¢ At,
ti

i—1

/t;il (' () + /() = 7'(w)) duH +e- At

<]

/tt (' (t:) = ' (u)) duH TN

< ly(ts) = v(tia)|| +2¢- At; .
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Ha az {gy kapott j;t,l 1Y (w)|| du < ||[v'(t:) =~ (tic1)|| +2¢- At; (i =1,...,m) egyenl6t-
lenségeket Osszegezziik, akkor azt nyerjiik, hogy fennall

/ 19/ (w)|| du < I(IT) + 2¢(b — a) = I(IT) + &,

ami mar igazolja a tételt. O]

A girbe atparaméterezése

A tovabbiakban mar kizarélag regularis sima gorbékkel foglalkozunk.

2.8. Definicié Legyen adott egy ~v : I — R3 requldris sima gérbe. Vegyiink eqy J C R
intervallumot és azon eqy olyan ¢ differencidlhatd figgvényt, amelyre fennall o(J) =1
és o' (1) #0 (tred). Ad =~o0p:J— R> leképezés requldris sima gorbét ad mey,
amirol azt mondjuk, hogy a ~ gorbe ¢ dltali atparaméterezésével jott létre.

A -t a paramétertranszformdcio fligguényének szokds nevezni.

Amennyiben ¢’ > 0 teljesiil, akkor a yoyp atparaméterezést iranyitastarténak mondjuk.
Ellenkezé esetben (vagyis ha ¢’ < 0) az atparaméterezést iranyitdsvalténak nevezziik.
Nyilvanvalo, hogy a « és v = v o ¢ gorbék pélydja megegyezik. Emellett fennall

Y (1) = ¢'(r) A (e(7), (2.32)
Y'(1) = ¢"(7) A (@(7)) + (1) 7" (sp(7)) - (2.3b)

A (2.3a) osszefiiggésbol adodik, hogy a 4-nak a 7 € J helyen vett érintGegyenese megegyezik
a vy gorbe o(7) pontbeli érintéegyenesével.

Megjegyzés A ~ regularis gorbe geometriai jellemzoin értjiik azokat a - leképezésbdl
szarmaztatott fogalmakat, amelyek paramétertranszformdciéval és R3-beli izometridval
szemben egyarant invaridnsak.

Az ivhossz szerinti paraméterezés

2.9. Definicié Egy~ : I — R3 requldris sima gorbérél azt mondjuk, hogy #whossz szerint
van paraméterezve, ha ||v'(t)|| = 1 teljesil barmely t € I-re.

Megjegyzés A fenti elnevezést az indokolja, hogy ivhossz szerinti paraméterezésnél a
~Y|[a,b] (a, b€ I, a < b) gorbedarab ivhosszéra a (2.2) Osszefiiggés alapjan fennall
(7][a,b]) = b — a.

A szakirodalomban az ivhossz szerinti paraméterezést ugy szokas jelezni, hogy a
gorbénél s-sel jelolik a paramétert (vagyis a valtozot). Allapodjunk meg abban, hogy ha
ezen jegyzetben a v gorbénél a paramétert s jeloli, akkor az azt jelenti, hogy ||v'|| =1
teljestil.
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Az 1.24. Kovetkezmény alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy ivhossz szerinti paraméte-
rezés esetén a ~ els6 két derivaltjara teljesiil a (4/(s),v"(s)) =0 (s€l) Osszefiiggés.

Attérés ivhossz szerinti paraméterezésre

Legyen adva egy ~ : I — R3 reguldris sima goérbe. Rogzitsiink egy a €I értéket. Vegyiik
a p(t) = fat |7/ (w)|| du  kifejezéssel meghatarozott p : I — R fiiggvényt. A 2.7. Tétel
szerint a p(t) fiiggvényérték megegyezik a v gorbe megfeleld szegmensének az eldjeles
ivhosszaval.

A monoton névekvé p fiiggvény értékkészletét képezd intervallum legyen J, azaz
J = p(I). Tekintsiik p-nak a ¢ : J — R inverz fiiggvényét, majd pedig a v gorbének a
@ szerinti 4 = =y o ¢ atparaméterezését.

Emlékezziink ra, hogy ¢ is egy C*>-osztalyu fiiggvény, amelyre igaz

70 = S0 T e
hogy fennéll

tetszéleges 7 € J esetén. Ebbdl viszont mar adodik,

1Y @I = 1€'(r) - (DI = ' (D] - 1Y () = 1.

Eszerint a 4 = v o ¢ gbrbe ivhossz szerinti paraméterezésben van megadva.

2.2. A regularis sima gorbe gorbiilete

Legyen adott egy ~ : I — R3 sima gorbe. Tekintsiink egy az I intervallumon értelmezett
Y : I — R3 leképezést, amely C°-osztdlyi. Ha barmely ¢ € I esetén az Y (t) vektort ugy
tekintjiik, mint egy ~(t) kezdépontt irdnyitott szakaszt az R? euklideszi térben, akkor az
Y-t egy sima vektormezének mondjuk a v gérbe mentén. A tovabbiakban a -~y fiiggvény
derivéltjait ugy tekintjiik, mint vektormezdket a v mentén.

Emlékezziink ra, hogy a v : I — R fiiggvényt, amelyre igaz v(t) = ||4/(t)|| tetsz6leges
te I helyen, a v sebességfiiggvényének mondjuk.

2.10. Definicié Legyen a v sima gorbe reqularis. Tekintsiik a v mentén azt a
T : I — R3 vektormezét, amelyre fenndll T = —~'. Ezt a T leképezést a ~ érintd
v

eqyséquektormezojének nevezzik.

Megjegyzés Az el6z6 definiciéban szerepld T leképezést a v gorbe tangencialis egység-
vektormezdjének is szokdas mondani.

2.11. Definicié A ~ : I — R? requldris sima gérbének a t €I pontban vett girbiiletén a
1
K(t) = o IT(t)|| nemnegativ szamot értjiik.
v
A fenti kifejezéssel meghatdrozott v : I — R folytonos leképezést a ~ gorbiileti

figguényének mondjuk.
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A gorbiilettel kapcsolatosan igaz az alabbi egyszert allitas.

2.12. Allitas A ~ : I — R3? requldris sima gérbe pdlydja eqy eqyenesen van akkor és
csak akkor, ha a gorbiileti figguénye eltinik.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a v gorbe v(I) palydja rajta van az R3 tér egyik £ egyenesén.
Vegyiink egy t, € I értéket és egy olyan b egységvektort, amely parhuzamos &-vel.
Tetsz6leges t € I esetén a ~(t) — v(tp) és b parhuzamosak, emiatt fenndll v(t) =
~(to) + (y(t) — v(to), b)b. Ily médon teljesiil v'(t) = (v'(t), b)b. EbbSl mar kovetkezik,
hogy a T leképezés konstans, azaz fennall T(t) = b vagy T(t) = —b tetsz6leges t € I-re.
Eszerint igaz T'(t) = 0, ami azt eredményezi, hogy x(t) = 0.

Forditva, tegyiik most fel azt, hogy fenndll x = 0. Nyilvanvald, hogy ekkor T'(t) = 0
barmely ¢ € I mellett. Ennek kovetkeztében a T leképezés allandé. Jelolje b azt az
egységvektort, amelyre igaz T(t) = b. Eszerint teljesiil v/(¢) = v(t) b. Innen azt nyerjik,
hogy ha rogzitiink egy to € I értéket, akkor fenndll ~(t) = v(to) + (fts v(u)du)b. Ez
a kifejezés pedig azt mutatja, hogy a ~(I) palya rajta van a «y(ty) ponton &tmené b-vel
parhuzamos egyenesen. O]

A gorbiiletet ki lehet szamitani a v fiiggvény els6 két derivaltjabol is.
2.13. Allitas A ~ : I — R3 requldris gorbe t € I helyen vett gérbiiletére fenndll

_ 1Y@ x A" @)l
Iy @1

Bizonyitdas. A ||T(t)|| = 1 egyenléség és az 1.24. Kovetkezmény miatt a T(¢) és T'(t)
vektorok merdlegesek egymaésra. Ennek kovetkeztében fenndll ||T(¢) x T(t)|| = ||T'(¢)]|

k() (2.4)

bérmely t € I-re. A T(t) = ﬁ ~'(t) kifejezést derivalva (1.4) alapjén azt kapjuk, hogy
V'(t) 1
T'(t) = — () + —=~"(t
() =~ 2 () + 257
Eszerint igaz
1
T(t) x T'(t) = "(t) x " (¢)).
()% T'() = s (7(0) % 7' (0)
1 "(t "t
A fenti 6sszefiiggésbél mar addédik, hogy teljesiil o0 T (t)| = I () ;)Z ( )H, ami
v v
igazolja az allitasunkat. O

A gorbiilet invarians jellege

Legyen adott egy v : I — R3 reguléris sima gorbe. A 2.8. Definiciéban leirtaknak
megfeleléen vegyiik a ~ reguldris gérbe egy 4 = v o p: J — R? dtparaméterezését.
Ezzel kapcsolatosan konnyen igazolhatd a kovetkezo allitas.
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2.14. Allitas A ~ dtparaméterezésével nyert v = ~yop requldris gorbe gorbiilets fiigguényére
fenndll kK =rop.

/
u
Bizonyitds. Vezessiik be az ¢ = ’(p,E ;, (u € J) jelolést. Eszerint ¢ = 1, ha az
¢ (u
atparaméterezés iranyitastartd, tovabbd ¢ = —1 irdnyitasvéltds esetén. A (2.3a) egyenlé-

séghdl adodik, hogy igaz U(u) = |¢'(u)] - v(p(u)) és T(y) =c-T(p(u)) tetszéleges
u€ J-re. Eszerint teljesiil T'(u) = - T (p(u)) - ¢'(u) és ||T'(w)|| = |¢ (w)] - || T (¢(w))]]-
Innen viszont behelyettesitéssel kapjuk, hogy fennall

A(u) = — T'(u _ L w))|| = ko o(u
) = = 1T )] = s IT ()] = o o). =

0(u)

Legyen adott egy v : I — R3 reguldris gorbe, tovdbba egy R3-beli U izometria,

amelyet az (1.2) osszefliggés ir le. Tekintsiik y-nak a W szerinti képét, vagyis a4 = Wory

reguldris gorbét. A (1.6) egyenlet szerint fenndll 4'(t) = ®(+/(t)) tetszbleges t € I

esetén. Mivel a @ linearis leképezés megorzi a vektorok hosszat, a v = W o~ képgorbe v

sebességfiiggvényére és T érinté egységvektormezojére teljesiilnek a v = v, T=d0T
és T' = & o T’ Ssszefiiggések. Ezekbdl mar kovetkezik, hogy igaz az aldbbi kijelentés.

2.15. Allitas A ~ és v = Wony requldris gorbék k és k gorbiileti fiigguényer megegyeznek,
azaz k=K.

Az eloz6 allitasok ismeretében mar be lehet vezetni az alabbi fogalmat is.

2.16. Definicié Legyen adva egy~ : [a,b] — R? reguldris gorbe. A k() = fab K(t)v(t) dt
szamot a v teljes gorbiiletének nevezziik.

Megjegyzés A fentiek alapjan kénny megmutatni, hogy a teljes gorbiilet az atparaméte-
rezéssel szemben invarians.

A ~ gorbéhez tartozé T : [a,b] — R? érinté egységvektormez6t tekintsiik most egy
sima gorbének. Vilagos, hogy a T gorbe palyédja rajta van az S*> = {u € R? | |u]| =1}
gombfeliileten. Ekkor a ||T'(t)|| = x(t) v(t) Gsszefiiggés szerint a k() teljes gorbiilet
megegyezik ezen T gorbe ivhosszaval.

A gorbiilet geometriai jelentése

Tekintsiink egy {vhossz szerint paraméterezett v : I — R3 gorbét. Eszerint most fenndll
v =|¥|l = 1, tovdbba T = ~' teljesiil az érint6 egységvektormezére. A gorbiiletre
nyilvan igaz r(s) = ||'T'(s)|| = [|v"(s)].-

Rogzitsiink egy so € I paraméterértéket. Vegyiik a J = {s—sg|s€ } intervallumot,
tovabbd azt az o : J — R fiiggvényt, ahol az a(u) (u € J) fliggvényérték megegyezik
az érinték irdnyat megad6 T(sg), T(so + u) egységvektorok hajlasszogével. (Lasd a
2.4. abrat.) Az a fiiggvény tehéat a gorbe érint6jének az irdnyvaltozésat méri a T(sg)
érint6é egységvektorhoz viszonyitva. Nyilvan teljesil 0 < a(u) < 7m és cosa(u) =
(T(s0), T(s0 + ).
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T(so+u)
2.4. abra. Az iranyvaltozast mér6 a : J — R fliggvény értelmezése.
a(u)

2.17. Allitas Az o figguénnyel fenndll a lir%ﬁ = k(sg) 0sszefiiggés.
u— u

Bizonyitds. Vilagos, hogy az « fiiggvény folytonos és lin%oz(u) = «(0) = 0. Vezessiik be

a ¥ :[0,71) — R valds fiiggvényt, amelynél fennéll J(x) = i ha =z # 0, tovdbba
sin x
¥(0) = 1. A ¢ fiiggvény folytonos, mivel igaz lin(l)ﬂ(x) = 1. Ezt alkalmazva teljesiil

a(u)  sino(u)

- J(a(u))

ful  ul
; . P : . alu)
feltéve, hogy u # 0 és a(u) # w. Ebbdl kiovetkezik, hogy amennyiben az ﬁ és
u
sina(u) |, o s
] hanyadosoknak 1étezik hatarértéke az u = 0 helyen, akkor azok megegyeznek.
u

Azt kénnyt belatni, hogy fennall a

a(u)
2

| T(so + u) — T(so)|| = 2 sin

egyenlet. Ha ennek mindkét oldaldt megszorozzuk az (1/|u|)-cos(a(u)/2) szammal, akkor

H% (T(SO +u)— T(30)> H - COS a(Qu) _ sina(u)

|l
osszefliggést kapjuk. Nyilvanvald, hogy igaz lir% cos(a(u)/2) = 1. Ily médon teljesiil
sin ()

lim

- = ||'T'(s0)|| = £(s0), ami mar igazolja az allit4st. O
uU— u

A f6normalis és a binormalis egységvektorok
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A tovébbiakban a vizsgalt v : I — R3 reguldris sima gorbérdl feltessziik, hogy annak a
tekintett ¢ € I helyen vett gorbiiletére fennall k() > 0. Eszerint igaz T'(t) # 0 és T'(t)
mer6leges a T(t) érint6 egységvektorra.

2.18. Definicié Az F(t) = T'(t) vektort a v gorbe t pontbeli fénormdlis eqység-

T ()]
vektoranak mondjuk. A B(t) = T(t) x F(t) vektort nevezziik a v gérbe binormdlis
egyséquektordanak a t helyen.

2.19. Definicié Az R? vektortérnek a T(t), F(t), B(t) vektorok dltal alkotott ortonor-
malt bazisdt a v gorbe t helyen vett Frenet-bdzisanak mondjuk.

2.5. dbra. A ~ gorbe t pontbeli Frenet-bézisa és N' normélsikja.

A gorbiilet és a fonormalis egységvektor definicigjabdl kovetkezik, hogy fennall
T'(t) = [T'@)| - F(t) = v(t) 6(t) F(t). (2.5)

Amennyiben derivéljuk a 4/(t) = v(t) T(t) kifejezést, akkor a fenti Osszefiiggés alapjan
azt kapjuk, hogy igaz

~(t) = V() T(t) + v(t)2 k(1) (). (2.6)

Az F(t) fénormélis nyilvan eleme annak a 2-dimenziés linedris altérnek, melyet a v/(t), v”(t)
vektorok generdlnak R3-ban. Emellett a fenti egyenlet megadja a 4" (t) vektor felbontésat

a T(t)-vel parhuzamos és arra meréleges Osszetevékre. Vegyiik még azt is észre, hogy
teljesiil (v"(t), F(t)) = v(t)* K(t).
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Az els6 két derivélt vektorialis szorzatara igaz ¥/ (t) x v"(t) = v(t)3 k(t) B(t). Eszerint
ay'(t) x v"(t), B(t) vektorok irdnya megegyezik. Ily mdédon tehat fennéll
B~ X0

NEAOERZ0IN . . o
késébbi vizsgalatok soran az aldbbi fogalmat is alkalmazni fogjuk.

2.20. Definicié Azt a sikot, amely dthalad a ~(t) ponton és amely meréleges az F(t)
fonormadlisra, a v gorbe t pontbeli rektifikalo sikjanak mondjuk.

A simulésik és a simulékor

Legyen adott egy ivhossz szerint paraméterezett v : I — R? gérbe. Eszerint most
fenndll ||v'|| = 1 és ||7"|| = k. Rogzitsiink egy a € I paraméterértéket és tegyiik fel, hogy
k(a) # 0 teljesiil. A 4 gorbe a-beli érintéegyenesét jeldlje E.

(1)

2.6. dbra. A h fliggvény értelmezése.

Tekintsiik azt a h : I — R fiiggvényt, amelyet a h(s) = (y(s)—~(a), F(a)) dsszefiiggés
ir le. (Lasd a 2.6. dbrét.) Vegyiik észre, hogy a h fiiggvény a gorbe pontjainak az eléjeles
tavolsagat méri az a helyen vett R rektifikalé siktél. Vilagos, hogy a h valés fiiggvényre
fenndll h(a) = 0, h'(a) =0 és h"(a) = k(a) > 0. A Taylor-tételbdl kovetkezik, hogy
a h fiiggvénynek a-ban lokalis minimuma van, vagyis megadhato egy az a-t tartalmazd
olyan J C I intervallum, hogy amennyiben s € J és s # a, akkor h(s) > 0. Eszerint a
~(J) gorbeivet a rektifikal6 sik dltal hatérolt két féltér koziil az tartalmazza, amelyikbe
az F(a) fénormélis mutat.

A szokésoknak megfelelGen jelolje N a pozitiv egészek halmazat. Vegyiink egy olyan
sm (m€N) szamsorozatot, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek:
(1) Tetsz6leges m € N-re fenndll s, €J és s, # a.

(2) Az s, (meN) szamsorozat konvergél a-hoz, azaz lim s, = a.
m—0o0
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Mivel az &€ érinté benne van a rektifikdlé sikban, h(s,,) > 0 miatt a v(s,,) pont nem
eshet az £-re. Jelolje S, azt a sikot, amely tartalmazza a « gorbe £ érintdegyenesét és a
~(sm) pontot. Vegyiik tovabbd az S,, sikban azt a K, kort, amely dthalad a y(a), v(sn)
pontokon és amelynek érintGje az £ egyenes.

2.21. Allitas Az S,, (meN) siksorozat konvergdl ahhoz a ~(a) ponton dtmend sikhoz,
amelyet a v'(a) és v"(a) vektorok feszitenek ki.

Bizonyitds. Tekintsiik a Jo={ s —a|s € J } intervallumot. Tetszbleges u € Jy, u # 0
érték esetén legyen S(u) az a sik, amely tartalmazza az € érintét és a «y(a + u) pontot.
Legyen tovéabbd S az a sik, amely dthalad a «y(a) ponton és parhuzamos a 4'(a), v"(a)
vektorokkal. Nyilvanvald, hogy az S stk meréleges a B(a) binormélis egységvektorra.
Az R3 lineéris térben vegyiik a by = T(a), by = F(a), by = B(a) vektorokbdl képzett
ortonormélt bézist. Vezessiik be a § : Jy — R? fiiggvényt, ahol §(u) = vy(a + u) — v(a).
A d(u) kiilonbségvektor nyilvdn parhuzamos az S(u) sikkal. Tekintsiik ennek a T(a)
vektorra meréleges d(u) — (6(u), by) by komponensét, illetve a meréleges komponenssel
egyiranyu
_ 0(u) — (8(u),by) by
16(u) = (8(w), by) byl

V(u) (2.7)

egységvektort.
A ~(a) ponton dtmend S(u) sikot a T(a), V(u) ortonormalt vektorok feszitik ki. A
normalsikba es6é V(u) vektor barmely u € Jy, u # 0 érték esetén kifejezhet6 a

V(u) = f(u) F(a) + g(u) B(a) (2.8)

alakban, ahol f(u) = (V(u),bs) és g(u) = (V(u), bs). Azt kellene belatni, hogy fennall
liH(l) f(u) = 1. Ez viszont egyenértékii azzal, hogy lirr(l) V(u) = F(a).

A d(u) = Z?:1<5 (u), b;) b; egyenléség alkalmazaséval az
(0(u), ba)
((8(), b2)? + (8(u). by)?)

1
Osszefiiggéshez jutunk. A fenti hanyados szamlalojat és nevezdjét szorozzuk meg az —

f(u): 12"

2
értékkel. Ennek kovetkeztében teljesiil B
o1
" lim —(d(u), bz) 2.9
im f(u) = : :
u—0 o1 2 o1 2\ 1/2
((tim 00 b))+ (tmy (60,031 )
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A hatarértékeket a L’Hospital-szabdly kétszeri alkalmazasaval hatarozhatjuk meg. Esze-
rint fennall

lim (6(u)2, b,) — lim (v (a+u),by) — lim (v"(a +u),by) _ (v"(a), ba) _ “(a>’
u—0 U u—0 2 u—0 2 2 2
illetve
g B0 B) (000 b)) bo) (sl b _
u—0 u u—0 2 2 2

A fenti hatdrértékeket véve a (2.9) Osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy igaz ling) flu) =1,
amibdl mar kovetkezik lirr(l) gu) =0 és lin(l) V(u) = F(a).
Vegyiik észre, hogy amennyiben az F(a) és V(u) vektorok f(u) szoge nem nagyobb

7/2-nél, akkor 3(u) megegyezik az £ egyenest egyarant tartalmazé S, S(u) sikok hajlas-
szogével. A fentiek alapjdn azonban cosB(u) = f(u) miatt fenndll lir% cos B(u) = 1,

amibol azt nyerjiik, hogy lir% B(u) = 0. Ez az 6sszefliggés mar igazolja az allitdsunkat.[]

2.22. Definicié Azt a y(a) ponton dtmend sikot, amely pdrhuzamos a v'(a) és v"(a)
vektorokkal, a v gorbe a pontbeli simulosikjanak nevezzik.

Megjegyzés A ~ gorbe a pontbeli simuldsikja tehét az a sik, amely illeszkedik a y(a)
pontra és meréleges a B(a) binormélis egységvektorra.

Megjegyzés Amennyiben a « gorbe gorbiilete sehol sem tiinik el és a palydja benne
van a tér egy S sikjdban, akkor az Gsszes pontban a tartalmazé S sik képezi a gorbe
simulésikjat.

Emlékezziink ré, hogy K,, (m € N) azt a kort jeloli, amely atmegy a y(a), ~v(sm)
pontokon és érinti az £ egyenest. A simulokor fogalma a kovetkezd allitason alapul.

2.23. Allitas A K,, kérsorozat konvergdl ahhoz a kérhéz, amelynek sikja az a pontbel

simuldsik, sugara —— €s kozéppontja a ¢ =~(a) + — F(a) pont.
k(a) r(a)

Bizonyitds. Alkalmazni fogjuk a 2.21. Allitas bizonyitasa soran bevezetett jeloléseket.
Legyen u (u # 0) a Jy = {s—a| s € J} intervallumnak egy eleme. Jeldlje K (u) azt a
kort, amely dtmegy a y(a), v(a+ u) pontokon és amelynek érintéje az € egyenes. (Lasd
a 2.7. abrét.) Vildgos, hogy ez a K (u) kor benne van az S(u) sikban. Azt mar igazoltuk,
hogy amennyiben wu-val tartunk 0-hoz, akkor az S(u) sik tart a v gérbe a helyen vett
simulé6sikjéhoz, amelyet a 4'(a) és 4”(a) vektorok feszitenek ki. A K(u) kor sugarét

K(a)
Vegyiik a §(u) = v(a + u) — v(a) kifejezéssel értelmezett §: Jy — R3 leképezést. A
d(u) és T(a) vektorok hajldsszoge legyen w(u). A keriileti szogek tételét felhasznalva

jelolje r(u). Az alabbiak soran igazolni fogjuk, hogy fennédll lirr%) r(u) =
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[0 (w)]]

azt kapjuk, hogy |6(u)] = 27(u) sinw(u), és ebbdl az r(u) = T smo(a) Osszefliggés
adodik.

2.7. dbra. Az u € Jy (u # 0) helyhez rendelt K (u) kor.

Ez esetben is alkalmazva a by = T(a), by = F(a), by = B(a) ortonormalt bazist és
ad(u)= Zi’:l((S(u), b;) b; egyenl6séget azt kapjuk, hogy igaz
&(u), by)? 8(u), by)? + (8(u), bs)?
w(u) _ 1—c082w(u) -1 < (u)7 1> _ < (u)> 2> +< (u)7 3> )

(0(u), d(w)) (0(u), d(u))

2

sin

Ily médon teljesiil
gL ey
2 \/(8(u),bs2)? + (d(u), bs)?

Az r sugar-fiiggvény 0 helyen vett hatarértékének meghatarozasahoz alkalmazzuk a

lim r(u) = = - i1 5 01, 0] . (2.10)
3 a0+ (i o))

osszefiiggést. A L’Hospital-szabaly alapjan belathaté, hogy fennall
b 1 b
o @B By 1 (8. b

u—0 u2 u—0 UQ 2 u—0 u2

b
k(a)

Jelolje c(u) a K(u) kor centrumét. Ha vessziik az el6z6 bizonyitdsban akalmazott
V (u) egységvektort, melyet a (2.7) egyenlettel adtunk meg, akkor azzal teljesiil

=0.

Ezek alapjan a (2.10) egyenl6séghdl kovetkezik, hogy igaz hH(lJ r(u) =

34



c(u) = vy(a)+r(u) V(u). Kordbban mar belattuk, hogy fennéll lir%V(u) = F(a). A fenti
Osszefiiggések pedig azt eredményezik, hogy

lim () = 7(a) + s

Ezzel az allitas igazolast nyert. O

2.24. Definicio A ~ gorbe t € I helyen vett simulokorén azt a kort értjik, amelynek
1
sikja a t-beli simuldsik, sugara —— és kézéppontja a ¢ = y(t) + —=F(t) pont.

k(1) k(1)
A t e I pontbeli simulékor centrumat a - gorbe ¢ helyen vett gorbiileti kozéppontjanak
is szokas nevezni.

Az egyszerii gorbeiv és a zart gorbe értelmezése

Amennyiben vessziik egy v gorbe pélyajat, akkor azon tekinthetjiik az R? tértsl orokolt
altér-topoldgiat.

2.25. Definicié Legyen I az R nyilt vagy zdrt intervalluma. A ~ : I — R3 requldris
sima gorbét egyszerinek mondjuk, ha a ~y leképezés homeomorfizmus az I intervallum és
a vy padlydja kozott.

Megjegyzés Legyen adott egy v : I — R3 reguléris gérbe. Ha a v leképezés injektiv
és az I intervallum zart, akkor a « gorbe egyszerii. Ellenben egy nyilt I intervallumon
meg lehet adni olyan ~ : I — R3 reguldris gérbét, ahol v injektiv, de a v(I) palya nem
homeomorf az I-vel.

2.26. Definicié Az R? térbeli G alakzatot eqyszertii girbeivnek mondjuk, ha van olyan
~ : I — R3 eqyszerii requldris gorbe, amelynek a pdlydja megeqyezik a G ponthalmazzal.

Ez esetben -t a G egyszert; gorbeiv egyik paraméteres eldallitasanak (vagy paramétere-
zésének) nevezzik.

Megjegyzés Az ivhossz szerinti paraméterezést alkalmazva belathato, hogy egy G egyszerti
gorbeiv kiilonbozo paraméteres el6allitdasait atparaméterezéssel lehet megkapni egymésbol.

Legyen adott az R? euklideszi térben egy G egyszerfi gorbeiv. Vildgos, hogy G
tetszoleges pontjaban értelmezheto az érintéegyenes és a gorbiilet. Amennyiben a p€ g
pontban nem tiinik el a gorbiilet, akkor definidlni lehet az egyszerti gorbeiv p pontbeli
simuldsikjat és simulékorét is. Természetesen értelmezni lehet az egyszerti gorbeiv egy
Osszefiiggd kompakt darabjanak az ivhosszat és a teljes gorbiiletét is.

A fent emlitett geometriai jellemzék analitikus meghatarozasa oly modon végezheto
el, hogy alkalmazzuk az egyszerii gérbeiv egyik paraméteres el6allitasat, vagyis az egyik
olyan v : I — R3? egyszer{i reguldris gorbét, amelynek palydja megegyezik G-vel.
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2.27. Definicié A ~ : [a,b] — R3 reguldris sima gérbét zdrtnak mondjuk, ha van eqy
olyan C*-osztdlyi 4 : R — R? fiigguény, amely rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:
(1) Fenndll a 4|[a,b] =~ dsszefiiggés.

(2) Tetszdleges t R esetén teljesil 4(t) = 4(t + (b — a)).

A ~ gorbe zértsdga tehat a y(a), v(b) végpontok egybeesésén til azt is jelenti, hogy
a v leképezés kiterjeszthetd egy olyan az R szamegyenesen értelmezett C'*°-osztdlyi +
leképezésre, amely periodikus és amelynek a b — a szdm az egyik periddusa.

A zart gorbék korében is bevezethet6 az egyszertiség fogalma. Az aldbbi definicio
szerint az egyszert zart gorbék palyaja homeomorf a korvonallal.

2.28. Definicié A ~ : [a,b] — R> zdrt gorbét egyszeriinek nevezzik, ha a ~|[a,b)
lesziikitett leképezés injektiv.

2.3. Valdédi sima gorbék

A valodi gorbe kisér6 Frenet-bazisa és torzidja

2.29. Definicié A ~ : I — R3 requldris sima gérbét valédinak mondjuk, ha tetszbleges
tel pontban a ~'(t), " (t) vektorok linedrisan figgetlenek.

Megjegyzés A (2.4) dsszefiiggés szerint a vy gorbe pontosan akkor val6di, ha a x gorbiileti
fiiggvénye sehol sem tiinik el, azaz teljesiil x(¢) > 0 barmely ¢ € [-re.

Pongyolan fogalmazva, a 2.13. Allitas kovetkeztében a gorbe akkor valddi, ha egyik
pontjaban sem egyenesedik ki.

Megjegyzés A nem eltiing gorbiiletii reguldris gorbéket szokds az R® euklideszi tér
altalanos tipusu goérbéinek is nevezni.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a vizsgalt v : I — R? gorbe valédi. Ekkor az
el6zé alfejezetben leirtaknak megfelel6en tetszoleges t helyen vehetjiik a T(t), F(¢), B(t)
egységvektorokat. Ezek az R® vektortérnek egy olyan ortonormélt bazisat képezik,
amely a tér természetes irdanyitdsit reprezentdlja. Amennyiben alkalmazzuk a By (t) =
T(t), Ba(t) = F(t), Bs(t) = B(t) jelolést, akkor az R? barmely w vektordra fennall

w =32 (w.B.(1)) Bi(t). (2.11)

Tekintsiik a C*-osztdlyd T, F, B : I — R3 leképezéseket a v mentén vett vektormezok-
nek.

2.30. Definicié A « walodi gorbe mentén vett T, F, B wvektormezok hdrmasdt a -~y
kiséro Frenet-bazisanak nevezzik.
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2.31. Definicié A ~ : [ — R3 valddi sima gorbe t € I helyen vett torzidjin a 7(t) =
1
——— (B'(t),F(t)) szamot értjik. Az igy nyert 7: 1 — R walds fiigguényt a v torzio-

v(t)

fligguényének nevezziik.

A Frenet-formulak

2.32. Allit4s Legyen adott eqy v : I — R3 valddi gérbe. Tetszblegest € I esetén fenndll

B(t) = —u(t) T(t) F(t).

Bizonyitds. Az 1.24. Kovetkezmény miatt igaz a (B'(t), B(t)) = 0 egyenléség. Tekintsiik
az f : I — R fiiggvényt, ahol f(t) = (B(t), T(t)) = 0. Ezt derivélva adddik, hogy teljesiil

(B'(t), T(t)) + (B(t), T'(t)) = 0.
A T'(t) = v(t) k(t) F(t) osszefiiggést felhasznalva a fenti egyenletbdl kovetkezik, hogy

(B'(t), T(t)) = 0. Amennyiben alkalmazzuk a (2.11) kifejezést a B'(t) vektorra, akkor a
fenti Osszefiiggések és a 2.31. Definicid alapjan azt nyerjiik, hogy igaz

B'(t)

(B'(t), F(1)) F(t) = —v(t) 7(t) F(2) . O
A kovetkezo tétel szerint a v gorbe kiséré Frenet bazisanak derivéltjai kifejezhetéek
a gorbiilet és a torzid segitségével.

2.33. Tétel A ~ : I — R? valédi gorbéhez rendelt kiséré Frenet-bdzis vektormezbinek
deriwadltjaira teljesiilnek a

T =vkF, F'=—vsT+v7B, B =—urF (2.12)
eqyenliségek.

Bizonyitds. A tételben szerepld els6 Gsszefiiggés a (2.5) egyenletnek felel meg, a harmadik
pedig a 2.32. Allitasbol kovetkezik. Emiatt csak a masodik egyenléséget kell beldtnunk.
Mivel tetszéleges t € I esetén a T(t), F(t), B(t) ortonormélt bazis egy jobbrendszert
képez, igy fennall F(t) = B(t) x T(t). Alkalmazva a szorzatfiiggvény derivaltjara
vonatkozo6 Osszefiiggést azt kapjuk, hogy
F'(t) = B’(t) x T(t) + B(t) x T'(¢)
—ou(t)T(t)F(t) x T(t) +v(t) x(t) B(t) x F(t)
= v(t) 7(t) B(t) — v(t) £(t) T(t). O

A 2.33. Tételben szerepld (2.12) Gsszefliggéseket Frenet-formuldknak nevezziik.

Amennyiben egy gorbe palydja benne van az R3 tér egy sikjdban, akkor azt sikgtrbének
mondjuk. A sikgorbéket jellemzi a kovetkezo allitas.

37



2.34. Allitas A ~ : I — R3 wvalédi gorbe pdlydja benne van egy sikban akkor és csak
akkor, ha a torzio-fligguénye eltinik.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a v gorbe ~(I) péalyaja benne van az R3 tér egy S sikjaban.
Ekkor a « simuldsikja barmely ¢t € [ pontban a tartalmazé S sik. Mivel a binormaélis
merd6leges a simulésikra, a B leképezés konstans. Ily médon a derivaltjara fennall B = 0,
amibdl mar adodik, hogy 7 = 0.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor fennall 7 = 0. A harmadik Frenet-formula
szerint B'(t) = 0 teljesiil. Ennek kovetkeztében a B binormalis vektormez6 allandé.
Legyen b az az egységvektor, amelyre igaz B(t) = b. Rogzitsiink egy ¢ty € I értéket,
majd vegyiik azt az S sikot, amely atmegy a v(ty) ponton és meréleges b-re. Legyen
h : I — R az a fiiggvény, amelyre fenndll h(t) = (y(t) — v(tp),b). Vegyiik észre,
hogy |h(t)| megegyezik a ~(t) pontnak az S sikt6l mért tavolsagaval. A h(tg) = 0 és
R (t) = (v (t),b) = (v(t) T(t),B(t)) = 0 sszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy h = 0. Ez
pedig azt jelenti, hogy az S sik tartalmazza a ~(I) palyat. ]

Egy « valodi gorbe torzidjat nemcsak a definidld képlet alapjan, hanem a - elso
harom derivaltjabdl is ki lehet szamitani.

2.35. Allitas A ~ : I — R3 waldédi girbe torzidjanak t €1 pontbeli értékére fenndll

/ t X " t n t
(1) = (v'( ), ¥ ( 2/,7 §)> (2.13)
17 (8) x " ()]
Bizonyitds. Fejezziik ki a derivaltakat a kisérd Frenet-bazis vektoraival. A Frenet-formulak
alkalmazasaval a

v =0T, v =v'T+v*kF,

A" =" =) T+ W v+ (@0K))F+0*k7B
Osszefiiggéseket nyerjiik. Konnyt belatni, hogy az elsé két derivalt vektorialis szorzatara
fennall 4/ x 4" = v® k B. Innen azt kapjuk, hogy

<'7/ >(}.)///7,')////> :1)6/{27'.

A (2.4) egyenl8ség szerint igaz v® k = ||y x v"||. Ily médon a fenti sszefiiggésbél mér
/ X 7 n

kovetkezik, hogy teljesiil 7 = ol - 7 ’/72 ) O
Iy > 4|l

A torzié invarians jellege

Legyen adott egy v : I — R3 valédi sima gorbe. Vegyiik a v gorbe egy 4 = ~vop: J — R3
atparaméterezését. A (2.3a) és (2.3b) osszefiiggésekbdl azonnal adddik, hogy a 4 gorbe
is valédi.
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@' (u)
= )
érint6é egységvektormezijére igaz T = e - (T o ). Ennek kovetkeztében azt kapjuk,
hogy a T'(u) = £ ¢ (u) T'(p(u)) és T'(¢(u)) vektorok irdnya mindig megegyezik, tehat a
fonormalis egységvektormezokre fenndll F = F o . Innen azt nyerjiik, hogy a binormalis

egységvektormezdkkel teljesiil B = ¢ - (B o ). Ebbél mér adédik, hogy

Ez esetben is alkalmazzuk az ¢ = (u € J) jelolést. Vilagos, hogy a 4 gorbe

Fu) = ——— (B(u), F(u))

0(u)

@] v(p(w)
Eszerint igaz az aldbbi kijelentés.

2.36. Kovetkezmény A v dtparaméterezésével nyert v =~y o @ requldris gorbe torzio-
fiigguényére fenndll T =T o .

Vegyiink most egy ¥ : R® — R? izometridt, melyet az (1.2) egyenlet ir le. Tekintsiik
~-nak a ¥ szerinti képét, vagyis a 4 = ¥ o v valédi gorbét.

Az 1.25. Allitds szerint fenndll 4 = & o 4/, ahol ® a W-nek megfelels linedris
izomorfizmus az R? vektortéren, amely megdérzi a skaldris szorzatot. Legyen ¢ = 1,
ha a U izometria iranyitastarto, illetve legyen ¢ = —1 iranyitasvaltas esetén. Konnyt
belatni, hogy a kisér6é Frenet-bazisokra teljesiil T=300T, F=>®0F és B=¢- (PoB).
Ennek kovetkeztében azt nyerjiik, hogy a 4, v gorbék torzié-fliggvényire igaz 7(t) =
e-7(t), t € 1. Eszerint irdanyitasvalté izometria esetén a torzié eldjelet valt.

A torzio geometriai jelentése

Tekintsiink egy {vhossz szerint paraméterezett v : I — R3 valédi gorbét. Ez esetben a
torzi6 s € I helyen vett értékére igaz 7(s) = —(B'(s),F(s)) és |7(s)| = [|B'(s)||-

Rogzitsiink egy sg € I paraméterértéket. Vegyiik a J = {s—sg|s€} intervallumot,
tovabbd azt a §: J — R fiiggvényt, amelynél a B(u) (u€ J) fiiggvényérték megegyezik
a B(sp), B(so+ u) binormadlis egységvektorok hajldsszogével. Fontos megjegyezni, hogy
amennyiben igaz [f(u) < 7/2, akkor [(u) éppen a ~ gorbe sy és so + u helyeken vett
simulésikjainak a hajlasszoge. Eszerint § a simuldsik iranyvaltozdsat méri az sg-beli
simuldsikhoz képest.

A 2.17. Allitas bizonyitasat véve mintanak konnyen igazolhaté az alabbi kijelentés.
0.37. Alli B(u) o

itas A 3 figguénnyel teljesiil a th |T(s0)| 0sszefiiggés.

Megjegyzés Az el6bbi allitds szerint a |7(sg)| érték nem més, mint a simuldsik ivhossz
szerinti irdnyvaltozasi sebessége az sy helyen. Emiatt a torziét szokas a gérbe csavaroda-
sanak is nevezni.
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Megjegyzés A (2.13) osszefliggés arra mutat rd, hogy a 7(t) torzié eléjele abban az
esetben pozitiv (illetve negativ), ha av'(t), v"(t), 4" (t) vektorhdrmas egy jobbrendszert
(illetve egy balrendszert) képez az R? térben.

Megjegyzés A 2.16. Definici6 analégiajara értelmezhet6 a gorbeszegmens teljes torzidja
(vagy mds széval a teljes csavaroddsa). Vegyiink egy v : I — R3 valdi sima gorbét és
egy la,b] C I zért intervallumot. A ~|[a,b] gérbedarab teljes torzidjan a 7(vy|[a,b]) =
fab T(t)v(t)dt szamot értjiik.

A 2.36. Kovetkezmény alapjan konnyen igazolhatd, hogy a gorbeszegmens teljes
torzigja a gorbe atparaméterezésével szemben invarians.

A giérbeelmélet alaptétele

A tovabbiakban a ~ valddi gorbe kiséré Frenet-bazisat alkoté vektormezokre a By =
T, B, =F és Bs = B jelolést fogjuk alkalmazni.

Az aldbbi allitds azt mondja ki, hogy a gorbiileti fiiggvény és a torzio-fiiggvény
izometria (azaz egybevagdsig) erejéig mar meghatdrozzak a gorbét.

2.38. Allitas Legyenek adva az fvhossz szerint paraméterezett ~, v : I — R3 wvalddi
gorbék. Amennyiben a~y, v gorbéknek ugyanaz a gorbiileti fiigguénye és a torzio-fiigguénye,
akkor eqyértelmiien létezik eqy olyan ¥ : R® — R3 irdnyitdstarté izometria, amellyel
fenndll Wo~y=4.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az adott ~, 4 gorbék k, & gorbiileti fiiggvényére és 7, 7
torzié-fiiggvényére igaz Kk =k, 7 = T.

Rogzitsiink egy so € I értéket. Ezen az sy helyen vegyiik a =, & gorbék Frenet-
bézisait. Vildgos, hogy egyértelmiien létezik egy olyan @ : R?* — R? linedris izomorfizmus,
amely a v gorbe Frenet-bazisat a v goérbe Frenet-bazisaba viszi, vagyis amelyre teljesiil
®(B,(s0)) = Bi(so) (i = 1,2,3). Mivel mindkét bézis ortonormélt, a ® leképezés
ortogondlis, azaz megdrzi a vektorok skaldris szorzatat. Tekintsiik most a
q = Y(s0) — ®(v(s0)) vektort, tovabbd azt a ¥ : R® — R3 irdnyitdstarté izometriat,
amelyet a ¥(p) = ®(p) + q egyenlet ir le tetszbleges p € R3 pont esetén.

Vegyiik v-nak a ¥ izometria szerinti 4 = W o v képgorbéjét. Azt akarjuk belatni,
hogy igaz 4 = 7.

A U izometria konstrukcidja alapjdn az sy helyen fenndll 4(so) = ¥(so) és By(so)) =
Bi(so) (i = 1,2,3), vagyis a gorbék Frenet-bazisai is egybeesnek. A 4, & gorbék
ivhossz szerint vannak paraméterezve, tovabba azonos a gorbiileti fiiggvényiik és a torzié-
fiiggvényiik. Ily médon a Frenet-formuldk alapjan a x, 7 fiiggvényekkel igazak a

]A3’1:/i]A32, Bg:—H1§1+TB3, Bg:_TBQ és
B&:HBQ, BIQZ—K,Bl—i—T:Bg, Bg:—TBQ
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Osszefiiggések. Legyen h : I — R az a fliggvény, amelyre tetszéleges s € I helyen fennall

h(s) = 307_,(Bi(s), Bi(s)) (2.14)
Vegyiik észre, hogy igaz h(sg) = 3.
Alkalmazva az 1.23. Allitast és az elobbi Osszefiiggéseket azt nyerjiik, hogy a A’
fiiggvényre teljesiil

h = <5B2,Bl> + <Bl> F&Bz> + <TB3 — /ﬂBl,Bﬁ + <Bz>TE3 — /€P>1>

— <TBQ,B3> — <B3,TB2> = O

A ] fiiggvény eltlinésébdl adédik, hogy tetszéleges s € I esetén teljesiil h(s) = 3. Ebbdl
pedig kovetkezik, hogy fennall B; = B; (i=1, 2, 3).

A fentiek szerint barmely s € I helyen teljesiil T(s) = T(s), vagyis 4'(s) = '(s).
Emellett, mint kordbbrdl ismeretes, igaz a 4(sg) = (so) egyenléség is. Ezek alapjan
mar konnyl belatni, hogy fennall 4 = 4, amit bizonyitani akartunk.

Az pedig az eddigi ismeretek alapjan mar nyilvanvald, hogy ¥ az egyetlen olyan
irdnyitastarto izometria, amely a v gérbét a v gorbébe képezi. O]

A kovetkezo kijelentést a gorbeelmélet alaptételének szokds nevezni.

2.39. Tétel Egy I C R intervallumon legyenek adva a C*-osztalyi ki, ky : I — R
fiigguények. Amennyiben ki > 0 teljestil, akkor iranyitdstarto izometria erejéig pontosan
eqy olyan fwhossz szerint paraméterezett ~: I — R3 wvalddi gorbe létezik, amelynek ky a
gorbiileti fligguénye és ko a torzio-figguénye.

Bizonyitas. A 2.38. Allitas kdvetkeztében mar csak a ~ gorbe létezését kell igazolnunk.
Ehhez az y;: I = R (j =1,...,9) fiiggvényekre irjuk fel az
Yi(t) = k1 (t) yies(t),
?/;+3(t) = —k1(8) yi(t) + k2(?) yire (D), (2.15)
Yirs(t) = —ka(t) yirs(t)

(1 = 1, 2, 3) linedris differencidlegyenlet-rendszert. Rogzitsiink egy to € I értéket. Az
y; (j=1,...,9) figgvényekre a ¢, helyen adjuk most meg az

yi(to) = 0i1,  Yixs(to) = dia,  Yire(to) = di3

(1 =1,2,3) kezdeti feltételeket a jol ismert Kronecker-szimbélumokkal.

A differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy ezen kezdeti feltételek mellett,
egyértelmiien létezik megoldas. Vegyiik észre, hogy az egyenletrendszert megoldé y; fiigg-
vények (j = 1,...,9) C™-osztalytak. Tekintsiik most az x;(t) = fti yi(u) du formuldval
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meghatdrozott z; : I — R (i = 1,2,3) fiiggvényeket, tovabbd azt a v: I — R3 sima
gorbét, amelyet a ~(t) = S0 2;(t)e; kifejezés ir le.

A ~ gbrbe mentén vegyuk azon Zy, Zo, Zs: I — R3 vektormezSket, melyekre

teljesiil Z1<t) = Z?:l yl(t) e;, Z2<t> = E?:l yH,g(t) e; és Zg(t) = Z?:l y1+6(t) e;. A
fentiek alapjan fenndll v = Z;. Vildgos, hogy a (2.15) egyenletek kovetkeztében a
vektormezokre teljesiilnek a

7, =k Zo, Zhy=—kiZy+hoZs, T =—kyZo (2.16)

osszefiiggések, és a kezdetiérték-feltételek miatt igaz Z;(to) = e; (i = 1,2,3). Ve-
gyiikk most a h, : I — R (r = 1,...,6) fuggvényeket, melyeknél tetszéleges t € I
esetén fenndall h;(t) = (Z;(t),Z (t)> (1 = 1,2,3) és hy(t) = (Z1(t),Zs(t)), hs(t) =
(Z1(t),Z3(t)), he(t) = (Zo(t),Z3(t)). Az (1.5) és (2.16) egyenletek alapjan ezek derivéltjaira
teljesiilnek a

h,l :2k1 h4, hlz = _kl h4+k2 hﬁa
Wy = —2kohe, hy = —kihy+kiho+ ks hs,
hy = —kohy + k1 he, hg= —kahy +kohg — ki hs

Osszefiiggések. Amennyiben a fenti egyenleteket a h, : I — R fiiggvényekre vonatkozd
linedris differencialegyenletrendszernek tekintjiik a h;(tg) = 1, hir3(to) =0 (i = 1,2,3)
kezdeti feltételekkel, akkor az egyételmiien létezé megoldéast a h; = 1, hiy3 = 0 (1 =
1,2,3) konstans fiiggvények adjak. Ennek kévetkeztében a Zi(t), Zy(t), Zs(t) vektorok
egy olyan ortonormélt béazist adnak tetszéleges t € I mellett, amely az R? tér irdnyitasat
képviseli.

A v = Z egyenl6séghdl adédik, hogy fenndll ||| = 1, vagyis a v gorbe ivhossz
szerint paraméterezett. A 4" = Z| = ky Z, egyenlség miatt Zs azonos a v fénormaélis
vektormezGjével, tovabbd a ~ gorbiileti fiiggvényére igaz vk = ||v"|| = k. Végil a
Z3 = 74 X 7 0sszefiiggés kivetkeztében Z3 azonos a v bmormahs egységvektormezojével.
Ily médon a v torzié-fiiggvényére fenndll 7 = —(Z4, Zo) = ko.

Ezzel belattuk, hogy van olyan v : I — R gorbe, amelynek az adott k; pozitiv
fiiggvény a gorbiilete és ko a torzidja. O]

Parallel normalis vektormez6k a gérbe mentén

Legyen adott egy ~ : I — R3 valédi gérbe. A ~ mentén vett Y : I — R3 sima
vektormez6t normalisnak mondjuk, ha fenndll (Y (¢), T(¢)) = 0 barmely ¢ € I esetén.

2.40. Definiciéo A ~ menti Y normdalis vektormezdét pdrhuzamosnak nevezziik, ha teljestil
Y'(t) — (Y'(t), T(t))T(t) =0 tetszblegest € I-re.

42



A fenti definicié alapjan az Y normaélis vektormez6 akkor parhuzamos, ha barmely
t € I mellett az Y'(t) derivalt vektor parhuzamos a « gorbe t helyen vett érintéjével.

Konnyt belatni, hogy ha Y és Z parhuzamos normalis vektormezok a -« mentén,
akkor az Y + Z Osszeg is az, tovabba az f(t) = (Y (t),Z(t)) kifejezéssel értelmezett
f I — R fiiggvény konstans. Amennyiben vesziink egy A szamot és egy Y parhuzamos
mezot, akkor a Y normalis vektormez6 szintén parhuzamos.

Tekintsiink egy v : [ — R? valédi gorbét. A (2.12) Frenet-formuldkbél azonnal
adodik, hogy az F fénormalis és B binormalis egységvektormezok akkor parhuzamosak
~ mentén, ha a 7 torzio eltiinik, vagyis ha v egy sikgérbe. Az aldbbi allitas azt is megadja,
hogy a parhuzamos normalis vektormez6 milyen sebességgel forog a normalsikban a kiséro
Frenet-bazis mezoihez viszonyitva.

2.41. Allitas Legyen adott eqgy C*°-osztalyi o : I — R fiigguény. Tekintsik az
Y (t) = cosa(t) F(t) + sina(t) B(t)

egyenlettel leirt Y egységuektormezdt a v gorbe mentén. Az Y normdlis vektormezd
pdrhuzamos akkor és csak akkor, ha tetszoleges t € I-re teljestil

() + () T(t) = 0.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy Y normalis mez6 pontosan akkor parhuzamos, ha fennall
(Y'(t),F(t)) =06s(Y'(t),B(t)) = 0 barmely t € I-re. A Frenet-formuldk alkalmazdsdval
a kovetkezo Osszefiiggést nyerjiik

Y'(t) = — cos a(t) v(t)s(t) T(¢)
+ (a'(t) + v(t) 7(t)) (cos a(t) B(t) — sin () F(t)).

Ez pedig igazolja a fenti allitast. O]

Eddigi ismereteink alapjan mar kénnyen igazolhaté az alabbi kijelentés.

2.42. Allitas Legyen adott eqy v : I — R? walédi gorbe. Vegyiink egy to € I helyet és
egy w vektort, amelyre igaz (w,v'(to)) = 0. Ekkor egyértemiien létezik a v mentén egy
olyan Y pdrhuzamos normdlis vektormezd, amelyre fenndll Y (to) = w.

A térgorbe parallel gorbéi

2.43. Definicié Legyen adott eqy~ : I — R3 valddi gorbe és eqy’Y : I — R? pdrhuzamos
normdlis vektormezé v mentén. A 4 : I — R3 sima gorbét, ahol (t) = v(t) + Y (1), a
~ egyik parallel gorbéjének mondjuk.
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2.8. dbra. A - valédi gorbe Y vektormezovel meghatarozott 4 parallel gorbéje.

Tekintsiink egy Y parhuzamos normélis vektormezot a « gérbe mentén. Mivel Y'(t)
parhuzamos a T(t) érint6 egységvektorral, az

Y(1) = (Y1), F()F(t) + (Y (1), B(1))B(?)

kifejezést derivalva a Frenet-formulakbol azt kapjuk, hogy igaz

Y'(t) = —u(t) x(t) (Y(2), F(1)) T(t).

Vegyiik most a v = v + Y gorbét. A fentiek alapjan teljesiil a
Y () = v(t) (1 - s(&)(Y (1), F(t))) T(t)

egyenldség. Eszerint, ha igaz x(t)(Y (t), F(t)) # 1 barmely t € I esetén, akkor 4 gérbe
regularis, tovabba az érinto egységvektormezojére fennall T = +T. Innen viszont mar

kovetkezik, hogy a kiséré Frenet-bazisok tovabbi vektormezéire teljesiil F = +F és B =
+B.

A parallel gorbe elnevezést tehat az indokolja, hogy tetszoleges t € I helyet véve a ~
és 4 gorbék érint6i parhuzamosak egymassal.
Végiil megjegyezziik, hogy kozvetlen szamolédssal a
t t
() = () = T
11— r(@)(Y (1), F())| 1—r(t)(Y(t),F(t))

kifejezéseket kapjuk a 4 parallel gorbe gorbiiletére és torzidjara.
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2.4. Példak, feladatok

2.4.1. Hipocikloisok és epicikloisok

Els6ként olyan gorbéket irunk le, amelyeket egy kornek egy masik kéron valé legorditésével
nyeriink, és emiatt mechanikai szempontbdl is fontosak.

A tovabbiakban a pontokat majd latin nagybetiikkel is jeloljiik. Az R® térben
tekintsiikk az x3 = 0 egyenletli sikot. Ebben a sikban legyen adva az O centrumu és
R sugari &ll6 kor. Vegyiink egy olyan C' kézépponti, r (r < R) sugarti kort, amely
beliilrdl érinti az R sugard kort, és annak keriiletén egy P pontot. Ezt a P-t tekintsiik
egy olyan pontnak, amely a kisebb sugard kérvonalhoz van rogzitve. Gorditsiik le
csuszasmentesen a kisebb sugart kort a nagyobb sugaru korén, annak belsejében. A
P pont altal a legordités soran leirt pélyat csiicsos hipocikloisnak nevezziik. Egy olyan
~ gorbét keresiink, amelynek palyaja azonos ezzel a hipocikloissal.

A kiindulési lglz)zetet ugy allitsuk be, hogy az O origébdl a két kor Py érintkezési
pontjaba mutaté O F, vektor legyen egyirdnyu az e; alapvektorral. Valasszuk ¢ paraméter-
nek az allé koron legordiilt iv kézépponti szogét, melyet radidnban mériink. Amennyiben
a két koron Rt hosszusagu {v gordiilt le, akkor a P pont helyét jelolje P;, a két kor
pillanatnyi érintkezési pontjat jelolje A; és a kisebb sugari ﬁ)r centrumanak pozicidja
legyen C;. (Lésd a 2.9. dbrat.) Az aldbbiak sordn a ~(t) = OF; vektort fogjuk kifejezni
az e, ey alapvektorok linedris kombindacidjaként.

2.9. dbra. Csucsos hipocikloisok az R/r =3 és R/r = 4 ardnyokkal.

Mint azt méar emlitettiik, a gorbét az allé koron legordiilt v ¢ = PyO A<t kézépponti
szogével paraméterezziik. Jelolje u a mozgd koron legordillt iv A,C,P,<t kézépponti
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szogét. Mivel a két koriv hossza megegyezik, fenndll Rt = ru, és ebbdl az v = %t
Osszefiiggés kovetkezik.

Koénnyt belatni, hogy az O—C_i vektor egyiranyu az e; alapvektor t szogi elforgatottjaval
ésc=R—1r az O—CZ vektor hossza. Ily médon fennéll O—C; = c(coste; +sintey).

A Cﬁ vektor iranyat ugy kapjuk meg, hogy elobb az e; vektort elforgatjuk pozitiv
irdanyban ¢ szoggel, majd pedig a negativ irdnyban az u szoggel. A két forgatds szorzata
nﬁegyezik a t—u el6jeles szoggel torténd elforgatassal. Ebbdl mar adodik, hogy
CiP, =1 cos(t —u) ey +r sin(t —u) ey teljesiil. A v(t) = OP, = OCy + C, P, kifejezésbol
az alabbi Osszefiiggést nyerjiik

v(t) = (c cost +r cos((1 — £)t)) e + (e sint + r sin((1 — £)t)) e, .

Vildgos, hogy ez a -« sima gorbe abban az esetben lesz zart, amikor az R/r hanyados
racionalis szam.

Végiil megjegyezziik, hogy a csticsos hipocikloist asztroidnak (vagy maés széval csillag-
gorbének) nevezik, ha a korok sugaraira fenndll R/r = 4.

2.10. dbra. Hurkolt hipociklois az R/r = 4 arannyal.

Az el6bbi eljaras alapjan tovabbi palyakat is értelmezni lehet az x3 = 0 egyenleti sikban.
A legordiils kér C' centrumébdl kiindulé és a P keriileti ponton atmend félegyenesen
vegyiink most egy B (B # P) pontot, melynek a C-t6] mért tavolsiga legyen b = C'B.
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Tekintsiik most a legordités sordn a B pont dltal leirt palyat. (Lasd a 2.10. dbrat.) Az
elobbi eljarast kovetve azt kapjuk, hogy a

o(t) = ((c cost + b cos((1 — £)t)) e; + (c sint + b sin((1 — £)t)) e,.

kifejezéssel lefrt o : R — R? gorbe képhalmaza megegyezik a B pont &ltal leirt palyaval.
Amennyiben b > r, akkor a o egy ¢nmagat metsz6 gorbe, és emiatt a palyat hurkolt
hipocikloisnak nevezziik. A b < r esetben a B pont palydjat nyujtott hipocikloisnak
mondjuk.

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor az O centrumiu és R sugard allé koron kiviilrél
gorditjitk le a vele érintkezé C kozéppontu és r sugart kort. Az igy nyert palyakat
epicikloisoknak nevezziik.

A leirt palyak paraméterezéséhez ez esetben is vélasszuk az allé koron legordiilt {v ¢
kozépponti szogét. A t = 0 értéknek megfeleld kiindulésih_el}yzetet most allitsuk be gy,
hogy az O-bdl a két kor Py érintkezési pontjaba mutaté OF, vektor legyen egyiranyi az
e, alapvektorral. Ha Rt hosszusagu iv gordiilt le, akkor a legdrdiilé kor centrumdanak
pozicidja legyen Cy, a kétﬁé_g pillanatnyi érintkezési pontjat jelolje A;, és a P pont helye
legyen P,. Ekkor teljesiil OC; = ¢ (costey—sinte;) ac = R+r értékkel. A C kezdéponti

2.11. 4bra. Csucsos és hurkolt epiciklois az R/r = 2 ardnnyal.

és a P-n atmend félegyenesen vegyiink egy B pontot, amelynek a C-t6l mért tavolsaga
b= CB. A B pont altal a gordités soran leirt epicikloist nyujtottnak, csicsosnak, illetve
hurkoltnak mondjuk aszerint, hogy b < r, b =r vagy b > r teljesiil.
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Jelolje a t pillana@ a B pont helyét B;. A CTB; vektor irdnyat ez esetben ugy
kapjuk meg, hogy a CyBy = —bey vektort elforgatjuk pozitiv iranyban t szoggel, majd
pedig még ugyanabban az iranyban az u szoggel. A két forgatdas szorzata tehdt ez esetben
at+u szogl elforgatés. Ennek kovetkeztében fenndll
CTBZ =b (— cos(t+u) ey +sin(t + u) el). Az OB; = OC, + C, By kifejezésnek megfeleléen
vegyiik azt a v : R — R? sima gorbét, ahol

v(t) = (—csint + b sin((1+ £)t)) e; + (c cost — b cos((1 + £)t)) es.

Vildgos, hogy ~ pdlydja megegyezik a B pont altal leirt epicikloissal.

2.4.2. Gyakorlé feladatok

A fejezetben szerepl6 fogalmak, Gsszefiiggések és tételek alkalmazésanak gyakorlasaként
oldjuk meg az alabbi feladatokat.

2.1. Feladat Tekintsik a ~(t) = exp(t) coste; + exp(t) sintes + exp(t)e; (t € R)
dsszefiiggéssel leirt v : R — R3 sima gorbét, amelyet kipos csavarvonalnak mondunk.
Adjuk meg a tartalmazo kupfelilet egyenletét. Igazoljuk, hogy a girbe konstans szégben
metszi el a kupfeliilet alkotoit.

2.2. Feladat Azx3 = 0 egyenletii sikban legyen adott eqy R sugari kor. Ennek belsejében
csuszdasmentesen gorditsink le eqy mdasik kort, amelynek sugara v = R/2. Vegyiik a
legordiilo korlemez eqy belsé pontjat. Mutassuk meg, hogy a pont dltal leirt nyujtott
hipociklois eqy ellipszis.

2.3. Feladat Mint ismeretes, asztroidnak nevezzik azt a csicsos hipocikloist, amelynél a
meghatdrozd kérok sugaraira fenndll R = 4r. Mutassuk meg, hogy a vy(t) = 4r cos® t e, +
4r sin®te, (t€[0,27|) egyenlettel leirt v girbe pdlydja egy asztroid. Hatdrozzuk meg az
asztroid ivhosszadt.

2.4. Feladat Tekintsik azt a csicsos hipocikloist, ahol a kérok sugarainak ardnya R/r =
3. (Ldsd a 2.9. dbrat.) Bizonyitsuk be, hogy ez a hipociklois az érintéegyeneseibdl azonos
hosszisdagu szakaszokat metsz ki.

2.5. Feladat Az r sugaru dllo kéron kivilrol gorditsink le egy vele azonos sugari kort.
A kiilsé kér egy keriileti pontja dltal leirt pdalydt (amely eqy csicsos epiciklois) nevezik
szivgorbének. Hatdrozzuk meg ezen szivgorbe ivhosszat.

2.6. Feladat Tekintsiik a v(t) = chte; + shtey + tes egyenlettel leirt v : R — R3
requldris gorbét. Adjuk meg a v azon ivhossznak megfeleld v = v o ¢ dtparaméterezését,
amelyre fennall 4(0) = ~v(0).
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2.7. Feladat Tekintsiik a v(t) = (t—sint) e; + (1 —cost) ey egyenlettel leirt v : R — R?
gorbét, azaz a kozénséges cikloist. Szamitsuk ki a ~|[0,27] gérbedarab fvhosszit,
tovabbd adjuk meg a |(0,27) gorbeszegmens azon ivhossznak megfeleld ¥ = v o ¢
dtparaméterezését, amelyre fennall 4(0) = v(7/2).

2.8. Feladat A benniinket korilvevd térben az [x,y] koordindtasikot tekintsik egy olyan
fiiggéleges siknak, ahol az y koordindta a magassdgot adja meg. Vegyiik azt a~y : [0, 27] — R?
sima gorbét, amelyet a y(u) = a(u — sinu)e; + a(l 4+ cosu) ey dsszefiiggés ir le (u €
[0,27]). A v pdlyaja legyen kényszerpdlya egy tomegpont szamdara. Tegyiik fel, hogy
a tomegpontra csak a nehézségi erd és a padlya dltal kifejtett kényszererd hat, tehdt a
tomegpont surlodasmentesen mozoghat a cikloispdlya mentén.

Helyezziik a tomegpontot a cikloisra 0 kezddsebességgel valamely h (0 < h < 2a)
magassagban. Bizonyitsuk be, hogy a tomegpont dltal végzett rezgomozgds periodusideje
nem fiigg a h kezdomagassig értékétol.

2.9. Feladat Az R? térben vegyiik az x> +y*+2%—a® =0 egyenlettel leirt gimbfeliiletet
és az v2 — ax +y* = 0 egyenlettel meghatdrozott hengerfeliiletet. (A feladatban szerepld
két felilet metszetét Viviani-féle gorbeként szoktdk emliteni.) Adjunk meg egy olyan
~ requldris zdrt gorbét, amelynek palydja azonos a két mdsodrendi felilet metszetével.
Szamitsuk ki a gorbiilet értékét a p = (a,0,0) onmetszési pontban.

2.10. Feladat Vegyiik ay(t) = a coste;+a sintes+btes (t€R) egyenlettel meghatdro-
zott v : R — R3 gorbét, melyet hengeres csavarvonalnak neveziink. Hatdrozzuk meg a ~
kiséré Frenet-bdzisdt, gorbiileti fiigguényét és torzio-fligguényét.

1
2.11. Feladat Tekintsik a ~(t) = ;e +t?ey + (24 t?) es egyenlettel meghatdrozott

~v : (0,00) — R?® sima gorbét. Hatdrozzuk meg a t = 1 pontban a ~ kiséré Frenet-
bazisanak vektorait és a simulokor kézéppontjdt.

2
2.12. Feladat Vegyiik a ~(t) = (1+t*) e+ e +(t—13) es dsszefiiggés dltal leirt

~: R — R? gorbét. At =1 helyen hatdrozzuk meg a girbe Frenet-bdzisinak vektorait,
gorbiiletét és torziojat. Adjunk meg egy olyan gorbét, amelynek pdlydja megegyezik v-nak
a t =1 pontban vett simulokérével.

2.13. Feladat Tekintsiik a ~v(t) = (t>+exp(t)) e;+(3 cost—sint) ex+4sint es dsszefiiggés
dltal leirt v : R — R3 gorbét. Azt = 0 helyen hatdrozzuk meg a gorbe Frenet-bdzisinak
vektorait, gorbiletét és torzidjat.

2.14. Feladat Szdmitsuk ki a 2.1. és 2.6. Feladatokban megadott gorbék gorbiileti
fiigguényét és torzio-fiigguényét.
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2.15. Feladat Legyen adott eqy v : I — R3 valddi girbe, amelynek torzidja sehol sem
tlnik el. A ~v-t abban az esetben nevezziik dltaldnos csavarvonalnak, ha van olyan R3-beli
wrany, amellyel a v érintd eqyséquektorai konstans széget zarnak be. Igazoljuk, hogy a
~ egy dltalanos csavarvonalat ad akkor és csak akkor, ha a k gorbiilet-fiigguény és a T
torzio-fligguény hdnyadosa dllando.

2.16. Feladat Legyen adott eqy v : I — R® requldris gorbe, amelynél az a € I pontban
fenndll k(a) # 0. A -t merdlegesen vetitsik le az a pontbeli simulésikra, és az igy nyert
sima gorbe legyen p : I — R3. Igazoljuk, hogy a v és p gorbék a helyen vett géirbiiletei
egyenloek.

2.17. Feladat Legyen adott egy olyan v : I — R3 walédi gorbe, amelynek az dsszes
fénormdlis eqyenese tartalmazza az R3 tér eqy rogzitett q pontjdt. Bizonyitsuk be, hogy
a vy gorbe pdlyaja rajta van eqy kordon.

2.18. Feladat A ~, 4 : I — R3 walddi girbékrél azt mondjuk, hogy Bertrand-féle
gorbepdrt alkotnak, ha fénormdlis egyeneseik tetszdleges t € I helyen egybeesnek. Legyen
adva az fhossz szerint paraméterezett v : I — R3 gorbe, amelynek T torzidja sehol sem 0.
Bizonyitsuk be, hogy a~ eqy Bertrand-féle gorbeparnak eqyik tagja akkor és csak akkor, ha
vannak olyan A, B (A # 0, B # 0) valos szdmok, melyekkel fenndll Ar(s)+B7(s) =1
tetszdleges s € I-re.

2.19. Feladat Adva van eqy olyan ~ : I — R3 valddi gorbe, amelynek barmely simuldsikja
tartalmazza az R? tér egy rogzitett q pontjdt. Igazoljuk, hogy ~ sikbeli gorbe.

2.20. Feladat Legyen adott egy ivhossz szerint paraméterezett v : I — R3 wvalddi gérbe,

amelynek a k gorbiilet-fligguénye konstans és a torzidja sehol sem tinik el. Vegyiik a o
1

gorbét, amelyet a o(s) = y(s) + —F(s) (s€l) dsszefiggés hatdaroz meg. Szamitsuk ki
K

a vy-hoz tartozo k konstans és a 7 : I — R torzio-fiigguény ismeretében o gorbiiletét és

torzigjat.

2.21. Feladat Legyen adott eqy olyan v : I — R? requldris gérbe, amely rajta van eqy
r sugariy gombfeliileten. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a ~ tetszoleges t € I helyen vett

gorbiiletére fenndll k(t) > —.
r

2.22. Feladat Legyen adott eqy iwhossz szerint paraméterezett v : I — R® valddi gorbe,

amelynél fenndll '(s) # 0 és 7(s) # 0 bdrmely s € I-re. Vezessik be az R(s) =
1 R 2

<— jelolést, és tekintsiik az f(s) = R(s)* + (%) eqyenlettel leirt f : I — R

k(s 7(s

fiigguényt. Bizonyitsuk be, hogy v pdlydja eqy gombfeliileten van akkor és csak akkor, ha

az [ fiigguény konstans.
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2.23. Feladat Legyen adva egy ivhossz szerint paraméterezett v : I — R3 wvalddi gorbe,
amelynek az a € I helyen vett torzidjara T(a) # 0 teljesil. Legyen s, (n € N) olyan
szamsorozat, amelyre fenndll s, €I, s, # a és lim s, = a. Jelolje G, azt a gombfeliiletet,

n—oo

amely tartalmazza az a-beli K simuldkort és a y(s,,) pontot. Bizonyitsuk be, hogy az igy
nyert G, (n€N) gombsorozat konvergens.

2.24. Feladat Adva van egy v : [0,b] — R> zdrt sima girbe, amely rajta van eqy
gombfeliileten. Igazoljuk, hogy ezen gorbe teljes torzidja eltinik, azaz fenndll

Jlo(t) T(t)dt =0.

2.25. Feladat Legyen a ~ : I — R3 egy olyan ivhossz szerint paraméterezett valédi
gorbe, amelynek eqy rogzitett sy € I pontbeli k(sg) gorbilete és T(sg) torzidja adott.
Bizonyitsuk be, hogy a y-hoz tartozé F : I — R3 fénormdlis eqységuektormezd ismereté-
ben mdr meg lehet hatdrozni ~ gorbiiletét és torziojdt.

2.26. Feladat Az R? euklideszi tér izometria csoportjdt jelilje Iso(R3). Az Iso(R?) 1-
paraméteres transzformdcidcsoportjdan egy x : R — Iso(R?®) homomorfizmust értiink. Eqy
p pontnak az 1-paraméteres x transzformdciocsoporthoz tartozo palyagorbéjének mondjuk
av(t) = x(t)(p) (t €R) dsszefiiggéssel meghatdrozott v : R — R3 differencidlhatd
leképezést. Ezzel az eljarassal milyen pdlyagorbék adodnak?

2.27. Feladat Az R? euklideszi tér X (A > 0) ardnyi hasonlésdgi transzformdcidjin eqy
olyan U : R® — R3 bijektiv leképezést értiink, amelynél barmely p, q € R® pontokra
fenndll a |[¥(p) —¥(q)|| =A-[[p—dll egyenldséy.

Vegyiink egy v : I — R3 valddi gorbét és annak a ¥ hasonlésdgi transzformdcidval
nyerty = Wo~y képét. Igazoljuk, hogy a gorbék gorbiileti fiigguényére és torzio-fiigguényére
tetszdleges t € I helyen teljesil r(t) = X-R(t) és T(t) = £X-7(t).
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3. fejezet

A sikbeli gorbék
differencialgeometriaja

3.1. A sikgorbe elGjeles gorbiilete

Ebben a fejezetben az R? euklideszi sik reguldris gorbéit targyaljuk. Mivel az R? sikot
tekinthetjiik gy is, mint az R?® tér x5 = 0 egyenlettel leirt sikjat, az el6z6 fejezetben
bevezetett fogalmak az R2-beli gorbékre is értelmezhetéek.

Tekintsiink egy R%-beli sima gorbét, vagyis egy C™-osztalyid v : I — R? leképezést.
Legyenek z, y : I — R a v koordindta-fiiggvényei, melyekkel a v leképezés a ~(t) =
z(t)e; + y(t)eq, t € I, alakban frhat6 fel. Ily médon a « gorbe ¢ € I pontban vett
sebességvektorara teljestil v/(t) = 2/(t)e; + ¥'(t)ea. A v = ||7/| sebességfiiggvényre

nyilvén igaz v(t) = \/2'(t)2 + /().

Legyen a « gorbe reguldris, ami azt jelenti, hogy fennall 4/(¢) # 0. Az eléz6 fejezetben
1
lefrtaknak megfeleléen azt a T : I — R? leképezést, amelyet a T(t) = — (2/(t) e; +

v(t)
y'(t) e2) Osszefiiggés ir le, a ~y érint§ egységvektormezdjének mondjuk. A - gérbe ¢ helyen
1
vett gorbiilete a k(t) = — || T'(¢)|| szam.

v(t)
3.1. Definicié A ~ : I — R? requldris sima gérbe t pontbeli normdlis eqyséquektordn az

1
N(t) = m(—y’(t) e + 2/(t) e2) vektort értjiik.

A ~(t) ponton datmend és az N(t)-vel parhuzamos egyenest a sikgorbe t helyen vett
normdlis egyenesének nevezziik.

Vegyiik észre, hogy barmely ¢ € I esetén a T(t), N(t) vektorok egy olyan ortonormalt
bézist képeznek az R? vektortérben, amely a természetes irdnyitast reprezentdlja a sikban.
A T, N vektormezokbdl all6 part a ~ sikgorbe kiséro Frenet-bazisanak mondjuk.
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Ezen vektormezokre a késobbiek soran a By = T, By = N jelolést is alkalmazni
fogjuk.

3.2. Definicié A v sikgirbe t € I helyen vett eldjeles gorbiiletén

a k(t) = % (T'(t),N(t)) szamot értjik. A k : I — R figgvényt a v sikgorbe
eldjeles gorbiileti fiigguényének nevezziik.
Megjegyzés A T leképezés palydja rajta van az ST = {u € R? | |Ju|| = 1} egységkoron.
Ennek kovetkeztében T (t) # 0 fenndlldsa esetén a T leképezés egy mozgast, konkrétabban

egy forgdst ad meg az S* koron. A k(t) gorbiilet el6jele attél fiigg, hogy ez a forgds melyik
irdnyban torténik (a t egy kis kornyezetében).

3.3. Allitas A ~ sikgorbe Frenet-bazisinak vektormezdire fenndll
T =vkN, N =—vkT. (3.1)
Bizonyitds. Az 1.23. Allités kovetkeztében az R2-beli T’(t) vektor meréleges T(t)-re

ezért T'(t) parhuzamos az N(t) egységvektorral. Ily médon a 3.2. Definiciébdl adédik,

hogy
T'(t) = (T'(t), N(#)) N(t) = v(t) k(t) N(2)

teljesiil tetszéleges t € I-re. A (T(t),N(t)) = 0 Osszefiiggés derivalasaval azt nyerjiik,
hogy igaz (N'(t), T(t)) + (T'(¢),N(t)) = 0. Ebb6l mar kovetkezik

N'(t) = (N'(2), T(t)) T(t) = —v(t) k(t) T(?). O

Az el6z6 allitdsban szerepld (3.1) osszefiiggéseket a sikgorbékre vonatkozé Frenet-
formuldknak mondjuk.

A ~ gorbe mésodik derivaltjara az els6 Frenet-formula alkalmazasaval a
~" =v'T +v?kN kifejezést nyerjiik. Eszerint fenndll (v, N) = v? k, amibdl a

_ ('@, N@))

KO = (3.2)

osszefiiggés adddik az eldjeles gorbiiletre. A + koordinata-fiiggvényeit alkalmazva pedig
teljestil

_ 2 () y"(t) —y'(t) 2" (1)
k(t) = OE .

Vegyiik észre, hogy (3.1) alapjdn mindig igaz |k(t)| = k(t). Tegyiik fel, hogy a
t € I helyen az el6jeles gorbiilet nem tiinik el, azaz T'(t) # 0. Ekkor vehetjiik a 2.18.
Definiciéban értelmezett F(t) egységvektort, amely szintén meréleges T'(¢)-re. Ily médon

T/(t) = k() F(t) = k(t) N(t), vagyis fennall F(t) = 2L N(t).

azt kapjuk, hogy U(t) k()]

Emlékezziink ra, hogy a t € I pontban vett simulékor kézéppontjat a
~(t) + ﬁ F(t) kifejezés adja meg. A fentiek alapjan igaz az aldbbi kijelentés.
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3.4. Kovetkezmény A ~ : I — R? sikgorbe t € I helyen vett simuldkérének centruma

1
a c=~(t) + 0] N(t) pont.
Az alabbi éllitast a feliiletek sikmetszeteinek tanulmanyozasa soran fogjuk majd
alkalmazni.

3.5. Allitas Legyen adott egy olyan ~v : I — R? requldris sikgorbe, amelynek az a €
I helyen vett k(a) eldjeles gorbilete nem tinik el. Tekintsik a gorbe v(a) pontbeli €
érintoegqyenesét és az dltala hatdrolt két félsikot. Fkkor létezik olyan J C I intervallum,
hogy a € J és barmely az a-tdl killonbozé t € J paraméterérték esetén a ~(t) pont abban
a nyilt félsikban van, amelyikbe a k(a) - N(a) wvektor mutat.

Bizonyitds. Vezessiik be az ¢ = k(a)/k(a) jelolést. Tekintsiik azt a h : I — R fiiggvényt,
melyet a h(t) = (y(t) — v(a),e N(a)) Osszefiiggés ir le tetszéleges t € [-re. Vegyiik
észre, hogy a h fiiggvény a gorbe pontjainak az £ érintoegyenestol valo eldjeles tavolsagat
méri.

Nyilvdnvald, hogy fennall h(a) =0 és h'(a) = 0. Az els6 Frenet-formulabdl nyert
" =0T+ 1v2kN egyenlet kovetkeztében a h masodrend(i derivaltjara igaz

h'(a) = (y"(a),eN(a)) = v(a)* - k(a) - e = |7'(a)|* - £(a) > 0.

Ily médon a Taylor-tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy van olyan J C I részintervallum,
amelynél a € J és h(t) > 0 teljesiil barmely ¢ € J \ {a} esetén. Ez pedig mér igazolja az
allitasunkat. ]

Az elGjeles gorbiilet invarianciaja

A 2.8. Definiciéban leirtaknak megfeleléen vegyiik a v : I — R? reguldris sikgorbének egy

/
vy = 7 o p atparaméterezését. Ez esetben is alkalmazzuk az ¢ = |¢/Eu§| jelolést. Ekkor
o' (u
nyilvan fennall T(u) = - T(p(u)) és N(u) = e-N(p(u)) barmely u € J mellett. A 9(u) =
" (u)| - v(p'(u)) Osszefiiggést is alkalmazva azt kapjuk, hogy az eldjeles gorbiiletekre
k(u) = e - k(p(u)) teljesiil. Eszerint irdnyitasvalté atparaméterezés esetén a sikgorbe
el6jeles gorbiilete eldjelet valt.

Tekintsiink egy ¥: R? — R? izometridt (vagy mds széval egybevagdsagot), tovdbba
a vy = Vo~ képgorbét. Jelolje & a U altal meghatérozott linearis izomorfizmust az
R? vektortéren. Legyen € = 1, ha a ¥ izometria irdnyitastarté, illetve legyen ¢ = —1
irdanyitasvaltas esetén. Ekkor a 4 képgorbe sebességére és kiséré Frenet-béazisara teljesiil
b(t) = v(t), T(t) = O(T(t)), N(t) = e - ®(N(t)) tetszbleges t € I értékre. Ebbél
a 3.1. Definici6 és az (1.1) Osszefiiggés alapjan kovetkezik, hogy az eldjeles gorbiileti
fiiggvényekre igaz k(t) = ¢ - k(t).
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3.2. A sikgorbe evolutaja és evolvensei

3.6. Definicié Legyen v : I — R? egy olyan requldris gorbe, amelynek gérbiilete sehol

1
sem tinik el. A o(t) = ~(t)+ 0} N(t) (tel) dsszefiiggéssel meghatdrozott o : I — R?

sima gorbét a v evolutajanak nevezzik.

3.1. abra. Az ellipszis evolitéja.

Az evoluta palydja tehat megegyezik a v-hoz tartozoé simulékorok centrumainak halmazaval.
Az evoluta ivhossza kénnyen kiszamithaté az alabbi allitas felhasznalasaval.

3.7. Allitas Legyen adott egy olyan ~: [a,b] — R? sikgdrbe, amelynek gorbiilete sehol
sem tinik el, tovabbd fenndll K'(t) # 0, t€(a,b). Ekkor a o evolita ivhosszdra teljestil

(o) = ‘ﬁ - %( (3.3)

Bizonyitdas. Vegyiik észre, hogy ez esetben a k elGjeles gorbiileti fiiggvény szigoruan
monoton. Amennyiben alkalmazzuk a masodik Frenet-formulat, akkor azt kapjuk, hogy
a o sebességvektorara fennall

N(t) + —— N(t) = — L N(#). (3.4)
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Tekintsiik azt az esetet, amikor fenndll £'(t) > 0 tetszOleges t € (a,b) mellett. A
k figgvény most szigoriian monoton noévekvd, tehat k(a) < k(b) teljesil. Mivel a k
fiiggvény nem valt eléjelet, ebbdl mar adddik ﬁ > ﬁ A 2.7. Tétel alapjan igaz

b b g
K (¢) 11 1 1 1
(o) = () dt = dt =] = - = | - |
@)= [ 1ol [ =) - e ~ @
Amennyiben fenndll £'(t) < 0 tetsz6leges t € (a,b) esetén, akkor a fenti meggondolasok
alapjédn ugyancsak a (3.3) Osszefiiggéshez jutunk. O

Megjegyzés A (3.4) egyenl6ség azt is igazolja, hogy a « gorbe normadlis egyenesei érint6i
a o evolutanak.

Megjegyzés Amennyiben a v sikgorbe k (k # 0) el6jeles gorbiileti fiiggvénye konstans,
akkor (3.4) szerint fenndll o/(t) = 0, vagyis a o leképezés is konstans. Ebbdl mar adédik,
hogy a « pélydja rajta van azon a korén, amelynek centruma a ¢ = v(t) + (1/k) N(t)
pont és sugara r = |1/k|.

3.8. Definicié Legyen adott eqy v : I — R? requldris gorbe, amelynek gérbiilete sehol
sem tinik el, és eqy | € R szam. Rogzitsiink eqy a € I paraméterértéket és vegyik azt a
p: I — R figguényt, amelyet a p(t) = f; |19/ (w)|| du  kifejezés hatdroz meg. A A(t) =
~(t) + (I — p(t)) T(t) dsszefiiggéssel leirt 4 : I — R? girbét a ~ egyik evolvensének
mondjuk.

A definicié alapjan az evolvens, illetve annak palyaja az alabbi eljarassal kaphato
meg. Vessziik a vy gorbe erint6jét a vy(a) pontban és azon kijeloljiik az érintési ponttdl
[ tavolsagra es6 pontot, melyet az egyeneshez rogzitiink. Az egyenest csuszdsmentesen
legorditjiik a « goérbe palydja mentén. Ekkor az egyeneshez rogzitett pont éppen az
evolvens palyajat irja le a gordités soran.

A fent értelmezett 4 evolvensre igaz az alabbi kijelentés.

3.9. Allit4s Amennyiben a t € I értékre fenndll p(t) # 1, akkor a 4 evolvens t helyen
vett simulokiorének kézéppontja éppen a ~y(t) pont.

Bizonyitds. A 4 evolvens egy t € I pontban vett derivaltjara (3.1) alkalmazédséval a
F' (@) =) = IV OITE) + (L= pt) T'(t) = (I — p(t)) k(t) v(t) N(¢)

osszefiiggés adédik. Eszerint v/(t) = 0 csak a p(t) = [ esetben all fenn. A fenti kifejezés
alapjan a 4 evolvens 0 = ||¥’|| sebességfiiggvényére igaz 0(t) = |[(I — p(t)) k(t)] - v(¢t).
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3.2. abra. A  gorbe és a 7 evolvens kiséré Frenet-bazisa.

Tegytik fel, hogy a tekintett ¢ € I helyen fenndll az (I — p(t)) k(t) < 0 egyenlStlenség.
Ekkor a 4 evolvens érinté és normalis egységvektoraira T(t) = —N(¢) és N(t) = T(t)
adddik. (Lasd a 3.2. dbrat.) Innen azt kapjuk, hogy teljesiil

T'(t) = —N'(t) = k(t) v(t) T(t) = k(t) v(t) N(¢).

A Frenet-formulék szerint a 4 evolvens k(t) el6jeles gorbiiletére igaz k(t) o(t) = k(t) v(t).
Alkalmazva a 0(t) sebesség fenti kifejezését ebbdl azt nyerjiik, hogy igaz l%(t) = m
Ennek kovetkeztében ha vessziik a 4 evolvens t-beli simul6korének & (t) centrumat, akkor
arra fennall
- I - -

() = () + 0 N(#) = () + (p(t) = 1) T(t) = ~(t),
ami mar igazolja az allitasunkat.

Amennyiben az (I — p(t)) k(t) > 0 egyenl6tlenség &all fenn, akkor a fenti eljardst
alkalmazva szintén & (t) = ~(t) adddik. O

Q:

Megjegyzés Kissé pongyolan fogalmazva, az elozé allitas azt mondja ki, hogy a ~
barmely v evolvensének az evolitdja azonos a ~ gorbével.
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Az el6z6 bizonyitésban nyert T(t) = £N(t) egyenléség arra hivja fel a figyelmet,
hogy a 4 evolvens derékszoghen metszi el a v gérbe érintéegyeneseit.

A sikgorbe parallel gorbéi

3.10. Definicié Legyen adott eqy v : I — R? requldris girbe és egy d € R szdm. A
A(t) = ~v(t) + dN(t) (t € I) dsszefiiggéssel nyert 4 : I — R? gorbét a v egyik parallel
gorbéjének mondjuk.

Amennyiben vessziik a 4 gérbe sebességvektorat, akkor a Frenet-formuldk alapjan a

Y'(t) = v(t)(1 - dk(t)) T(t) (3.5)

osszefiiggéshez jutunk. Eszerint 4'(t) = 0 akkor &ll fenn, ha 1 — dk(t) = 0.
Legyen v : I — R? egy olyan reguléris gérbe, melynek gorbiilete sehol sem tfinik el.
A fentiek soran definidlt 4 parallel gorbére igaz az alabbi allités.

3.11. Allitas Amennyiben a t € I értéknél fenndll d - k(t) # 1, akkor a % parallel girbe
- k(t

eldjeles gorbiiletére teljesil k(t) = %

Ha a ~ gorbe gorbiilete nem tinik el t-ben, akkor a v és 7y gorbék t pontbeli simulo-
korének centruma egybeesik.
Bizonyitds. A sebességvektor (3.5) kifejezése szerint fenndll 9(t) = v(t) - [1 — dk(t)].
Az 1 —dEk(t) érték elgjelétdl fiiggben a Frenet-bézisokra igaz T(t) = £T(t) és N(t) =
+N(t). Ezen egyenléségek felhasznédldsaval a 4 el6jeles gorbiiletére

k(1) = % (T(), N(1) = u(t) - [1 1— dk(t)] T, N = %'

v

adodik. Innen mar kovetkezik, hogy teljesiil

amennyiben k(t) # 0. O

Megjegyzés Vegyiik észre, hogy egy sikgorbe evolvensei parallel gorbéi egymasnak.

3.3. Zart sikgorbék jellemzése

A zart sikgorbe koriilfordulasi szama

A zart gorbéket mar az elozo fejezet 2.27. Definicidjdban értelmeztiik. Egy sikbeli
zart gorbe esetében az érintd egységvektormezo palyaja egy korvonalra esik. Ennek
kovetkeztében a zart sikgorbéhez egy ijabb geometriai jellemzot lehet hozzarendelni.
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Az R? sikban vegyiik az S' = {u € R? | |lu|]| = 1} egységkort és azon a siktdl
orokolt altér-topolégiat. Legyen ¢ : R — St az a leképezés, amelyre fenndll ¢(t) =
coste; +sintey (t€R). Ezt a ¢ folytonos fiiggvényt az St egységkor univerzalis feds-
leképezésének nevezik a topolégiaban.

Legyen adott egy ~ : I — R? reguldris gorbe. Vegyiik a ~-hoz tartozé T: 1 —
R? érinté egységvektormez6t. Ezt tekinthetjiik dgy is, mint egy T: I — S! folytonos
leképezést. A topoldgiabdl ismert az alabbi eredmény.

Rogzitsiink egy to € I értéket és egy olyan ug szamot, amellyel fenndll ¢(ug) = T(to).
Ekkor egyértelmiien 1étezik egy olyan o : I — R folytonos fiiggvény, amellyel teljesiil
poa="T és alty) = up.

Az « leképezést a T feddleképezésének, illetve a T liftjének szokas nevezni.

A tovabbiakban mi azt is ki fogjuk hasznalni, hogy az « fliggvény C*°-osztalyu.
Ezt a tényt most be is bizonyitjuk oly moédon, hogy egy konstrukciot adunk meg az o
fiiggvényre.

Vegyiik a T: I — R? leképezésnek a g(t) = (T(t),e;) és h(t) = (T(t), ey) Osszefiiggések-
kel értelmezett g, h : I — R koordindta-fiiggvényeit, amelyek C*°-osztalyiak. Nyilvan
igaz g(t)2+h(t)> =1 és g(t) g'(t) + h(t) ' (t) = 0 tetszdleges t € I esetén.

Rogzitsiink egy to € I értéket és egy olyan o szamot, amelyre fenndll cos ag = g(to)
és sinag = h(ty), vagyis ¢(ag) = T(to). Tekintsiik azt az a : I — R fiiggvényt, amelyet
az, ,

a(t) = ap + / (g(w) W (u) — h(u) ¢'(v)) du (3.6)
to
Osszefiiggés ir le. Vilagos, hogy az igy értelmezett « fiiggvény is C'*°-osztaly.

3.12. Allitas A fenti a fiigguénnyel tetszoleges te I esetén teljestil
T(t) = cosa(t)e; +sina(t)esy. (3.7)
Bizonyitds. Vegyiik az f(t) = g(t) cosa(t) + h(t) sina(t) egyenlettel meghatarozott
f: 1 — R fiiggvényt. Ennek derivaltjara (3.6) kovetkeztében fennédll
f'(t) =g'(t) cosa(t) — g(t) sina(t) - (g(t) b'(t) — h(t) g'(t))
+ 1/(t) sina(t) + h(t) cosa(t) - (g(t) W' (t) — h(t) ¢'(t))
= cosa(t) - (¢'(t)(1 — h(t)*) + I'(t) h(t) g(t))
+sina(t) - (K(t)(1 - g(t)*) +¢'(t) g(t) h(t)) .
Kihaszndlva a g(t)? + h(t)> =1 és g(t) g'(t) + h(t) W' (t) = 0 Osszefiiggéseket beldthato,
hogy a fenti kifejezésben cosa(t) és cosa(t) egyiitthatdi eltiinnek. Emiatt f'(t) = 0

teljesiil tetszéleges t € I-re. Ily médon f(ty) = cos®agy + sin®ag = 1 kovetkeztében
fennall f = 1. Ennek alkalmazasaval a

(g(t) — cos a(t))2 + (h(t) — sin a(t))2 =2-2f(t)=0
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osszefiiggéshez jutunk. Eszerint teljesiil cosa(t) = g(t) és sina(t) = h(t), ami mér
igazolja az allitast. O]

Vegyiik észre, hogy (3.7) kovetkeztében az N normélis egységvektormezd felirhat6 az

N(t) = —sina(t) e; + cosa(t) ey

egyenlettel.

A teljes gorbiilet fogalmat mar bevezettiik az el6z6 fejezetben. Ennek analégidjara a
sikgorbék esetében egy tovabbi fogalmat is értelmezni lehet.

3.13. Definicié Legyen adva egy~ : [a,b] — R? requldris gorbe. A k() = fab E(t)v(t)dt
szamot a v sikgorbe teljes eldjeles gorbiiletének nevezziik.

3.14. Allitas Amennyiben a v reguldris sikgorbe zdrt, akkor a k(=) teljes eldjeles gorbiilet
a 2w értéknek eqy egész szamszorosa.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a (3.6) dsszefiiggéssel definidlt « fliggvényt. (3.7) kovetkeztében
a T leképezés derivaltjara a

T'(t) = &/ (t) (—sina(t) e; + cosa(t) ex) = o' (t) N(¢)

osszefiiggést kapjuk. Az els6 Frenet-formula alapjan ebbdl mar adédik, hogy fennall
o (t) =v(t) k(t) . (3.8)

Eszerint a k(7) teljes el6jeles goriiletre igaz

b b
k(y) = / k(t)v(t)dt = / o (t) dt = a(b) — ala).

Amennyiben a « reguldris gorbe zart, akkor T'(a) = T(b). Emiatt valamely n € Z egész
szammal teljesiil a(b) = a(a)+2nm. A k(7) értékének fenti kifejezése tehdt mér igazolja
az allitasunkat. ]

A fenti allitas alapjan értelmezni lehet a kovetkezo fogalmat.

3.15. Definicié Legyen adva egy v : [a,b] — R? reguldris zdrt girbe. Az n(y) =
1

5 k(7y) egész szamot a v zdrt gorbe korilforduldsi szamdnak mondjuk.
™

Ezt kévetden a zart sikgorbét ugy paraméterezziik, hogy a gorbe R-beli paraméter-
tartomanyanak kezdépontja a 0 legyen. Az alabbi tétel az egyszerti zart gorbékre vonatkozik,
melyek fogalmat a 2.28. Definiciéban adtuk meg. A tétel bizonyitdsa soran topoldgiai
eszkozoket is alkalmazunk.
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3.16. Tétel Amennyiben a~y : [0,b] — R? zdrt girbe eqyszerii, akkor azn(~y) kériilforduldsi
szam értéke 1 vagy —1.

Bizonyitds. Az altalanossdg elvét nem sértjiikk azzal, ha feltessziik, hogy ~ masodik
koordinata-fiiggvénye a 0 helyen veszi fel a minimumat. Eszerint a tekintett v goérbére
most fenndll (y(¢)—~(0),e2) > 0. Ennek kovetkeztében a 0 helyen vett érint6 egységvek-
torra teljesiil T(0) = e; vagy T(0) = —e;.

Tekintsiik azt a ¥: [0,0] x [0,b] — ST leképezést, amelyre fennall

_ 7(t2)_7(t1) a és .
Y S ) S S ) 200
() —y(t2) N b .
Y T Ry ] M R S ) 20

Y(t,t) =T(t) bérmely t e [0,b] esetén; tovabba
Ezen 1 fliggvény értelmezésében segit a 3.3. abra. Konnyen igazolhatd, hogy ez a i
leképezés folytonos. Vegyiik tovabba azon &, ¥: [0,b] — R folytonos fiiggvényeket, ahol
E(t) = ¥(0,t) és I(t) = (t,b). A 1 fenti definidldsa alapjan beldthat6, hogy a £([0, b))
képhalmaz megegyezik az S! fels§ félkorével, illetve a 9([0,b]) képhalmaz éppen az S!
also félkore.

b(t,8) =T(?)

3.3. dbra. A v: [0,b] x [0,b] — S fiiggvény értelmezése.

Emlékezziink r4, hogy kordbban mér alkalmaztuk az S* kér ¢ : R — S! univerzalis
fedéleképezését, ahol fenndll ¢(t) = cost e;+sint e, tetszéleges t € R esetén. A topol6gidbdl
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ismeretes, hogy van olyan t: [0,8] x [0,5] — R folytonos fiiggvény, amellyel teljesiil
poth=1p és (0,0) = 0. Tekintsiik az « : [0,8] — R fiiggvényt, ahol a(t) = ¥(t, ).
Vildgos, hogy fenndll ¢ o « = T, vagyis a az egyik feddleképezése T-nek, amelyrdl
kordbban azt is belattuk, hogy differencialhato.

Vezessiik most be a &, U: [0,b] — R folytonos fiiggvényeket, melyeket a £(¢) = (0, t)
és U(t) = U(t, b) dsszefiiggések frnak le. Ezekkel nyilvan teljesiil g o € = € és p o0 = 0.
A £ és ¥ képhalmaza egy-egy félkor, melyeknek a végpontjai kozosek és egyesitésiik a
teljes S' kor. Ebbél viszont az kovetkezik, hogy & ([0,5]) és 19([0, b)) egy-egy m hosszusagu
intervallumot adnak R-ben, melyeknek csupdn a & (b) = 19(0) pont a kozos eleme. Ily
modon azt kapjuk, hogy igaz

a(b) — a(0) = (b, b) — 1(0,0) = 9(b) — V(0) + £(b) — £(0)
=2(£(b) — £(0)) = 2 (£m) = £27.

Ebbél o/ (t) = k(t) v(t) miatt mar adédik, hogy fennall

b
k(vy) = /0 E(t)v(t)dt = a(b) — a(0) = £2 7,

ami teljessé teszi a tétel bizonyitdsat. O

Megjegyzés A fenti bizonyitds nem marad érvényben abban az esetben, amikor a

~ : [0,b] — R? zért sikgérbe nem egyszerti. Ez esetben ugyanis a « gérbének énmetszése
van, azaz vannak olyan t1, to € [0,b) kiilonboz6 értékek, melyekre fenndll vy(¢;) = y(t2).
Emiatt viszont nem lehet definidlni a 1) leképezést.

A konvex zart sikgorbék

3.17. Definicié Legyen adva egy ~v : [0,b] — R? egyszert zdrt gorbe. Ezt konvernek
nevezziik, ha bdrmely rogzitett t € [0,b] szam esetén a hy(u) = (y(u) — ~y(t),N(t)),
(u € 10,b)) formuldval értelmezett hy : [0,b] — R fiigguényre hy > 0 vagy hy < 0 teljesiil.

Vegyiik észre, hogy a h;(u) fliggvényérték megegyezik a «(u) pontnak a t-beli érint6-
egyenestol mért eldjeles tavolsagaval.

A fenti definicié tehat azt mondja ki, hogy barmely pontban is vessziik a konvex
zart gorbe érintGegyenesét, az érintoegyenes altal hatarolt egyik zart félsik tartalmazza
a gorbe pélyajat. (Lasd a 3.4. abréat.)

Jordan tétele szerint a « egyszeri zart gorbe palyaja a sikot felosztja két Osszefiiggod
tartomanyra. Amennyiben vessziik a korlatos belsé tartomany és a pédlya uniéjat, akkor
egy zart alakzatot kapunk a sikban. Ha pedig v egy konvex zart gorbe, akkor ez az
alakzat eloall zart félsikok metszeteként, amibdl mar kovetkezik, hogy konvex. Ez adja
az elnevezés motivacidjat.
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~([0,8]) €

3.4. dbra. Egy konvex zart sikgorbe.

Az R2-beli konvex zart gorbéket jellemzd tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz az
alabbi segédtételre.

3.18. Lemma Legyen adott egy =y : [0,b] — R? konvex egyszert zdrt gorbe. Amennyiben
valamely uy, ug € [0,b) paraméterértékekre fenndll T(ui) = T(uz), akkor ~ pdlydja
tartalmazza a y(uy) és y(ug) pontokat dsszekitd szakaszt.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy valamely uq, us € [0, b) helyek esetében igaz T (u;) = T(uz).

A 3.16. Tételbdl kovetkezik, hogy egy egyszerti zart gorbe esetében a T érinto
egységvektormez6 befutja a teljes S! egységkort. Emiatt van olyan ug € [a, b) érték, ahol
fennall T'(u3) = —T(uy). Eszerint a v(u1), vy(uz2), v(u3) pontokban az érintéegyenesek
parhuzamosak egyméssal. Vegyiik észre, hogy a hdrom parhuzamos érint6 koziil legaldbb
kettonek egybe kell esnie a konvexitas miatt.

Legyenek p, q olyan pontok a hiarom koziil, melyekben azonosak az érintéegyenesek.
A két pont a kérvonallal homeomorf G = ([0, b]) palyat felbontja két gorbeivre, melyeket
jeloljon most Gy és Go. Be fogjuk latni, hogy a Gi, G gorbeivek koziil az egyik megegyezik
a p, q pontokat 0sszekoto szakasszal.

Tegyiik fel, hogy az 6sszekoté szakasznak van egy olyan r pontja, amely nincs rajta
a gorbén. (Lasd a 3.5. dbrat.) Vegyiik az r ponton dtmend és a szakaszra merdleges m
egyenest. Fz elmetszi a p-t és q-t 0sszekotd Gy, Go gorbeiveket legalabb egy pontban.
Legyen r; (i = 1,2) egy olyan pontja az m egyenesnek, amely rajta van a G; gorbeiven.
Vildgos, hogy a pqr;A és pqro/A haromszogek koziil az egyik tartalmazza a masikat.
Amennyiben az r; pont van benne a pqro/A haromszog belsejében, akkor a ~ gorbe rq
pontbeli e érintdje elvalasztja egymastol a hdromszog valamely két csucsat. Ez viszont
ellentmond annak, hogy a ~ gorbe konvex.

A fentiek alapjan a G, Gy gorbeivek egyike azonos a p, q pontokat Osszekoto
szakasszal. Ebbol viszont az is kovetkezik, hogy a p, q pontokban a tangencialis egység-

63



ra

r

g1

p r q

3.5. dbra. Illusztraci6 a 3.18. Lemma bizonyitasahoz.

vektorok megegyeznek, vagyis fenndll {p, q} = {~v(u1), y(u2) }. Ezzel a segédtétel
bizonyitast nyert. O]

3.19. Tétel Legyen adott egy v : [0,b] — R? egyszert zdrt girbe. A ~ konver akkor és
csak akkor, ha az eldjeles gorbiiletet leird k : [0,b] — R fiigguényre fenndll k > 0 vagy
k <0.

Bizonyitds. Tételiinket két részletben igazoljuk.

a) Els6ként azt latjuk be, hogy ha a v egyszerii zart gorbe konvex, akkor a k fiiggvény
nem valt elgjelet. Konkrétabban, azt az egyenértékii kijelentést bizonyitjuk be, hogy
amennyiben a k fiiggvény elGjelet valt, akkor a v gérbe nem konvex.

Tegyiik fel, hogy a «-hoz tartozo k fiiggvény eldjelet valt. Vegyiik a
T : [0,b] — R? érintd egységvektormezdt, tovabba a (3.6) egyenlettel meghatdrozott
a:[0,b] — R fiiggvényt, amellyel ¢ o v = T teljesiil.

Korabban mar beldttuk, hogy fennéll az o/'(t) = k(t)-v(t) Osszefiiggés. A k fiiggvény
el6jelvaltasa miatt van olyan részintervallum, ahol o szigoriian monoton névekvo és olyan
is, ahol « szigorian monoton csokkend. Ennek kovetkeztében léteznek olyan uy, ug €10, b)
paraméterértékek, melyekre igaz u; # ug, a(u1) = a(ug) és k(uy) # 0. Vildgos, hogy
ezeken a helyeken fennall T(uy) = T(uy). Mivel a 2.12. Allitds szerint egy szakasz
Osszes pontjaban eltlinik a gorbiilet, a y(u;) és «y(uy) pontokat osszekotd szakaszt nem
tartalmazza a v pélydja. Ily mdédon a 3.18. Lemmabdl mar kovetkezik, hogy a ~ zart
gbrbe nem lehet konvex.

b) Az indirekt bizonyitds mddszerével azt fogjuk igazolni, hogy amennyiben fennéll
k(t) > 0 tetszéleges t €10, b] esetén, akkor a ~ egyszerii zart gorbe konvex.

Tegyiik fel, hogy k > 0 teljesiil, de a v gérbe nem konvex. Ekkor van olyan t € [0, b]
érték, hogy a hy(u) = (y(u) —~(t),N(t)) formuldval definialt h; : [0,b] — R fiiggvény
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eléjelet valt. A h; fiiggvény vegye fel az u; helyen a minimumat és az us helyen a
maximumat. Eszerint igaz hi(ui) < 0 és hy(ug) > 0.

A ~ gorbe t, uy, uy pontjaiban az érintéegyenesek parhuzamosak a T(t) vektorral.
Vegyiik észre, hogy amennyiben a «(t), ~(u1) és «y(uq) pontok koziil kivalasztunk kettét,
akkor azok 0sszekot6 szakasza hy(ui) < 0 és hy(uz) > 0 miatt nem parhuzamos T(t)-vel,
tehat a szakaszt nem tartalmazza a ~ palydja.

Ugyanakkor a harom érinté parhuzamossaga miatt két pontban az érint6 egységvek-
tor megegyezik. Tegyiik most fel, hogy a ¢1, ¢y € {t, uy, us} paraméterértékekre, fennall
T(c1) = T(c2) és ¢ < co.

A k > 0 egyenl6tlenséghdl és a (3.8) osszefiiggésbdl adédik, hogy az « : [0,0] — R
fed6leképezés monoton névekvé, tovabba a 3.16. Tétel miatt a(b) — «a(0) = 27 teljesiil.
Ezekb6l az kovetkezik, hogy az « fliggvény konstans a [cq, ¢o] intervallumon. Eszerint a
k gorbiilet eltiinik ezen intervallumon, tehat a vy(c;) és «y(co) pontokat dsszekotd szakaszt
tartalmazza a v palyaja. Ez viszont ellentmond a korabbi megallapitasunknak. ]

3.20. Definicié Legyen adva egy~y : [0,b] — R? zdrt gorbe. A ~v(t) pontot a~y csiicspont-
janak mondjuk, amennyiben fenndll k'(t) = 0.

Megjegyzés Tegyiik fel, hogy a ~ zart gorbe gorbiilete sehol sem tinik el, és vegyiik
v-nak a o evolutdjat, amely szintén egy zart gorbe. A (3.4) Osszefiiggés szerint a o
gorbe sebességvektora pontosan akkor tiinik el a ¢ € [ helyen, ha igaz k'(t) = 0. Ekkor
a ~(t) pontban nem értelmezheté a o evolita érintéje, és szokds azt mondani, hogy
az evolitanak itt torése van. Ez indokolja a csicspont elnevezést. (Példaként lasd az
ellipszis evolutdjat a 3.1. abrén.)

Ha vesziink egy zart sikgérbét, akkor a k fiiggvény valamelyik pontban felveszi a
minimumat, illetve egy mésik pontban a maximumat, és ezeken a helyeken a k derivéltja
eltiinik. Ebbol adédik, hogy barmely zart sitkgorbének van legalabb két csicspontja.

Az alabbi kijelentést a négy csiicspont tétele néven szoktak emliteni.

3.21. Tétel Egy konver zdrt sikgorbének legalabb négy csicspontja van.

Bizonyitds. Legyen adott egy {vhossz szerint paraméterezett ~y : [0,b] — R? egyszerii zart
gorbe, amely konvex. Ily moédon a 3.19. Tételbol adddik, hogy a k fiiggvény nem valt
eléjelet. A « gorbérdl a tovabbiakban feltessziik, hogy nincs olyan valédi részintervallum
[0, b]-ben, amelyen a k gorbiileti fiiggvény konstans lenne.

Az aldbbiak sordn azt az esetet vizsgaljuk, amikor fenndll k(s) > 0 tetszéleges s €
[0,5] mellett. Atparaméterezéssel mindig el tudjuk érni, hogy a folytonos k fiiggvény
az u; = 0 helyen vegye fel a maximumat. Jelolje tovabba us azt a helyet, ahol k a
minimumat veszi fel.

Tegyiik fel, hogy k-nak van egy harmadik lokalis szélséértékhelye is. Konkrétan
tegyiik fel a kovetkezét. Van egy olyan uz € [0,b) hely, hogy «(us) kiilonbozik a ~(0)
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ponttdl és k-nak lokélis maximuma van ug-ban. A ~(uy), «(us) pontok a « zart gérbe
palyajat felbontjék két egyszerii gorbeivre. A ~v(0), ~v(u3) pontokat 6sszekotd két gorbeiv
koziil vegyiik azt, amelyik nem tartalmazza a ~y(uy) pontot. Ezen az iven mindenképp
létezik egy olyan ~(u4) pont, ahol a k-nak lokalis minimuma van, ami azt igazolja, hogy
a v gorbének van legaldbb négy csicspontja. Ha a harmadik ug lokalis széls6értékhelyen
a k figgvénynek lokalis minimuma van, hasonléan jarunk el.

Azt kellene tehat belatnunk, hogy nem fordulhat el6 az az eset, amikor k-nak az
u; = 0, uy pontokon kiviil nincs mas lokalis szélsoértékhelye.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy k-nak nincs tovabbi lokalis szélséértékhelye. Ekkor a
k fiiggvény monoton monoton cstkkend az [0, us] intervallumon, illetve monoton névekvé
az [ug, b] intervallumon. Ennek kovetkeztében k'(s) < 0 igaz s € [0, uq] esetén, illetve
fenndll £'(s) > 0, amennyiben s € [ug, b]. Irdnyitdstarto izometria alkalmazédséaval el lehet
érni, hogy av(0), ~(uz) pontok az R? sik elsé koordindta-tengelyére essenek. (Ldsd a 3.6.
abrat.) Tekintsiik ekkor a v gorbe z, y : [0,b] — R koordinédta-fiiggvényeit, melyekkel
teljesiil v(s) = x(s) e1 + y(s) ea.

Y

~([0,0])

T (uz)

0 V(O)M(W) :
T(0)

3.6. dbra. Illusztracio a 3.21. Tétel bizonyitasahoz.

Vegyiik észre, hogy a konvexitds miatt ~(0), ~y(uz) végpontokkal meghatarozott
gorbeivek az els6 koordindta-tengely mas-mas oldaldra esnek. Tegyiik most fel, hogy
fenndll y(s) < 0 az s € (0,uz) esetben, tovabba y(s) > 0 amennyiben s € (ug,b). Ily
médon teljesiil y(s) k'(s) > 0 tetszoleges s € [0,b] esetén. Vildgos, hogy vannak olyan
részintervallumok, amelyeken az y(s) k'(s) szorzat pozitiv. Ennek kovetkeztében fennall

b
/0 y(s)K'(s)ds > 0.

66



Vegyiik most az els6 Frenet-formulabol adédo
T'(s) ="(s) = k(s) N(s) = k(s) (=y/(s) e1 + '(s) e2)

osszefliggést, amely alapjan teljesiil z”(s) = —k(s)y'(s). Ezt alkalmazva viszont azt
nyerjiik, hogy igaz

b b

_/Oby’(s)k;(s)ds:/obx"(s) as = [+(s)] =0.

0 0

/0 Y6 K (s)ds = [y(5) k(o)

A kapott Osszefiiggés pedig ellentmond az integralra elébb kapott egyenltlenségnek.
Ez pedig azt jelenti, hogy a k fliggvénynek ketténél tobb, tehat legalabb négy lokalis
széls6értékhelye van. O

3.4. Az implicit egyenlettel leirt sikgorbe

Legegyszeriibben egy differencialhato valds fiiggvény grafjaként kaphatunk sima gorbét
az R? sikban.

3.22. Definicié Legyen adott eqy C*-osztalyi h: I — R wvalds figgvény. A ~(t) =
te;+h(t)ey dsszefiiggéssel megadott v : I — R? sima gorbét a h fiigguény grafikonjdanak
(mds szoval grdafjanak) mondjuk.

A ~ gorbe palydajdt is a h fligguény grafikonjdnak nevezziik.

Vegyiink egy C®-osztalyt f: R? — R leképezést. Az f(x,y) = 0 egyenlettel leirt
alakzaton 0-nak az f szerinti inverz képét, vagyis az A = f~1(0) ponthalmazt értjiik.

Tegyiik fel, hogy a sik egy rogzitett (p,q) € R? pontjéra fennéll (p,q) € f~1(0) és a
0:f(p,q) (i = 1,2) parcidlis derivéltak koziil legalabb az egyik nem 0. Az alabbiakban
megmutatjuk, hogy ekkor a pontnak van olyan K C R? nyilt kérnyezete, amelynél a
K N A metszet egy egyszerii gorbeiv.

Tekintsiik azt az esetet, amikor igaz 0s f(p, q¢) # 0. Alkalmazzuk az implicit el6allitasa
fliggvény tételét. Eszerint vannak olyan (ay,b;), (ag,bs) nyilt intervallumok R-ben, ahol
p € (a1,b1), q € (az,by) és barmely ¢ € (aq, by) esetén egyértelmiien létezik egy olyan u €
(ag,by) szam, amellyel fenndll f(¢,u) = 0. Ha vessziik a h(t) = u kifejezéssel értelmezett
_Ouf(t, h(t))

Oaf (¢, (1))

Tekintsiik a y(t) = te; + h(t) ey egyenlettel meghatdrozott ~: (a1, b;) — R? gorbét,
tovdbba a K = (a1, by) x (ag, by) nyilt téglalapot az R? sikban. A fentiek alapjan a XN .A
metszet megegyezik a v gorbe pélydjaval, azaz a h fiiggvény grafikonjaval.

h: (a1,b;) — R fiiggvényt, akkor az C'*-osztély és teljesiil h'(t) =

Vezessiik be a ¢; = 01 f(p, q) és co = Oaf (p, q) jelolést. A ~ gorbe p-beli derivaltjaira
1

nyilvan igaz v'(p) = e1 + (p)es = — (c2e1 — c1€2) és ¥"(p) = W'(p)es. Vildgos,
Co
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hogy a G = KL N A gorbeiv (p,q) pontbeli gorbiiletének kiszamitasidhoz sziikség van a

h"(p) értékre is. Ezt a h'(t) = ——g:;g’ Zggg

fliggvény masodrendd parcidlis derivéltjaira alkalmazzuk az m;; = 0;,;f(p,q) (i,j = 1,2)
jelolést. Innen kozvetlen szamolassal adédik, hogy fennall

kifejezés derivalasaval kaphatjuk meg. Az f

h”(p) = —@ (m11 (02)2 — 2m12 C1 Co + Mmoo (61)2).

Ennek ismeretében a (2.4) vagy a (3.2) Osszefiiggés felhasznalasaval a kovetkezd eredményre
jutunk.

3.23. Kovetkezmény A G egyszeri gorbeiv (p,q) pontbeli gorbiiletére fenndll

o — |may (02)2 —2myg ¢y ca + My (Cl)2|
(e + (2)?)™?

(3.9)

3.5. Sikgorbékre vonatkozd feladatok

3.1. Feladat Tekintsiik azt az R%-beli alakzatot, amelynek a sikbeli v, o poldrkoordind-
takra vonatkozo egyenlete = a exp(cy), amelyben a > 0 és ¢ # 0 rogzitett szamok. Ezt
nevezik a szakirodalomban logaritmikus spirdlisnak. (Ldsd a 3.7. dbrat.) Adjunk meg
eqy olyan ~ requldris gorbét, amelynek pdlydjat a fenti eqyenlet irja le. Igazoljuk, hogy a
logaritmikus spirdlis az O kezddpontbol kiindulo félegyeneseket konstans szogben metszi.

N

Py

€2

3.7. dbra. A logarimikus spirdlis azon szegmense, ahol ¢ a [0, 47] intervallumot futja be.
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3.2. Feladat Tekintsiik azt a v : (0,27) — R? sikgdrbét, ahol tetszbleges t € (0,2m)
esetén fenndll y(t) = (1 — cost) (coste; +sintey). Hatdrozzuk meg a kardioidnak (mds
szoval szivgorbének) nevezett v gorbe kisérd Frenet-bdzisdt.

3.3. Feladat Tekintsik a v(t) = (t —sint)e; + (1 — cost) ey egyenlettel leirt
~ : (0,27) — R? girbét, azaz a kizénséges cikloist. Hatdrozzuk meg a ~ sikgirbe kisérd
Frenet-bazisdt és eldjeles gorbiileti fligguényét.

3.4. Feladat Vegyiik a v(t) = a coste; + b sintey egyenlettel leirt v : [0,2r1] — R?
stkgorbét (a > 0, b > 0), melynek pdlydja eqy ellipszis. Hatdrozzuk meg ~ kisérd
Frenet-bazisdt, elojeles gorbiileti fiigguvényét és az evolutdjdt.

3.8. dbra. A traktrix és az evolutaja.

3.5. Feladat Tekintsik a ~v(t) = a(In(tgL)+cost) e;+a sinte, dsszefiiggés dltal leirt
~ : (0,7) — R? sima gorbét, melynek pdlydjdat traktriznak nevezzik. (Ldsd a 3.8 dbrdt.)
Vegyiik a t-beli (t # 0) érintdegyenes azon szakaszdt, amelynek az egyik végpontja v(t), a
masik pedig az xq tengellyel vett metszéspont. Igazoljuk, hogy a szakasz hossza nem fiigg
a t megudlasztasatol.

3.6. Feladat Az eldz6 feladatban szerepld v gorbének at (0 <t < ) helyen vell eldjeles
gorbiiletét jelolje k(t), a normdlis eqységuektordt pedig N(t). Tekintsik a o(t) = v(t) +

ﬁ N(t) egyenlettel meghatdrozott o : (0,5) — R?® girbét, azaz a v[(0,5) evolitdjdt.

(Lasd a 3.8. dbrat.) Bizonyitsuk be, hogy a o koordindta-figguényei kielégitik az y =
a ch(%) egyenletet.
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3.7. Feladat Legyen adott eqy v : I — R? requldris girbe, amelynél az a € I pontban
k(a) # 0 teljesil. Vegyiink egy olyan t, (n € N) szdmsorozatot, amelyre fenndll t, €
I, t, #a és lim t, =a. Jeldlje P, a ~ gorbe t,-beli és a-beli normdlis egyeneseinek

n—oo

a metszéspontjdt. Bizonyitsuk be, hogy a P, (n€N) pontsorozat konvergdl a v a helyen
vett simulokorének a kézéppontjahoz.

3.8. Feladat Vegyiik a v(t) = chte; + shte, egyenlettel leirt v : R — R? egyszeri
sikgorbét, melynek pdlydja az 22 — y* = 1 egyenletd hiperbola eqyik dga. Hatdrozzuk meg
a~y gorbe k eldjeles gorbiileti fiigguényét, tovabbd a k() teljes eldjeles gorbiiletet, vagyis
az [7 k(t)v(t)dt improprius integrdl értékét.

1
3.9. Feladat Vegyiik a v(t) = (t —2)e; + §t3 e, dsszefiiggéssel leirt v : R — R2

eqyszert sikgorbét. Hatdrozzuk meg ~y eldjeles gorbiileti figguvényét, tovdbbd a ~y|[0,1]
gorbedarab teljes eldjeles gorbiiletét.

3.10. Feladat Tekintsiik a~y(t) = 2 sinte,;+sin(2t) ey egyenlettel leirt v : [0,2 7] — R?
requldris zdrt gorbét. Hatdrozzuk meqg a v eldjeles gorbiileti fliigguényét és a korilforduldsi
szamdt.

3.11. Feladat FEgy iwhossz szerint paraméterezett R -beli v gorbének ismerjiik a

k.1 — R eldjeles gorbiileti figguényét. Emellett eqy so € I helyen adva van a y(sg) =
Toer + Yo € pont és a ¥'(sg) = cosage; + sinagey egységuektor. Tekintsik azt az
a: I — R figguényt, amelyre fenndll a(s) = ap + f:o k(u) du. Mutassuk meg, hogy a
koordindta-fiigguényeire igaz

z(s) = xo + ];Z cosa(u) du, y(s) = yo + fs: sina(u) du.

3.12. Feladat Hatdrozzuk meg explicit formaban annak az ivhossz szerint paraméterezett
~ : R — R? gérbének a koordindta-fiigguényeit, amelyre igaz v(0) = ey, ¥'(0) = e, és

(seR).

amelynek k eldjeles gorbiileti fiigguényére fenndll k(s) = e
3.13. Feladat Legyen adott eqy ~v : I — R? requldris gorbe. Ennek egy p € R? pontra
vonatkozoé talpponti gorbéjén a  wu(t) = p + (y(t) — p,N(t)) - N(t)  egyenlettel
meghatdrozott p : I — R? differencidlhato leképezést értjiik.

Igazoljuk, hogy a ~(t) = (1 + cost)e; + sintey (t € [0,27]) dsszefiiggéssel leirt
~ : [0, 27] — R? gdrbe O pontra vonatkozd talpponti girbéjének a pdlydja eqy kardioid.

3.14. Feladat Legyen adva az R? sikban eqy ivhossz szerint paraméterezett
~ 1 [0,b] — R? egyszerd zdrt gorbe. Jeldlje kg a  : [0,b] — R gérbiileti figgvénynek a

T
maximdlis értékét. Mutassuk meg, hogy a vy ivhosszdra fenndll a b > — egyenldtlenség.
Ko
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3.15. Feladat Tekintsiink egy olyan ~ : [a,b] — R? egyszerti zdrt girbét, amelynek a
pdlydjdat tartalmazza eqy R2-beli v sugari korlemez. Jeldlje ko a v mazimdlis gorbiiletét.

Bizonyitsuk be, hogy teljesiil a ko > — dsszefiiggés.
r

3.16. Feladat Legyen adva egy olyan ~ : [a,b] — R? egyszerd zdrt gorbe, amelynek
pdlydja megegyezik eqy R2-beli D zdrt konvex tartomdny hatdrdval. A D-rdl feltessziik,
hogy nem korlemez. Bizonyitsuk be, hogy ~y legkisebb sugari simulokdrét le lehet gorditeni
a D tartomdny belsejében a ~ palydaja mentén.

2 2

3.17. Feladat Tekintsiik az R? sikban az % — % — 1 = 0 egyenlettel leirt hiperboldt.
Paraméterezés alkalmazdsa nélkil szdmitsuk ki a hiperbola gorbiletét a p = (4,—3)

pontban a (3.9) dsszefiiggés alapjin.
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4. fejezet

Altaldnos tipusi gorbék az R”
térben

Regularis sima gorbék az R" euklideszi térben

Els6ként idézziink fel néhany olyan fogalmat és Osszefiiggést, amelyek mar szerepeltek a
masodik fejezetben az R3-beli gérbék targyaldsa soran.

Az R™ (n > 2) térben vett sima gorbén egy C*-osztalyi v : I — R™ leképezést
értiink. Tegyiik fel, hogy a v gorbe regularis, azaz a v = ||| sebességfiiggvény sehol sem

tiinik el. Vegyiik a v gorbe T = — 4/ érint6 egységvektormezdjét. Ennek alkalmazasédval
v

1
definidlni lehet a x gorbiileti fiiggvényt is a k(t) = o) |'T'(¢)|| Osszefiiggéssel.
v
A gorbiiletet a ~ leképezés elsé két derivaltjabdl is ki lehet szdmolni. A wv(t) =
(' (t),~'(t))'/? kifejezés alapjan fennall v'(t) = ﬁ (+'(t),~"(t)). Ennek kévetkeztében
igaz
1 v’ 1
T — Z~" -~ A~ — 2" (' A AY
~Y" =57 =S (VI =) Y)

Innen mér addédik, hogy a T'(t) vektor normdjara teljesiil

IT'(®)]* = Ué)zl (Y @I - IV @1 = (1), 4" (1)) -

Ebbdl pedig azt nyerjiik, hogy a « regulédris gorbe t € I pontban vett gorbiiletére fennall
az alabbi Osszefiiggés

() VIO FOF - 0OFIE. o
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A fenti egyenletbdl adédik, hogy k(t) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha a ~/(t), ~"(¢)
vektorok linearisan Osszefiiggdek.

Amennyiben a t € I helyen a x(t) gorbiilet nem tiinik el, akkor értelmezni lehet az
F(t) = m T’'(t) fénormalis egységvektort is. Ez esetben érvényben maradnak a 2.

fejezet azon allitasai, amelyek a simulésikkal és a simuldkorrel kapcsolatosak.

4.1. Az altalanos gorbe kiséro Frenet-bazisa

4.1. Definicio Legyen adott eqy ~v : [ — R™ sima gorbe. A ~v mentén vett By,..., B, :
I — R™ sima vektormezokrol azt mondjuk, hogy azok ~y-nak egy ortonormdlt kiséro
bazisdt alkotjdk, ha bdrmely t € I esetén a Bi(t),...,B,(t) vektorok az R™ wvektortér
ortonormadlt bazisdt képezik.

4.2. Definicié A v : I — R" sima gorbét dltaldnos tipusinak (révidebben dltaldnosnak)
mondjuk, ha tetszéleges t € I helyen a ~'(t), v"(t),...,¥" "V (t) vektorok linedrisan
fiiggetlen rendszert alkotnak.

Megjegyzés Legyen v : [ — R™ egy olyan sima gorbe, ahol valamely ¢ € I pontban a
~'(t), ¥"(t),..., ™ V(t) vektorok linearisan fiiggetlenek. Ez esetben van olyan J C I
intervallum, amelynél t € .J és a ~|J gorbe altaldnos tipusi.

4.3. Definicié Legyen adott eqy v : I — R™ dltaldnos tipusi gorbe. A ~ mentén vett

By,....B, : I — R" vektormezokrol azt mondjuk, hogy a vy gorbe kiséro Frenet-bazisat
alkotjak, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
(1) A By,...,B, vektormezdk a v-nak egy ortonormalt kisérd bazisdt képezik.

(2) AA(t),...,¥Y9(t) vektorok dltal meghatdrozott R"-beli linedris altér megegyezik a
Bi(t),...,Bi(t) vektorok dltal generdlt altérrel tetszdleges 1 < i < n — 1 index éstel
paraméter esetén.

(3) Az L(Y'(1),...,¥(t)) linedris altérben a ~'(t),...,vD(t) és Bi(t),...,By(t)
bazisok ugyanazt az irdnyitast képuviselik.

(4) A Bq(t),...,B,(t) bazis az R™ természetes orientdcidjat adja.

A definici6 alapjan konnyen be lehet latni, hogy igaz az alabbi kijelentés.

4.4. Allitas Barmely~ : I — R" altaldnos tipusi gorbének egyértelmiien létezik a kisérd
Frenet-bazisa.

Bizonyitds. A -y altalanos gorbe mentén vegyiik azon E;, B; (i = 1, ..., n) vektormezdket,

melyeket az alabbi rekurziv eljarassal értelmeziink.
1

IE, |
vektorértéki fiiggvényeket. Haaz Eq, ..., E;_; és By, ..., B;_; vektormeztket mar megha-
taroztuk, akkor az

Kiindulasul tekintsiik az [ intervallumon értelmezett E; = +' és By = E;

Ei(t) =~ (t) = X2 (v (1), B, (t)) B. (1) (4.2)

73



(teI) osszefiiggéssel értelmezziik az E; : I — R (i = 2,...,n) leképezést.
Mivel a v gorbe altalanos, nyilvan fennall E;(t) # 0 feltéve, hogy i < n — 1. Ez

1
[IEs ()]

Végiil B,, legyen az a vektormez6 a « gorbe mentén, ahol barmely ¢t € I-re B, (¢)
megegyezik a [Bq(t),...,B,_1(t)] vektoridlis szorzattal, melyet az (1.3) kifejezéssel sza-
molhatunk ki.

Vildgos, hogy egy rogzitett i (2 < ¢ < n — 1) indexnél tetszbleges t € I ese-
tén a v'(t),...,v?(t) vektorok ugyanazt az R"-beli linedris alteret generdljdk, mint a
Bi(1),...,B;(t) vektorok, melyek egy ortonormalt bézist képeznek. Ha ebben az altérben
vessziik a By (t), ..., B;(t) bazistol a v/ (t), ..., v (t) bazisra valé attérés métrixat, akkor
E;(t) = ||E;(t)||Bi(t) és (4.2) alapjdn egy olyan matrix adddik, amelynek féatléjaban
pozitiv értékek szerepelnek és a foatld alatti elemek eltiinnek. Ez pedig azt igazolja,
hogy a métrix determinansa pozitiv, tehat a bazisok ugyanazt az iranyitast képviselik az
altérben.

esetben legyen B; az a vektormez6, melyet a B;(t) = E;(t) kifejezéssel nyeriink.

Vilagos, hogy a fentiek soran értelmezett By, ..., B, vektormezok a « gorbe kiséro
Frenet-bazisat adjak. A konstrukcié alapjan pedig belathaté az is, hogy ezen kiviil a ~
gorbének méar nincs tovabbi kiséro Frenet-bazisa. O]

A gorbe Cartan-matrixa és gorbiileti fiiggvényei

Legyen adott a v : I — R™ altalanos gorbe. Tekintsiik a v kisér6é Frenet-bazisat képezo
B.,...,B,, : I — R" vektormezoket.

A B, leképezés derivédlasaval nyert B : I — R™ fiiggvényt fejezziik ki a Frenet-bazis
elemeivel a Bj(t) = >_7_, Ci;(t) - B,(t) alakban. Vilagos, hogy az gy nyert
Cij: I =R (i j=1,...,n) fuggvények differencidlhatéak és tetszOleges ¢ € I helyen
fennall Czyj(t) = <B;(t>, Bj (t))

4.5. Definicié A v gorbe t €I helyen vett Cartan-mdtrixdnak mondjuk azt az n-edrendi
kvadratikus C(t) mdtrizot, ahol C;;(t) = (Bj(t),B;(t)) azi-edik sor j-edik eleme.

A kovetkezd tétel arra mutat ra, hogy a Cartan-métrix nem elting elemeit a (4.2)
osszefiiggéssel definidlt E; (i = 1,...,n) vektormezék felhasznilasaval is meg lehet
hatarozni.

4.6. Tétel Eqy v : I — R" dltalanos gorbe Cartan-mdtrixdra igazak az aldbbiak.
(1) Bdrmely te I esetén a C(t) mdtriz antiszimmetrikus.

(2) Ha azi, j indexekre teljesil i+ 1 < j, akkor C;;(t) =0.

(3) A Cartan-mdtriz nem eltind elemeire fenndll

B e

Ciiva(t) = ||E Il ( 1,..., 2)
C(E0.B0) . R0

Gt = TE T~ T TES O]
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Bizonyitds. A tételben szerepld kijelentéseket lépésenként igazoljuk.

(1) Amennyiben derivaljuk a (B;(t),B;(t)) = d;; Osszefiiggést, akkor a

(Bi(t),B;(t)) + (Bi(t), B)(t)) = 0 egyenletet kapjuk. Eszerint valéban teljesiil

CZ'J(t) + iji(t) =0 (Z,j = 1, ce ,n).

(2) A tovabbiakban feltessziik, hogy az i indexre fenndll i < n — 2. A B;(t) vektor

tetszlleges t € I esetén benne van az i-dimenziés L£(y'(t), ...,y (t)) linedris altérben.

Eszerint vannak olyan D;,. : [ — R sima fiiggvények (r = 1,...,7), melyekkel teljesiil
Bi(t) = 3.'_, Dir(t) ¥ (t) Gsszefiiggés. EbbSl pedig azt kapjuk, hogy a Bj(t) vektor

eleme az L(v'(t), ...,y (1)) linedris altérnek, melyet a By (t), ..., B, (t) ortonormalt

vektorok is generalnak. Amennyiben a j indexre igaz j > i+1, akkor B;(¢) merdleges erre

az altérre és a benne 1év6 B(t) vektorra. Ily médon fennall C;;(t) = (B;(t),B;(t)) = 0.

(3) Az E; vektormezoket az el6z6 allitas bizonyitdsdban a kiséré Frenet-béazis konstrukeidja
soran definidltuk a (4.2) egyenlettel. Emlékezziink ré, hogy amennyiben igaz 1 < n — 1,
akkor az E;(t) és B,(t) vektorok irdnya megegyezik.

Az I intervallumon vegyiik az f; = m (1=1,...,n—1) fuggvényeket. Eszerint
teljesiil B;(t) = fi(t) E;(t) és Bi(t) = fl(t)E;(t) + f;(t) EL(t) tetszbleges ¢ € I helyen.
Ennek kovetkeztében igaz

Ciira(t) = (Bi(t), Bia (1)) = fi(t) (E(t), By (1)) - (4.3)

A E; leképezés derivéltjara nyilvan teljesiil
Ej =~ 37 (Y. B,) + (v, B))) B, + 307 (v, B,) By

Az eléz6ekben mar beldttuk, hogy r < i—1 esetén igaz C,;41(t) = (BL(t),B;41(t)) = 0.
Ily médon, ha vessziik az E(t) és B, 1 (t) vektorok skaldris szorzatét, akkor (4.3) alapjan
fennall

1 1

[E:(£)]] B (@)]]

Amennyiben ¢ < n — 2, akkor teljesiil (E;11(t),Bi11(t)) = ||Eix1(t)]]. Az E,(t) és
B, (t) vektorok irdnya azonban ellentétes is lehet, emiatt skaldris szorzatukra az eldjeles
(En(t),B,(t)) = £||E, ()| kifejezés adddik.

Ezek ismeretében a (4.4) osszefliggés mar igazolja a tételiink harmadik kijelentését.]

Ci,i+1<t) = <’7(i+1)(t)a Bii(t)) =

(Ei1 (1), Bina (). (44)

1
4.7. Definicié Legyen adott eqy~y: I — R™ dltaldnos gorbe. A k;(t) = o0 (BL(t),Biy1(t))

kifejezéssel értelmezett k;: I — R fiigguényt a ~ gorbe i-edik gorbileti fligguényének
mondjuk (i=1,...,n—1).
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A gorbiileti fliggvények és Cartan-matrix elemei kozott az el6z6é definicidk alapjén
1
fennall a k;(t) = WC’MH(I%) kapcsolat. A 4.6. Tételbdl azonnal kovetkezik, hogy
v
igazak az alabbi kijelentések.
4.8. Kovetkezmény A k. (r = 1,...,n — 2) gorbiileti figguények pozitivak. A kisérd
Frenet-bazist alkoto vektormezdk deriviltjaira teljestilnek az aldbbi egyenletek:
Bll =0 k’l B2 >
B; = —0 ki—l Bi—l —f—Uk’Z Bi—l—l (l = 2,...,71— ].) s (45)
B, =-—vk, 1B, .
A fenti (4.5) osszefiiggéseket a - altaldnos gorbére vonatkozé Frenet-formuldknak
nevezziik.

Megjegyzés Vilagos, hogy n > 3 esetén By = T és By = F teljesiil, tovabba a
ki: I — R fliggvény azonos a x fiiggvénnyel. Ha n = 3, akkor ky megegyezik a torzié-
fiiggvénnyel.

A gorbiileti fiiggvények kiszamitasa

Az aldbbiak soran megmutatjuk, hogy a gorbiileti fiiggvényeket ki lehet szamitani ~
derivéltjaibol akkor is, ha nem ismerjiik a kiséré Frenet-bézis vektormezoit.

Legyen adott egy ~ : I — R™ altalanos gorbe. A « gorbe derivéltjait fejezziik ki a
B.,...,B,, kiséro Frenet-bazis vektoraival a

YO(t) = S0 Aplt) - By(t)  (i=1,....n) (4.6)

alakban. Tetszéleges t € I helyen az A;(t) (i, 7 = 1,...,n) elemekkel meghatarozott
n X n-es matrix legyen A(t). Célszerl itt megjegyezniink, hogy n > 3 esetén az els6
harom derivéltra a Frenet-képletek felhasznalasaval a kovetkezd kifejezéseket nyerjiik:

v =vBy, ¥ = v B1+ v k1 By,
"Y”/ = (’U” — 1)3 (k’l)2) B1 + (U/?J k’l + (U2 k?l)/) B2 + 1)3 k?l k’g B3 .
Vegyiik észre, hogy az A(t) matrix elemeire j > i esetén A;;(t) = 0 teljestil. A teljes

indukcié médszerével és a Frenet-formulakkal igazolhatd, hogy tetszoleges t € I esetén
az A(t) f6atl6beli elemeire fenndll az

Ao (8) = ()™ - By (8) + . s (£)

Osszefiiggés, amennyiben m > 2.
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Jelolje A, (t) az A matrixnak azt a sarokmatrixat, amelyet az A;;(t) (¢, j =1,...,m)
elemek alkotnak. A f64tld alatti elemek eltiinését kihasznalva ennek determindnsara a

det Ay (t) = ()30 T (k1)

det Ay(t
osszefiiggést kapjuk. Ebbél az kovetkezik, hogy fennall k() = eT)Q?’() és
v
det A, (t
k1 (£) = et Am(t) (m=3,...,n). (4.7)

o(£) 20D TR (ke (8

Legyen G(t) a t € I pontbeli v/'(t), v"(t),...,¥™(t) derivaltvektorok skalaris
szorzataibél nyert Gram-méatrix. Eszerint a G(t) elemei a Gy;(t) = (v9(t), v (t)) (i, j =
1,...,n) értékek.

A G(t) elsé m sordban és elsé m oszlopdban 1év6 elemek sarokmétrixét jelolje G, (t).
Mivel a By(?),...,B,(t) vektorok egy ortonormalt bazist képeznek R"-ben és az A(t)
matrixnak a f64tl6 alatti elemei eltiinnek, a (4.6) kifejezés alapjan teljesiil Al (t) A,,(t) =
G, (t). Ebbdl viszont mér kovetkezik, hogy m < n esetén igaz det A,,,(t) = +/det G, (t).
Tehat a (4.7) osszefiiggésbe det A, (t) helyett beirhatjuk a \/det G,,(t) értéket feltéve,
hogy m < n. Illy médon a gorbiileti fiiggvényeket egy rekurziv eljarassal is megkaphatjuk
a G(t) matrix elemeibél (4.1) és a (4.7) egyenletek alkalmazasaval.

Mint ismeretes, a k,_; gorbiileti fiiggvény negativ értékeket is felvehet. Vegyiik
azonban észre, hogy fennall det A(t) = ([y'(t),...,¥" ()], 7™ (¢)) . Emiatt (4.7) szerint

igaz
(')A D@L A () .
o) TS ()

A (4.8) osszefiiggés kapesan tekintsiik a«y gorbe x; (i = 1,...,n) koordindta-fliggvényeit,
melyeket az z;(t) = (v(t), e;) osszefiiggés ir le. Legyen H(¢) az a métrix, ahol a j-edik

kn—l (t) ==

(4.8)

sor j-edik eleme Hj;(t) = xgj )(t). Vildgos, hogy erre teljesiil

det H(t) = ([y'(t),....7" D (O)L.~" (1)) .

4.2. A gorbiileti fiiggvények geometriai tartalma

Az (n—1)-edik gorbiileti fiiggvény eltlinésének geometriai jelentését adja meg a kovetkezd
allitas, melynek bizonyitdsa analog a 2.34. Allitas igazolasaval.

4.9. Allitas A ~: I — R" dltaldnos tipusi gorbe palydja benne van egy (n—1)-dimenzids
affin altérben akkor és csak akkor, ha k,_1 =0 teljestil.

77



Az alabbiak sordn azt vizsgaljuk, hogy egy altalanos gorbe gorbiileti fliggvényei
invariansak-e az izometriakkal szemben.

Tekintsiink az R™ euklideszi térnek egy W: R" — R” izometridjat, amelyet az (1.2)
Osszefiiggés ir le. Vegyiik a WU-nek megfelel6 ® ortogonalis linedaris leképezést az R”™
vektortéren, tovabba az ¢ = det & szamot.

Legyen adott egy v : [ — R™ altalanos gérbe. Mint ismeretes, a v = W o vy képgorbe
derivéltjaira tetszéleges t € I esetén fennall 47 (t) = &(yD(t)) (i =1,...,n —1). Ebbél
mar adodik, hogy a 4 gorbe is altalanos tipusu. Mivel ® megdrzi a skalaris szorzatot,
azt nyerjiik, hogy a 0, v sebességfiiggvények megegyeznek és a kiséré Frenet-bazisokra
teljesiil B = ®oB; (i=1,...,n—1) é B, =¢- (P oB,). Ezek alapjin mér kénnyen
igazolhaté az alabbi kijelentés.

4.10. Kévetkezmény A~y dltaldnos gorbe ¥ izometridval nyerty = Wovy képgdrbéjének
a gorbileti figguényeire fenndll k; =k; (j=1,...,n—2) és ky_1 = €ky_1.

Az atparaméterezéssel nyert gorbe gorbiileti fiiggvényei

Legyen adott egy v : I — R™ éltaldnos gorbe. A 2.8. Definiciéban leirtaknak megfelelén
egy ¢: J — R fliggvénnyel paraméterezziik at a v gorbét.
Fejezziik ki az dtparaméterezéssel nyert v = o gorbe derivaltjait a v derivaltjaival
a
F9 () = S0, Di(w) -4 () (i=1,...n—1)

alakban. Ezen egyenletekkel meghatdrozott D! : J — R (1 < r < i < n — 1)
fiiggvényekkel kapcsolatban a teljes indukcié médszerével igazolhat, hogy fennall Di(u) =
(¢'(u))". Tly médon teljesiil Di(u) # 0, v € I. Ennek alapjan mar kénnyti beldtni, hogy
tetszOleges u € J és i (1 < i < n — 1) egész szam esetén a 7' (u),...,7(u) vektorok
ugyanazt az R"-beli linedris alteret generaljak, mint a v'(¢(u)), ..., ¥® (p(u)) vektorok.
Ez egytuttal azt jelenti, hogy a v : J — R"™ gorbe is altalanos tipusu.

Tegyiik fel, hogy az atparaméterezés irdnyitastarto, vagyis fennall ¢’ > 0. A fent
leirtakbdl addédik, hogy a 4 és « gorbék kiséré Frenet-béazisait add vektormezokre igaz
B, = B,oo (¢t = 1,...,n). Ugyancsak konny(i ellendrizni, hogy 4 és -« gorbiileti
fiiggvényei kozott fennall a k; = k; o ¢ (1=1,...,n—1) kapcsolat.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az dtparaméterezés irdnyitasvalté (¢’ < 0).
Emlékezziink 4, hogy teljesiil Di(u) = (¢'(u))!, tovébbéa a B, (u) vektor megegyezik
a [Bi(u),...,B,_1(u)] vektoridlis szorzattal barmely u € J-re. Ezek alapjan a kiséré
Frenet-bazisok vektormezdire igazak a

B,=(-1)-Bjop (i=1,...,n—1), B, = (—1)"?.B, 0y

78



osszefiiggések, ahol most [n/2] az n/2 tort egész részét jeloli. Ezeket alkalmazva beldthato,
hogy a v és v altalanos gorbék gorbiileti fiiggvényeire

ki=kiop (j=1,...,n—2), fon_1 = (=1)2"" ) koo

teljesiil. Az k,_; gorbiileti fiiggvényre vonatkozé fenti formuldt a (4.8) Ssszefiiggés
alapjan is igazolni lehet.

A gorbeelmélet alaptétele R"—ben

A miésodik fejezetben szerepl6 2.38. Allitas és a 2.39. Tétel egyarant atfogalmazhato6 az
R™ térben vett altalanos gorbékre. A Frenet-formuldkon alapulé bizonyitasi eljarasok is
érvényben maradnak.

4.11. Allitas Legyenek adva a~ : I — R™ és v : I — R"™ {whossz szerint paraméterezett
altaldnos gorbék. Ha ezek gorbiileti fligguényei megegyeznek, azaz k; = k; (t=1,...,n—1)
teljesiil, akkor egyértelmien létezik egy olyan R™-beli VU irdnyitdstarto izometria, hogy
fenndll v =V o~.

4.12. Tétel Legyenek adva az I intervallumon a C*>-osztdlyi ky, ..., ky_1 : I — R valds
figgvények, melyekre k; >0 (j =1,...,n—2) teljesil. Ez esetben irdnyitdstarts izomet-
ria erejéig pontosan eqy olyan iwhossz szerint paraméterezett ~v: I — R™ dltaldnos gorbe
létezik, amelynek gorbiileti fiigguényei azonosak a megadott k1, ..., k,_1 fiiggvényekkel.

Altaldnos tipusu gorbék az affin alterekben

Legyen adott egy olyan v : I — R™ regularis gorbe, amelynek palyaja benne van egy
m-~dimenziés A affin altérben (m > 2). Jelolje £ az A-nak megfelel6 R"-beli linedris
alteret. Vegyiik észre, hogy fenndll 4/(¢) € £ barmely t € I-re.

4.13. Definicié Azt mondjuk, hogy ~ eqy dltaldnos tipusi gorbe az m-dimenzids A
affin altérben, ha tetszélges t €I helyen a ~4'(t), 7" (t),..., ¥ V(t) vektorok linedrisan
fiiggetlenek.

Tegyiik fel, hogy a ~ egy altaldnos gorbe az A affin altérben, és vegyiik az A altér
egyik iranyitasat.

A relevans definicidk alapjan ekkor értelmezni tudjuk ~-nak az A altérre vonatkozo
kiséré Frenet-bazisat, amelyet a By,...,B,,: I — L vektormezok alkotnak, tovabba a
ky,....km_1: I — R gorbiileti fiiggvényeket is.

Tekintsiink egy v : I — R" regularis gorbét, melynek palydja nincs egy egyenesen.
Legyen A az a legszilikebb affin altér az R euklideszi térben, amely tartalmazza a « gorbe
palyajat. Tegyiik fel, hogy v egy altalanos gorbét ad ebben az m-dimenziés A altérben,
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és vegyiik a ky,..., ky,_1 gorbiileti fliiggvényeket. Ekkor a 4.9. allitas kovetkeztében
semmiképp sem tlnhet el a k,,_; fliggvény.

Egy konkrét R*-beli gérbe gorbiileti fiiggvényeinek kiszamitasa

4.1. Feladat Tekintsiik az R* térben azt a v : R — R* zdrt gorbét, melyet a v(t) =
coste;+sintey+cos(2t) es+sin(2t) ey egyenldség ir le tetszdleges t R helyen. Mutassuk
meq, hogy ~ eqy dltaldnos tipusi gorbe, tovdbbd hatdarozzuk meg a kiséré Frenet-bazisdt
és a gorbiileti fiigguényeit.

Célszerii megjegyezni, hogy a ~ vektorfiiggvény lesziikitésével nyert v|[0, 2 7] leképezés
egy egyszerl zart gorbét ad. Tetszoleges t € R pontban vegyiik az

cost —sint 0 0
sint cost 0 0
0 0  cos(2t) —sin(2t)
0 0 sin(2t)  cos(2t)

A(t) =

4 x 4-es matrixot. Vildgos, hogy az A(t) matrix ortogondlis és fenndll det A(t) = 1.
Vegyiik azt a ®(t) : R — R? linedris leképezést, melyet az R%-beli e;, ey, es, ey
természetes bazisra nézve éppen az A(t) matrix ir le. Ennek most feleltessiik meg azt a
U(t) irdnyitdstarto izometridt az R* euklideszi térben, amelynél barmely p € R* pontra
teljesiil U(t)(p) = ®(¢)(p). Konnyi belatni, hogy ezekkel az izometridkkal a « gorbére
fennall U(t)(v(u)) = v(u +t) barmely ¢, u € R esetén. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy
a ~ fiiggvény j-edrendii derivaltjaira teljesiil ®(¢)(vV)(u)) =D (u+1t) (j =1, 2, 3, 4).
Ez pedig azt mutatja, hogy ha egy u helyen a v'(u), v"(u), v"(u) vektorok linedrisan
fiiggetlenek, akkor ez a tulajdonsdg az Gsszes pontban fennall.
Lathato, hogy a v leképezésnek a 0 helyen vett elsé négy derivaltjara teljesiil

Y (0)=ey+2e;, ~"(0)=—e; —4e;, ¥P(0)=—e;—8es, YH(0)=e; + 16e;5.

Konnyen ellenérizheto, hogy ez a négy vektor linearisan fiiggetlen, tovabba az altaluk
alkotott bazis az R* tér természetes irdnyitdsat képviseli. Ebbdl mar adédik, hogy a
~ gorbe valéban altalanos tipusi. Vilagos, hogy « sebességfiiggvénye konstans, azaz
konkrétan fennall v(t) = /5, teR.

Hatarozzuk meg a v gorbe Frenet-bazisat a ¢t = 0 helyen a 4.4. Allitas bizonyitasaban
leirt eljarast kovetve. Ekkor a (4.2) Osszefliggést alkalmazva azt nyerjiik, hogy igazak az
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alabbi egyenloségek:

1
El(O) :e2+294, Bl(O) :E(82+2e4),
EQ(O) = —€; — 463, BQ(O) = —

B(0) g@eg —ey),  By(0) =

(61 + 463),

1
V17
1
—(2ey —ey),
\/5( 2 4)
12

E4(0) = 1—7(—481 + e3), B4(0) = \/%(—481 + e3).

Ebbdl mar megkaphatjuk a ~ kiséré Frenet-bazisat, hiszen tetszoéleges t € R helyen
fennallnak a B,(t) = ®(¢)(B;(0)) (i =1, 2, 3, 4) egyenldségek.
Végiil vegyiik észre, hogy a ~-hoz tartozé Cartan-matrix elemei és a ki, ko, ks

gorbiileti fiiggvények konstansok. Ezeket célszerti most a 4.6. Tétel alapjan meghatarozni.
Kozvetlen szamolassal azt kapjuk, hogy teljesiil
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5. fejezet

Az R’-beli sima elemi feliiletek
metrikus tulajdonsagai

5.1. A sima elemi feliilet paraméterezései

Az elemi feliiletre vonatkozo alapfogalmak

Ebben a fejezetben elkezdjiik az R3 euklideszi tér sima feliileteinek a tdrgyaldsit. Az
alapveto fogalmak definialasa elott a kétvaltozds vektorértékii fliggvényekre vonatkozdan
roviden attekintjiik az 1.3. alfejezetben mar bevezetett jeloléseket.

Ezt kovetéen D egy R2-beli 6sszefiiggd nyilt halmazt jell, melyet a tovdbbiakban
paramétertartomanynak fogunk nevezni. Tekintsiink egy C*-osztdlyi r : D — R3
vektorfiiggvényt. Az r leképezés koordinata-fiiggvényeit x1, xo, 3 fogja jeldlni. Eszerint
tetszOleges (uy, ug) € D esetén fennall

r(ui,ug) = o1(ur, ug) € + wa(u1, ug) € + x3(ur, u) ey
Az r leképezésnek az 1.27. Definiciéban értelmezett parcialis derivaltjaira pedig teljesiil
oir(uy, ug) = vy (u1, uz) €1 + Oswa(us, uz) € + O;rs(ur, us) €3
(1=1,2). Az (u1,us) € D helyen vett 3 x 2-es Jacobi-métrix a
Oy (ur, uz)  Opxy (U, ug)

JI‘(U1,U2)= 81$2(U1,U2) 32332(U17U2)
31I3(U17 Uz) aﬂa(ul, Uz)

alakban irhaté fel a koordinata-fiiggvények parcialis derivaltjaival. Vilagos, hogy a
méatrix oszlopai felelnek meg a 0ir(uq, ug) és dor(uy, us) vektoroknak. Eszerint a
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Orr(uy, ug), Oor(ug,us) vektorok linedrisan fiiggetlenek akkor és csak akkor, ha a Jacobi-
méatrix rangjara fenndll rk Jr(uy, us) = 2. Vegyiik észre, hogy amennyiben a két parcidlis
derivélt barmely (uq1,us) helyen linedrisan fiiggetlen, akkor az r leképezés reguldris.

Ennyi elokészités utan ratériink a feliiletelmélet alapfogalmainak értelmezésére.

5.1. Definicié Egyr: D — R? leképezésrél azt mondjuk, hogy eqy sima elemi feliiletnek
a paraméterezése, ha C*-osztdlyiu és teljesil rd az aldbbi két feltétel:

(1) Bdarmely (uy,us) € D esetén a Orr(uy,ug), Oor(ui,us) vektorok linedrisan figgetlenek.
(2) Azr vektorfiigguény injektiv, tovdbbd eqy homeomorfizmust ad azR?*-beli D tartomdny
¢s az R3-beli v(D) alakzat kozott.

5.2. Definicié Az R® tér eqy M alakzatdt sima elemi feliiletnek mondjuk, ha van egy
olyan C®-osztdlyii v: D — R3 leképezés, amelyre igaz v(D) = M és teljesiilnek rd a
fenti (1), (2) feltételek. Ez esetben azr figguényt az M = r(D) feliilet eqyik paraméteres
eléallitasanak (illetve paraméterezésének) nevezzik.

A tovabbiakban feltessziik, hogy adva van egy M sima elemi feliilet az r: D — R3
paraméterezéssel.

5.1. abra. Az M elemi feliiletet paraméterezése az r vektorfiiggvénnyel.

5.3. Definicié Tekintsiik azr : D — R? paraméteres elédllitdis p : M — D C R? inverz

leképezését. A p figguényt az M elemsi feliilet v paraméterezés szerinti koordindtazasanak
mondjuk.
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Megjegyzés Vegyiik az M elemi feliilet egy p pontjat. A p(p) szampart a p pont r
paraméterezésre vonatkozo koordinatainak nevezziik.

5.4. Definicié Egy C™-osztdlyi~y : I — R? leképezést az M eqy sima feliileti gorbéjének
mondunk, ha a v gorbe pdlydja rajta van az M felileten.

Sima feliileti gorbét az alabbi médon kaphatunk. Az R2-beli D paramétertartomanyban
vegyiink egy o : I — D C R? sima gorbét. Vildgos, hogy ekkor a v = roo gorbe palyija
rajta van az M sima feliileten. Ezt a = feliileti gorbét a o gorbe r altali képének mondjuk.
(Lésd az 5.1. &brat.)

A feliileti gorbék kozott vannak olyanok, amelyek specidlisak az r paraméterezésre
nézve. Ezekrol szol a kovetkezd definicio.

5.5. Definicié Legyen adott egy as szdm és egy olyan I (I # () wvalds intervallum,
hogy (t,as) € D teljesil barmely t € I-re. Ekkor a ~,(t) = r(t,as) dsszefiiggéssel
meghatdrozott vy, : I — R3 feliileti gérbét az v paraméterezéshez tartozo elsé paraméter-
vonalnak mondjuk.

Egy olyan v, : J — R? gorbét, amelynél tetszbleges t € J-re fenndll v4(t) = r(ay,t)
valamely régzitett a; szdm mellett, mdsodik paramétervonalnak neveziink.

Megjegyzés Konnyen belathaté, hogy a fenti definicioban szereplo ~,, =, feliileti
gorbékre fenndll v (a1) = oir(ay,asz) és v4(az) = dor(ay, az). Eszerint a Oir(a), Osr(a)
vektorok éppen a p ponton athaladé paramétervonalak sebességvektorai.

5.2. dbra. Hengerfeliilet a w alkotéirannyal.

Az alabbiak sordan megadunk két egyszerii példat a sima elemi feliiletekre és azok
paraméterezéseire.
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5.1. Példa. Legyen adott egy az I nyilt intervallumon értelmezett v : I — R3 egyszeri
sima gorbe, amelynek palydja benne van a tér egy S sikjaban. Ezen kiviil legyen adott egy
olyan w vektor, amely nem parhuzamos az S sikkal. Az R2%-beli D = I x R tartoményon
tekintsitk az r : D — R3 leképezést, amelyre igaz r(uj,us) = ~(u1) + up w barmely
(ug,uz) € D esetén. Vegyiik észre, hogy teljesiil Oir(uq, us) = v/'(u1) és Oor(ur, ug) = w.
Nyilvanvald, hogy az r leképezés eleget tesz az 5.1. Definicié feltételeinek. Az M = r(D)
sima elemi feliiletet hengerfeliiletnek nevezziik.

Az r paraméterezésnél a masodik paramétervonalak a w vektorral parhuzamos egyene-
sek, melyeket a hengerfeliilet alkotéinak mondunk. (Lésd az 5.2. &brat.)

5.2. Példa. Legyen adva egy olyan v : I — R3 egyszerfi sima gorbe, amelynek
palydja benne van a tér egy S sikjaban, tovabba egy ¢ pont, amelyet S nem tartalmaz.
Tekintsiik azt az v : I x (0,00) — R3 leképezést, ahol tetszéleges u; € I és uy € (0,00)
esetén igaz r(ui,us) = ¢ + us (y(u1) — ). Vildgos, hogy a Oir(ui,us) = us vy (uy) és
Oor(u1, us) = y(up) — ¢ vektorok linedrisan fiiggetlenek, tovdbba r egy homeomorfizmust
ad a D = I x (0,00) tartomany és az R3-beli r(D) alakzat koézott. Ez esetben az
M = r(D) sima elemi feliiletet kipfeliiletnek mondjuk.

A masodik paramétervonalakat, amelyek palyai ¢ kezdépontu nyilt félegyenesek, a
kupfeliilet alkotéinak nevezziik. (Lésd az 5.3. dbrat.)

5.3. abra. A kupfeliilet egy darabja.

Megjegyzés A tovabbiakban a rovidség kedvéért a sima és elemi jelzoket gyakran
elhagyjuk, de ebben az alfejezetben csak sima elemi feliileteket vizsgalunk.

Egy elemi feliilet paraméteres eloallitasat a késobbiekben a feliiletet leird vektorfiigg-
vénynek is mondjuk.
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Az elemi feliiletet leiré vektorfiiggvény atparaméterezése

Legyen adott egy r: D — R3 leképezés, amely egy M elemi feliiletnek a paraméterezése.

Az R2%-nek egy V nyilt tartomanydn legyen adva egy olyan C™-osztalyi ¢: V — R?

leképezés, amely rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) TetszOleges (vq,v2) € V esetén a ¢ leképezés Jacobi-métrixdnak rangjara fennall
rk Jp(vy, v) = 2.

(2) A ¢ leképezés injektiv és (V) = D teljesiil.

Jelolje ¢;: V' — R a ¢ differencidlhaté leképezés j-edik koordinata-fiiggvényét (j =
1, 2). Eszerint fennall ¢ (v1,v9) = (1(v1,v2), @2(v1,v9)) barmely (v, v2) € V mellett.

Tekintsiik a C®-osztalyti T = ro ¢ : V — R3 leképzést. (Ldsd az 5.5. 4brdt.) Az
Osszetett fiiggvények derivéltjara vonatkozé lancszabaly alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
az T vektorfliggvény parcialis derivaltjait ki lehet fejezni a

&f‘(vl, ’Ug) = &-cpl(vl, 1)2) . 01r(go(v1, Ug)) + @-gpg(vl, ’UQ) . 821'(Q0(U17 ’UQ)) (51)

(1 = 1, 2) alakban barmely (vi,v5) € V pontban. A leképezések Jacobi-matrixainak
alkalmazasaval az el6bbi két Osszefiiggést a

Jr(vy,v9) = Jr(p(vy,v9)) - Jp(v1, 1)

egyenlettel lehet lefrni. Mivel a Jr(p(vq,v2)) és Jep(v1, v9) matrixok rangja egyarant 2,
igy fennall rk Jt(vy, vg) = 2.

A fentiek alapjan mar lathat6, hogy az T = r o ¢ leképezés eleget tesz az 5.1.
Definicié feltételeinek, tehat r szintén egy paraméteres eléallitasa az M elemi feliiletnek.
Vegyiitk még észre azt is, hogy mivel az R2-beli V paramétertartomany Osszefiiged, a
det J(v1,v2) determindns nem valt el6jelet, ha (v, vy) befutja a V' tartoményt.

5.6. Definicié Az M elemi feliiletet leiré T = ro @, ©:V — R3 leképezésrdl axt
mondjuk, hogy az r vektorfiigguény  dltali dtparaméterezésével jott létre. A @ leképezést
a paramétertranszformdcio fiigguényének nevezziik. Az dtparaméterezést irdnyitdastartonak
mondjuk, ha fenndll detJp(vy,v2) > 0 tetszbleges (vi,v2) € V' esetén. Amennyiben
det Jp(v1,v2) < 0 teljesiil, akkor az dtparaméterezést irdnyitdsvdltonak hivjuk.

5.3. Példa Tekintsiik az r: R?> — R? fiiggvényt, amelyre igaz

r(ug, ug) = U1 € + up €y + ((U1)2 - (U2)2) €3

barmely (ui,us) € R? mellett. Az r vektorfiiggvény altal lefrt M = r(R?) elemi
feliiletet hiperbolikus paraboloidnak hivjuk. Lathaté, hogy az r paraméterezéshez tartozo
paramétervonalak paraboldk.

Vegyiik azt a ¢ : R? — R? fiiggvényt, melyet a ¢ (v1,v9) = (v1 + vy, v1 — o) kifejezés
ir le tetszbleges (v1,vy) € R? szampéarra. Vildgos, hogy a ¢ bijektiv leképezés reguléris
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és Jacobi-matrixdnak determindnsara fenndll det Jop(vy,v2) = —2. Az r leképezésnek a
p-vel vald irdanyitasvaltd atparaméterezésével azt az r = roep fiiggvényt nyerjiik, amelyre
teljesiil

T(v1,v2) = (v1 +v2)e; + (v —vg) es + 4 v9€5.

Vegyiik észre, hogy az r paraméterezéshez tartozé paramétervonalak egyenesek. Eszerint
a hiperbolikus paraboloid barmely pontjan athalad két feliileti egyenes.

Egy kétvaltozds valds fiiggvény grafikonja, mint elemi feliilet

5.7. Definicié Egy D C R? nyilt tartomdnyon legyen adott eqy C™-osztdlyi h: D — R
figguény. Tekintsik az r(uy, us) = uy €1 + ug € + h(uy, us) €3 dsszefiggéssel értelmezett
r: D — R3 leképezést. Az v vektorfiigguényt és az dltala leirt M = v(D) sima elemi
feliiletet a h fiigguény grafikonjinak (vagy mds széval grafidnak) nevezziik.

Megjegyzés A definicioban szereplé r vektorfiiggvény parcidlis derivéltjaira fennéll
Oir(ug,ug) = €1 + Oh(uy,uz)es és Oor(uy,uz) = ey + ah(uy, us)es. Ezek a vektorok
linedrisan fiiggetlenck barmely (uy,u2) € D helyen, tehat az M = r(D) alakzat valéban
egy sima feliilet.

Megjegyzés Legyen adott egy 7 : {1,2,3} — {1,2,3} bijekcid, vagyis az 1, 2, 3 egész
szamok egy permutdcidja. Az T(ui,us) = U1 €x(1) + Uz €x(2) + h(u1, u2) ex3) egyenlettel
definiglt : D — R3 vektorfiiggvényt és az M = #(D) elemi feliiletet is a h fiiggvény
grafikonjanak mondjuk.

Az inverz leképezés tételének felhasznalasaval bizonyitani lehet az alabbi kijelentést,
melyet a késébbiekben még tobbszor alkalmazni fogunk.

5.8. Allitas Legyen adott az r: D C R? — R® wvektorfiigguény, amely eqy M elemi
feliiletnek a paraméterezése. Tetszbleges (a1, as) € D ponthoz van olyan olyan R*-beli
U tartomdny, hogy (ai,a2) € U, U C D és az v(U) elemi feliilet megegyezik eqy
differencidlhato valds fiigguény grafjdval.

Bizonyitds. Az altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a 3x2-es Jr(ay, as)
Jacobi-matrix els6 két sora linearisan fiiggetlen.

Tekintsiik a € : D — R? leképezést, ahol &(u1, us) = (w1 (uy, uz), xa(uy, uz)) barmely
(ur,uz) € D esetén. Ekkor fenndll rk J€(aq,as) = 2, és evidens, hogy a &-nek az (ay, as)
pont egy alkalmas kornyezetén vett leszlikitése egy regularis fiiggvényt ad. Ily moédon
alkalmazni lehet az 1.31. Tételt. Eszerint az (a;,as) pontnak van olyan U (U C D)
nyilt kornyezete, hogy a &|U lesziikitett leképezés invertdlhat6 és az inverz leképezés is
C>-osztalyd. (Lésd az 5.4. abrat.) Jelolje ¢ ezen &|U leképezés inverzét. Eszerint a
B = £(U) tartomény tetszéleges (v, v) elemére teljesiil &€ o (v, v2) = (v1, v2).
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5.4. dbra. Illusztracié az 5.8. Allitds bizonyitasahoz.

Vegyiik az r|U lesziikitett leképezés ¢ fiiggvénnyel torténd ¢ = rogp atparaméterezését
és az r(U) elemi feliiletet. Tekintsiik tovabbaa h : B — R fiiggvényt, melyet a h(vy, v9) =
x3 0 p(vy, vy) Osszefiiggés ir le. Ekkor azt nyerjiik, hogy fennall

T(v1,v2) = vy €1 + vy €3+ h(vy, v2) €3

bérmely (v1,v2) € B esetén. Ez pedig azt mutatja, hogy az r(U) = r(B) elemi feliilet a
h fiiggvény grafja. O]

5.4. Példa. Az R%beli D = (1,2)x (—7/2,7/2) tartomdnyon vegyiik azt azr: D — R3
leképezést, melyet az r(uy, us) = uy cosug € + up sinuy €y + uj e3 Osszefiiggds ad meg.
Koénnyen belathatd, hogy r egy sima elemi feliiletet ir le.

Az €16z bizonyitdsnak megfeleléen tekintsiik a € : D — R? fiiggvényt, ahol € (uy, us) =
(uy cosug, uy sinug). Vegyiik észre, hogy teljesiil det J&(uy, us) = uy > 0és&(D) = B =
{(vi,v9) €ER?* |1 < (v1)* + (v9)? < 4, v1 > 0}. Ez a £ leképezés invertélhato, és a
¢ : B — R? inverz leképezésre fennéll p(v1, v2) = (1/(v1)? + (v2)?, arctg(vy/v1)) tetszdleges
(v1,v2) € B helyen. Amennyiben az r leképezést atparaméterezziik a ¢ fiiggvénnyel,
akkor az T = r o ¢p leképezésre az F(vy, ve) = vy € +va €y + ((v1)% + (v9)?) e3 Osszefiiggés
adédik. Eszerint az M = r(D) elemi feliilet megegyezik a h(vi,ve) = (v1)% + (v)?
egyenlOséggel értelmezett h : B — R fiiggvény grafjaval.
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Az aldbbi allitas szerint a sima feliileti gérbéknek a paramétertartomanyban sima
gorbék felelnek meg.

5.9. Allitas Legyen adva az M elemi felilet az v: D — R?® paraméterezéssel, tovdbbd
eqy v : I — R3 sima feliileti gorbe. Tekintsiik azt a o : I — D leképezést, amellyel
fenndll v = r o o. Ekkor o egy sima gorbe a paramétertartomanyban.

Bizonyitds. Amennyiben alkalmazzuk az M feliiletnek az r altal meghatarozott p koor-
dinatazasat, akkor a o = p o~y kifejezést kapjuk, amibdl mar adddik, hogy a o leképezés
folytonos.

Vegyiink egy to € I helyet és a o(tg) = (a1, a2) pontot. Alkalmazzuk az el6z6 5.8.
Allitast és a bizonyitdasdban leirtakat. Eszerint az (ai,as) pontnak van olyan U nyilt
kirnyezete D-ben és az r|U leképezésnek olyan T =ro o, T : B — R? dtparaméterezése,
amely megegyezik egy differencialhaté h : B — R fiiggvény gréafjaval.

A v : I — R? gorbe koordindta-fiiggvényei legyenek y; : I — R (j = 1, 2, 3).
Vegyiink egy olyan ¢ > 0 értéket, amelynél a J = (tg — €,tp + ¢) N [ intervallumra
fennall v(J) C r(B). Lathatd, hogy ekkor a &(t) = (y1(t),y2(t)) egyenléséggel leirt
o :J — B C R? fiiggvény lesz az, amellyel teljesiil v|.J = roa. Mivel 7 egy sima gorbe,
a o leképezés C'*°-osztalyt.

Vegyiik észre, hogy o-nak a J-re valé lesziikitésére fenndll a o|J = o & Osszefiiggés.
A fentiek alapjan o egy sima leképezés a J intervallumon. Mivel a differencialhatosag
egy lokalis tulajdonsag és a ty € I helyet tetszolegesen valaszthatjuk, a o fiiggvény
C*>-osztaly. n

Az elemi feliilet érint6terei, a normalis egységvektormezo6

Az R3 térben legyen adva egy M sima elemi feliilet az r: D — R® paraméterezéssel.
Vegyiink a D C R? paramétertartoményban egy o: I — D C R? sima gorbét. A o
koordinéta-fiiggvényei legyenek a o;: I — R (i = 1,2) figgvények. Ezekkel a o leképezés
kifejezhet6 a o (t) = (01(t), o0o(t)) alakban, ahol t az I intervallum egy tetszéleges eleme.

Tekintsiik a v = r o o feliileti gorbét, melyet a o gorbe r szerinti képének neveziink.
A y(t) =3z, 0 0(t) e, kifejezés derivildsival a

(1) = 30y Yo ol(t) - Dias(a (1)) - e
=Y ol(t) - (5 Do (t)) e)

Osszefiiggéshez jutunk. Eszerint a ~ feliileti gorbe t € I helyen vett sebességvektorara

fennall
Y(t) =20, oi(t) - dx(o(h). (5.2)

Vegyiink most egy tg € I értéket és a neki megfelelé o (tg) = a = (a1, as2) és p = r(a)
pontokat. Az (5.2) egyenlet szerint a ~ feliileti gérbe p pontbeli v/(t) érintévektora
el6dll a 0ir(a) és Oor(a) vektorok linedris kombindciéjaként. Ez pedig mér indokolja az
alabbi fogalmak bevezetését.
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5.10. Definicié Tekintsiik az M = r(D) elemi feliilet eqgy p = r(a) pontjit. Az R3
vektortérnek a Oir(a), Osr(a) vektorok dltal generdlt ToM linedris alterét az M feliilet
p-beli linedris érintéterének mondjuk. Azt az R3-beli sikot, amely dthalad a p ponton és
pdrhuzamos a Oir(a), Osr(a) wvektorokkal, az M felilet p-beli érintdsikjanak nevezziik.

Megjegyzés Vegyiik az M elemi feliilet egy masik 1: D — R3 paraméteres eléallit4sat.
Jelolje a = (a4, az) azt a helyet D-ben, amelyre fennsll r(a) = p. Az r leképezésnek a p
ponton atmend paramétervonalai sima feliileti gorbék, tehéat az 5.9. Allit4s szerint ezek
is eloallnak a D paramétertartomanyban vett sima gorbék r altali képeként. Ily médon
az (5.2) osszefliggésbol adédik, hogy a fliggetlen 0it(a), dor(a) vektorok kifejezhetéek a
Oir(a) és dyr(a) vektorok linedris kombindciéjaként.

Ennek kovetkeztében a T, M linedris érintétér nem fiigg attél, hogy az M elemi
feliiletet melyik vektorfiiggvénnyel paraméterezziik.

Megjegyzés A tovabbiakban a T, M linedris érintétér elemeit az M feliilet p pontbeli
érintovektorainak mondjuk.

5.11. Definiciéo Az M feliilet v paraméterezéséhez tartozo mnormdlis eqységuektormezin
azt az N : D — R3 leképezést értjiik, melyet az
1

N(Ul,UQ) = ||811'<u1,u2) » 821'<u1,u2)|| 81r(u1,u2) X 82r(u1,u2) (53)

egyenlet hatdroz meg tetszbleges (uy,uz) € D esetén.

Megjegyzés Tekintsiik az M = r(D) elemi feliilet egy p = r(a;, az) pontjat. Vildgos,
hogy az N(a1, as) egységvektor merdleges a T, M linedris érintStérre és a feliilet p-beli
érintosikjara.

A paraméteres elballitasok kozotti kapcsolat

Az alabbi fontos tétel azt mondja ki, hogy ha egy elemi feliiletnek két kiillonboz6 paraméteres
eloallitasat vessziik, akkor az egyik leird vektorfiiggvényt C'°°-osztalyu atparaméterezéssel
lehet megkapni a masikbdl.

5.12. Tétel Legyen adott eqy M elemi feliilet és annak azr: D — R3 és t: D — R3
paraméteres elodllitasai. Tekintsik azt azm: D — D c R? bijekciot, amelyet tetszdleges
(ur,us) € D esetén az r(uj,ug) = v(n(ui,us)) dsszefiiggés hatdroz meg. Ekkor az m
leképezés C™°-osztdlyi €s requldaris.

Bizonyitds. Vegyiik az r paraméterezésnek megfelelé p : M — D c R? koordintézdst.

Ezzel a fenti n : D — R? leképezés kifejezhetd az n = p or formaban. Ennek
kévetkeztében az ) egy homeomorfizmust ad az R2-beli D és D tartoményok kozott.
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Vegyiik az M elemi feliilet egy p pontjat, amelyre fenndll p = r(ay,as) = t(a, as)
valamely (a1, a2) € D és (a1,a2) € D szampéarok esetén. Korabban mar belattuk, hogy
M feliilet p-beli linedris érintétere nem fiigg a paraméterezés megvalasztasatél. Emiatt
a p pontbeli normélis egységvektorokra igaz N(ay, as) = iN(dl, as), vagyis a két vektor
csakis el6jelben kiilénbozhet.

Az N(aq,ap), N(dhdg) vektorok az e;, e, ez egységvektorok koziil legaldbb az
egyikre nem merolegesek. Ennek alapjan tegyiik fel most azt, hogy a p-beli normalis
irdnyt meghatarozé 0Oir(ay,as) X dor(ay,as) és Ohr(ay,as) X Oor(ay, as) vektoridlis
szorzatok nem merélegesek az ez bazisvektorra. Konnyt belatni, hogy ekkor a koordinédta-
fiiggvények parcidlis derivéltjaira fennall

alijl(&la d2) aQ'fl(&la d2>
aljJQ(&l, d2) a2i’2(&1a &2)

alxl(ah@) 32%((11,@2)
ale(ala CL2) 32%(@1, a2)

‘7&0 és ‘ 7 0.

Alkalmazzuk most az 5.8. Allftds bizonyitdsdban lefrtakat. Eszerint a (p1,p2) pontnak
van olyan B nyilt ggmbkornyezete R*-ben és azon olyan C*-osztalyt ¢ : B — D C R?,
@:B— DCR? h, h: B — R fiiggvények, hogy barmely v;, vy esetén teljesiil

ro Lp(?)l,’UQ) =vie; +vrer + h(?)l,’ljg) es3,

>

o @(v1,v2) =v1€1 +voes + B(U17U2) es.

Ezen kiviil még igaz, hogy ¢ (p1,p2) = (a1,a2), @(p1,p2) = (@1,0a2), tovdbbd a ¢, @
leképezések injektivek és regularisak. A h(py,ps) = ps = h(py, p2) Osszefiiggésbl viszont
az kovetkezik, hogy az M elemi feliilet rop(B), ro@(B) feliiletdarabjai, melyek egy-egy
fiiggvénynek a grafjai, megegyeznek. Ebbol viszont azt kapjuk, hogy a h és h fliggvények
azonosak, vagyis fennall h = h.

A fentiek alapjén, ha vessziik az n leképezésnek az U = ¢(B) tartomanyra torténé
lesziikitését, akkor az row(vi, vy) = To@(vy,v2) egyenléség miatt teljesiil n|U = pop!.
Mivel a C*-osztalyt ¢, ¢ leképezések Jacobi-métrixanak rangja minden helyen 2, az
n|U fiiggvény reguldris. Innen mér addédik, hogy az n bijektiv leképezés ugyancsak
regularis, ami igazolja a tételt. O

Megjegyzés Az eléz6 tétel azért 1ényeges szamunkra, mert kimondja, hogy egy R3-beli
M elemi feliileten egyetlen differencidlhatésagi struktirat lehet csak megadni.

A fenti tétel egy kovetkezménye az is, hogy egy feliilet geometriai jellemz6inek meghata-
rozasahoz annak barmelyik paraméteres eléallitasat alkalmazhatjuk, mivel a geometriai
jellemzok az atparaméterezéssel szemben invariansak.

5.2. Sima feliiletek az R3 térben

Az el6z6 alfejezetben sima elemi feliileteket targyaltunk. A géomb és a téruszfeliilet olyan
R3-beli alakzatok, amelyek a kompaktsdguk miatt nem lehetnek homeomorfak egy sikbeli
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nyilt tartomannyal, tehat ezek nem adnak sima elemi feliiletet. Azonban a gémb és a
torusz mar eleget tesznek az alabbi definiciéban szereplo feltételnek.

5.13. Definicié Egy R3-beli M alakzatot sima feliiletnek mondunk, ha az M tetsz6leges
p pontjdnak van olyan K nyilt kérnyezete R3-ban, hogy a KN M metszet eqy sima elemi
feliilet.

Megjegyzés Tekintsiink egy M sima feliiletet és annak egy p pontjat. Legyen K egy
olyan kornyezete p-nek, hogy M=KnM egy elemi feliilet. Ekkor az M elemi feliilet P-
beli érintoterét, vagyis a 2-dimenzids TpM vektorteret, egyuttal az M feliilet p pontbeli
érintéterének is mondjuk. Ily médon tehat fenndll T, M = TpM .

Az M feliileti gorbéjén egy olyan ~ : I — R3 sima gorbét értiink, amelynek paly&jit
az M feliilet tartalmazza.

Sok nevezetes térbeli alakzatot le lehet irni implicit egyenlettel. Implicit egyenlettel
valé lefrason itt azt értjiik, hogy van olyan az R? euklideszi téren értelmezett f differencidl-
haté valds fiiggvény és c szam, hogy az (x,vy, z) € R? szamharmasokra vonatkozd
f(z,y,2) = ¢ egyenletet éppen az alakzat pontjai elégitik ki. A tovébbiakban azt
vizsgaljuk, hogy az implicit egyenlettel leirt alakzat mikor ad sima feliiletet.

5.14. Definicié Az R3-beli W nyilt halmazon legyen adva eqy C*°-osztdlyid f: W — R
fiigguény. Az [ figguénynek eqy p€ W pontban vett gradiensén a
grad f(p) = Z?:l 0;f(p) -e; vektort értjiik.

Egy ce f(W) szdmot az f requldris értékének mondunk, ha barmely p€ f~1(c) esetén
fenndll grad f(p) # 0.

5.15. Tétel Legyen a c € f(W) szdm az f: W C R3 — R fiiggvénynek egy requldris
értéke. Ekkor az M = f~'(c) alakzat sima feliilet az R? euklideszi térben.

Bizonyitds. Tekintsiik az M = f~1(c) alakzat egy p = (p1, p2, p3) pontjat. Mivel fendll
grad f(p) # 0, az f fiiggvénynek legaldbb egy parcidlis derivaltja nem tiinik el a p
helyen. Azt fogjuk megmutatni, hogy p-nek van olyan nyilt kornyezete, amely M-bél
egy sima elemi feliiletet metsz ki.

Az altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy 05 f (p) # 0. Alkalmazzuk
most az 1.32. Tételt. Eszerint vannak olyan (a;,b;) (j = 1,2,3) nyilt intervallumok R-
ben, hogy igaz p; € (a;,b;) és (a1,b1) X (az,by) X (as,bs) C W, tovabba tetszOleges
uy € (a1,b1) és uy € (ag,by) esetén egyértelmiien létezik egy olyan v € (as, b3), amelyre
teljesiil az f(uy,us,v) = ¢ egyenldség. Ezen kiviil az is igaz, hogy amennyiben vessziik
az R%-beli D = (ay,b1) x (ag, by) nyilt téglalapon azt a h : D — (a3, b3) C R fiiggvényt,
melyet a h(uy,us) = v egyenlettel értelmeziink, akkor ez a h fiiggvény C*-osztélyt.

Vegyiik a kétvaltozés h figgvény r : D — R? gréfjat, amelyre igaz r(uy,us) =
uy €1 + ug e + h(ug, us) es. Mivel barmely (uy,us) € D esetén fenndll
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fuy, ug, h(ui,us)) = ¢, az r(D) sima elemi feliilet része az M = f~1(c) alakzatnak.
Ugyanakkor a fentiek alapjdn a p pontot tartalmazé R3-beli K = (a1,by) x (ag,b2) X
(ag, bs) nyilt téglara fenndll a N M = r(D) 6sszefiiggés. Ily médon az M alakzat eleget
tesz az 5.13. Definiciéban szereplo feltételnek. m

Ezt kovetoen egy olyan feliilet linedris érintétereit tekintjiik, amely eloall valamely
sima fiiggvény regularis értékének inverz képeként.

5.16. Allitas Legyen adott az R3-beli W nyilt halmazon eqy f: W — R differencidlhato
fiigguény. Teqyiik fel, hogy a c€ f(W) szdm requldris értéke f-nek. Ekkor az M = f~(c)
sima felilet barmely p pontja esetén a ToM linedris érintétér merdleges a grad f(p)
vektorra.

Bizonyitds. Tekintsiink egy olyan v : I — R3? sima gorbét, amelynek paly4jja rajta van
az M feliileten és amely athalad a p ponton. Eszerint fenndll fo~y(t) = ¢ barmely t € I-
re és ¥(to) = p teljesiil valamely ¢, értékre. Legyenek az 1, xo, x3: I — R? fiiggvények
a y feliileti gorbe koordinata-fiiggvényei. Az f(x1(t), 22(t), z3(t)) = ¢ kifejezés t szerinti
derivélasaval a

0= 3721 05 f(aa(8), wa(t), as(t)) - (1)
= (35-1 03 f (v(1) &5 Y0 wi(t) es) = (grad f(v(1)),~'(t))

osszefiiggést nyerjiik. EbbOl a ¢y helyen, vagyis a p pontban, a (grad f(p),7'(t0)) =0
egyenldség adodik. Ez azt mutatja, hogy a grad f(p) vektor meréleges a feliileti gorbe
~'(to) sebességvektorara. Mivel a T, M linedris érintGteret a p ponton athaladé feliileti
gorbék sebességvektorai feszitik ki, a grad f(p) vektor merdleges T, M-re. O

5.5. Példa A tovabbiakban S? fogja jeldlni a 0 centrumi és 1 sugari gombfeliiletet az
R3 térben. Eszerint igaz S? = {p € R? | ||p|]| = 1}. Az 5? alakzatot a kés6bbiek soran
a 2-dimenzids szféranak is fogjuk majd nevezni.

Vegyiik azt az f : R® — R fiiggvényt, melyet az f(z,y,2) = 22 + y* + 22 egyenlet
ir le. Lathat6, hogy erre barmely p € R? pontban teljesiil grad f(p) = 2p. Ily médon
f-nek az 6sszes pozitiv valés szam regularis értéke.

Nyilvdnvalé, hogy fenndll S? = f~1(1), tehdt az S? szféra egy sima feliilet. A fenti
allitast alkalmazva pedig azt kapjuk, hogy barmely p € S? pontban a T,S5? linedris
érint6tér merdleges a p vektorra, vagyis TpS5? = {w € R* | (w,p) =0}.

5.6. Példa Tekintsiik az f : R® — R fiiggvényt, amelyet az f(z,y, z) = 2* + y* — 2°
osszefiiggés Ir le tetszbleges (x,y, z) € R? mellett. A grad f(x,y,2) = 2re;+2ye,—2ze;3

egyenloségbol mar adodik, hogy egy ¢ € R valds szam akkor reguldris értéke f-nek,
ha ¢ # 0. Amennyiben ¢ > 0, akkor az M = f~!(c) sima feliilet egy egykdpenyti
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forgashiperboloid, melyet egy hiperbolanak a képzetes tengelye koriili megforgatasdval
nyeriink. ¢ < 0 esetén az M = f~1(c) sima feliilet egy kétkdpenyti forgdshiperboloid.

Az M = f71(0) alakzat, melyet az 2> 4+ y? — 22 = 0 egyenlet ir le, egy teljes forgaskiip
a 0= (0,0,0) cstuccsal. A teljes forgdskip nem sima feliilet, mert a 0-nak barmely kis
K nyilt kérnyezetét vessziik R3-ban, a K N M metszet nem lesz elemi feliilet. Ez abbdl
is kovetkezik, hogy ha tekintjiik a csticson athaladé és a kupfeliiletre esé gorbéket, akkor
azoknak a 0-beli érintéegyenesei nincsenek egy sikban, tehat a kiipnak nem értelmezheto
a 0 pontbeli érintosikja.

5.3. Az els6 fomennyiségek

A tovébbiak soran feltessziik, hogy adva van egy M elemi feliilet és annak egy r: D — R3
paraméteres eléallitasa.

5.17. Definicié Az M sima felillet p pontbeli elsé alapformdjin azt az
I, : ToM <X Ty M — R szimmetrikus bilinedris formdt értjiik, amelyre tetszdleges v, w €
ToM érintdvektorok esetén igaz Ip(v, W) = (v, w).

Megjegyzés A p pontbeli I, elsé alapforma tehdt nem mds, mint az R? téren vett
természetes skaldris szorzds lesziikitése a 2-dimenzids T, M érintOtérre.

A kovetkezo definiciéban bevezetett fiiggvények fontos szerepet jatszanak a feliiletek
geometriai vizsgalataiban.

5.18. Definicié Az M elemi feliiletnek az r paraméterezéséhez tartozo elsé fémennyisé-
gein a
gij(ul, Ug) = <8ir(u1, 'LLQ) s 8jr(u1, UQ) > (54)

gsszefiiggéssel meghatdrozott g¢;;: D — R (i, j = 1, 2) fiigguényeket értjik.
Megjegyzés Vilagos, hogy az elsé fémennyiségek C°°-osztalyu valds fliggvények a D
tartomanyon. A skalaris szorzds kommutativitasabol adodik, hogy igaz g2 = go1.

Az egyszerlisités érdekében a tovdbbiakban alkalmazzuk az u = (u1,us) jelolést
is. Az els6 fémennyiségek u € D helyen vett fliiggvényértékeibdl képezziik a G(u) =

( gu(u) giz(u)

g21(u)  goa(u)
vektorfiiggvény Jacobi matrixabdl a

G(u) = Jr(u)’ - Jr(u)

) szimmetrikus matrixot. Vegyiik észre, hogy G(u) kifejezhetd az r

egyenlettel, amelyben Jr(u)? a transzponalt métrixot jeldli.

Legyen End(R?) a valés elemii, 2 x 2-es matrixok vektortere, amely izomorf az R*
térrel. Eszerint az elsd fémennyiségekbdl definidlni tudunk egy G : D — End(R?) sima
leképezést.
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Azt szokas mondani, hogy az els6¢ fémennyiségek hatarozzéak meg a feliilet belso
geometriajat, mivel ezekkel lehet kifejezni két egyazon pontban vett érintévektor skalaris
szorzatat és hajlasszogét. Ezt a tényt az aldbbiakban részleteiben is kifejtjiik.

Az r paraméterezés alkalmazdsa esetén a p = r(aj,az) pontbeli T,M érintétér
természetes bazisat a 0ir(a), Osr(a) vektorok képezik. Vildgos, hogy ezen bazisra nézve
az I, els6 alapformat éppen a G(a) matrix irja le.

Vegyitk av =37 v;-0ir(a) és w = 25:1 w; - 0;r(a) érintévektorokat az M feliilet
p = r(a) pontjaban. Ezek skaldris szorzatat a

(viw) =30, 20 gi(@) - vi - w;

kifejezés adja meg. Amennyiben v és w kiilonboznek 0-tol, a két érintovektor ¢} haj-
lasszogére teljesiil a

Z?:1 25:1 gij(a) v w;
1

(E?:l 25:1 gij(a) v; Uj) : (2?:1 Z?:l gij(a) w; wj)

cost =

N

Osszefiiggés.
Tekintsiink egy v = roo: I — R? felilleti gorbét az M-en. Az (5.2) egyenlet
kovetkeztében a t € I helyen vett sebességvektor norméjara fennall

Iy (O = 320 251 gu(a (1) ai(t) o) (t).

Ebbél és a 2.7. Tételbél kovetkezik, hogy egy ~|[a,b] (a,b € I, a < b) gorbedarab
ivhosszéra igaz az

il b)) = /00 S0 g (e (1) i) o)1) dt (5.5)

Osszefiiggés.

A feliilet izometriaval nyert képe

Legyen adott az M elemi feliilet az r: D — R3 paraméteres el6allitassal.

Tekintsiink az R3 euklideszi térben egy olyan ¥: R3 — R? izometridt, amely az
(1.2) egyenlet ir le. Vegyiik az t = W o r leképezést. Vildgos, hogy az t: D — R3
fiiggvény egy olyan differencialhaté leképezés, amely az M= V(M) elemi feliiletnek az
egyik paraméteres el6éllitdasa. A O, = o dir (i = 1, 2) Osszefliggés kovetkeztében
tetszéleges u € D esetén a linedris érintéterekre fennall Tf(u)M = O(TywyM). Mivel a
linearis leképezés megdrzi a skalaris szorzatot, az r, r paraméterezésekhez tartozo elsd
fémennyiségek megegyeznek, vagyis igaz g;; = ¢;; (4, j = 1, 2).

Amennyiben a ¥ egybevagdsag iranyitastartd, akkor az r és r paraméterezésekhez
tartozé normalis egységvektormezSkre teljesil N = ® o N. Ha U egy irdnyitdsvalté
izometria, akkor fennall N=-®oN.
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Az atparaméterezésnél fellépo els6 féomennyiségek

Az M elemi feliiletet leiré r: D — R3 vektorfiiggvénynek vegyiik az 5.6. Definiciéban
lefrt T =ro¢ atparaméterezését a ¢ : V — R? reguldris fiiggvénnyel.

Az (5.1) Gsszefiiggés szerint barmely (v, v2) € V esetén a Ty(p(vy )M linedris érinté-
térben a O1r(@(v1,vs)), Oor(e(vi,v2)) bézisrdl a 01T (vy, va), Oof(v1,vs) bézisra torténd
attérést (mds széval a bézistranszformaciot) a Je(vy,v2) Jacobi-matrix irja le. A
parcialis derivaltak vektorialis szorzatara kozvetlen szamolassal azt kapjuk, hogy teljesiil

T (v1,v2) X OaF(v1,v2) = det Jp(vy, v2) (Or1r(p(v1,v2)) X Dor(p(v1,12))) -

Ez alapjan a kovetkezd megallapitasokat tehetjiik. Ha a ¢ dltali dtparaméterezés irdnyités-
tartd, akkor a normélis egységvektormezdkre igaz N = Nog. Amennyiben az dtparaméte-
rezés irdnyitasvalto, akkor az N = —IN o ¢ Osszefiiggés teljesiil.

Ugyancsak egyszertien addodik az (5.1) egyenletekbdl, hogy az M feliilet T paramétere-
zéséhez tartozo g;; : V. — R (i, j =1, 2) els6 f6mennyiségekre fennall
Gij(v1,v2) = (0iT(v1,v9), 0;T(v1,v2) )
= > i1 S G (v1,v2)) - ipr(v, va) - jpr(vy, vs)

bérmely (vq,v9) € V-re. Kvadratikus métrixokat alkalmazva a fenti 6sszefiiggést a

G(v1,v2) = (Jg(v1, 1)) - G(p(v1,v2)) - Tp(v1, v2) (5.6)
egyenlettel irhatjuk fel.

5.4. A kompakt feliiletdarab felszine

Legyen adva az M elemi feliilet az r : D — R? paraméteres el6allitdssal. A tovabbiakban
alkalmazni fogjuk az el6z6 alfejezetben bevezetett fogalmakat és jeloléseket. A felszin
fogalméanak definidlasa el6tt még igazoljuk az alabbi kijelentést, amely arra mutat ra,
hogy a G matrix determinansa minden pontban pozitiv.

5.19. Allitas Tetszdleges (u1,us) € D helyen teljestil
det G(uy, uz) = ||0rr(uy, uz) x Oor(uy, us)||*. (5.7)

Bizonyitds. Jelolje a(uy, ug) a Oyr(uy, ug) és Oor(uy, uz) vektorok szogét. Egyszert szamo-
lassal ad6dik, hogy barmely D-beli u = (uq, us) pontban fenndll

det G(u) = g11(u) - go2(w) — gr2(W)* = [|Oix(W)[|* - [Dor(w)[|* — (Oir(w), or(u))®
= [|0ir(w)||* - [|0r (w)||* — (|0 (w)[[* - [|ar (w)[|* - cos” a(w)
=[O (w)[[* - |Oar(u)[|* - sin® a(u) = [|O1r(w) x der(u)|*,

ami igazolja az allitasunkat. O]
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Emlékezziink ra, hogy zart tartomanyon egy olyan sikbeli alakzatot értiink, amely
eléall egy Osszefiiggd nyilt halmaz lezarasaként. Amennyiben a zart tartomany Jordan-
mérheto, akkor a korlatossagbol adédéan kompakt.

5.20. Definicié Legyen B egy olyan Jordan-mérheté zdrt tartomdny R2-ben, amely
részhalmaza a D paramétertartomdnynak. Az r(B) kompakt feliletdarab felszinén az

F(r(B))://B\/detG(ul,uQ) duy dugy (5.8)

pozitiv szamot értyik.

Korabban méar utaltunk ra, egy feliillet barmely geometriai jellemzojétol elvarjuk,
hogy az ne fiiggjon az alkalmazott paraméteres el6allitastol. A felszin vonatkozasaban a
kovetkezd kijelentés egy megnyugtatd véalaszt ad erre a felvetésre.

© (B

5.5. dbra. Az M feliiletet leird r leképezés atparaméterezése.

5.21. Allitas A feliiletdarab felszine nem fiigg a felilet paraméterezésének megudlasztd-
satol.

Bizonyitds. Tekintsiitk az M elemi feliiletet leiré r vektorfiiggvénynek egy ¥ = r o ¢
atparaméterezését a ¢ reguldris leképezéssel. (Lasd az 5.5. dbrdt.) Ekkor az (5.6)

97



Osszefiiggésben szerepl6 2 x 2-es matrixok determinédnsaival teljesiil a
det G(vy,v2) = det G(p(vy,v3)) - (det Jp(vy, vg))2
osszefiiggés. Az (5.8) egyenlettel megadott integral meghatdrozasanal hajtsunk végre

integraltranszformaciét a ¢ fliggvénnyel. A fenti 6sszefiiggés alkalmazasaval azt nyerjiik,
hogy fennall

//\/detG Uy, Us) duy dug = // \/detG (p(v1,v9)) - |det Jp(vy, v9)| dvy dvg

// detG (v1,v9) dvy dv,y .

Ezzel az allitasunk igazolast nyert. O]

Az (5.7) osszefiiggés kovetkeztében igaz az alabbi kijelentés is.

5.22. Kovetkezmény Az r(B) kompakt feliletdarab felszinére teljesiil

F(x(B)) = / /B 190 (s, 13) X Do (uun, )| dua dus

A felszin értelmezésének geometriai hattere

Tekintsiik most azt a speciélis esetet, amikor a D-beli B tartoményra valamely ay, by (k =
1, 2) valés szdmokkal fenndll B = [ay, b1] X [ag, by], vagyis, amikor B egy zart téglalap
R2-ben. Vegyiik az intervallumok P, = {a; = uy < u1 < ... < Up_1 < Up = b1 }
és Py = {as = v9 < v1 < ... < Up_y < v, = by} felosztédsait. Ezen felosztasokndl
alkalmazzuk a Au; = w41 — u; és Av; = vy — v; jeloléseket. A fenti eredmények
kovetkeztében a felszint meghatarozo (5.8) integralnak a

,_A

m—1 n—

|O1r(u;, vj) X Oor(uy, v5)]| - Aw; - Av,

I
o

=0 j
Osszeg az egyik integralkozelito osszege. Vegyiik észre, hogy ennek barmely tagja annak
a feliiletet érint6 kis parallelogramménak a teriiletével egyenld, amelyet a Aw; - 0ir(u;, v;)
és Av; - Oor(u;, vj) érintévektorok feszitenek ki. (Lésd az 5.6 abrat.)
Pongyolan fogalmazva szokas azt is mondani, hogy a felosztasoknak megfelel$ paramé-
tervonalak az r(B) feliiletdarabot vonalnégyszogekre osztjak fel, és ezeket a vonalnégy-
szogeket kozelitik az 6ket érinto paralellogrammak.

Specialis kompakt feliilet felszine
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R2

5.6. dbra. Az r(B) feliiletdarab kozelitése érinté parallelogrammékkal.

A felszin fogalmat ki lehet terjeszteni kompakt, osszefiiggé sima feliiletekre is az alabbi
esetben.

Legyen M egy olyan kompakt, dsszefiiggd feliilet R3-ban, hogy ahhoz megadhaté egy
R2-beli D Jordan-mérhetd zart tartomanyon értelmezett olyan r : D — R3 differencidlhaté
leképezés, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek:

(1) Az r vektorfiiggvény értékkészlete megegyezik az M feliilettel, azaz fenndll r(D) =
M.

(2) Amennyiben az r-t lesziikitjiik a D zart tartomany U belsejére, akkor az r|U vektor-
fiiggvény egy sima elemi feliiletnek a paraméterezése.

Koénnyen beldthaté, hogy az r(U) elemi feliilet R3-beli lezardsa az M kompakt feliiletet
adja. Tekintsitk D-n a g;; = (0;r,0;r) kifejezéssel megadott ¢;; : D — R (i, j =1, 2)
folytonos fiiggvényeket, tovabba az dltaluk meghatdrozott G: D — End(R?) leképezést.
Az (5.7) Osszefiiggésbol adédik, hogy det G(uy,us) > 0 teljesiil barmely (ui,uy) € D
esetén. Az alabbi definiciéban szereplé mértékrdl is igazolhatd, hogy az fiiggetlen a
feliiletet leiré vektorfiiggvénytdl.

5.23. Definicié Az M kompakt feliilet felszinén az F(M) = [ [, \/det G(uy, uz) duy duy
pozitiv szamot értyik.
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5.7. Példa. Tekintsiik az R*-beli D = [-Z, 7] X [—, 7] tartomdnyon azt azr : D — R?

differencialhato vektorfiiggvényt, amelyre fennall
r(uy,Us) = @ COSUj COS U €] + a cosuy sinug € + a sinuy e

egy a > 0 szammal. Vilagos, hogy az S = r(D) alakzat megegyezik a 0 centrumu és a
sugari gombfeliilettel, tovabba az r leképezés eleget tesz a fenti feltételeknek. Ekkor a

Oir(ug, ug) = —a sinu(cos us € + sinug €) + a cos u; e,

Oor(uy,us) = a cosuy(— sinuy e; + cosus es)

egyenletek kovetkeztében barmely (uy,us) € D helyen igaz

g11(u1, uz) = a?, g12(u1,uz) =0, go2(ur, uz) = a® cos® uy,

tehat teljesiil /det G(uy,uy) = a® cosu;. Az 5.23. Definicié alapjan az a sugart
S szféra felszinére a vart F(S) = 4wa® értéket kapjuk. Célszerfi még megjegyezni,

hogy amennyiben u; € (—Z,Z) és uy € (—m, ), akkor a normélis egységvektorra az

R

1
N(ug,ug) = . r(uy, us) Osszefiiggés adddik.

5.5. Sima leképezések feliiletek kozott

A sima leképezés és annak érint6leképezései

Ebben az alfejezetben elemi feliiletek kozotti leképezéseket targyalunk. Eldszor azt kell
tisztaznunk, hogy egy ilyen leképezést mikor neveziink simanak.

5.24. Definicié Legyenek adva R®-ban az M, M elemi feliiletek és eqy p : M — M
leképezés. Tekintsiik ezen feliiletek eqy-eqy v : D — R3 és 1 : D — R3 paraméterezését,
tovdbbd a nekik megfeleld p - M — D C R?, p: M — D c R? koordindtdzdsokat. A
feliiletek kozotti p leképezést simdnak mondjuk, ha a o = popor, ¢ : D C R?> — R?
leképezés C°-osztalyi.

Megjegyzés Az 5.12. Tételt alkalmazva belathato, hogy a p : M — M leképezés
simasaga nem fiigg az M, M elemi feliiletek r, r paraméterezéseinek a megvalasztasatol.

A tovabbiakban rogzitett r, r paraméteres eléallitasokat fogunk alkalmazni a p sima
leképezés vizsgalatahoz.

A ¢ = p o por differencidlhatéd fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy a feliiletek r és r
paraméterezéseire nézve ez a leképezés irja le p-t. Vildgos, hogy a ¢ : D C R? — R?
fiiggvény meghatarozza a p leképezést, mivel fennall pu = rowop. Az eddigi jelolésiinket
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kovetve legyenek ¢ és o a D tartomanyon vett ¢ leképezés koordinata-fiiggvényei. Ily
moédon teljesiil @ (uy, ug) = (p1(u1, us), p2(uy, uz)) barmely (uy, us) € D esetén.

Tekintsiink egy v : I — R? gorbét az M feliileten. Legyen o : I — R? az a C'™-
osztalyu leképezés D-ben, amellyel fennédll v = r o . Ennek a o = p o v kifejezéssel
is lefrhato gorbének a koordinata-fiiggvényei legyenek oy, oo : I — R. Vegyiik az
M elemi feliileten a o~y = 1o oo felileti gorbét, melyet a ~ gérbe p szerinti
képének mondunk. Jeloljiink ki egy ¢ty € I helyet. Az (5.2) egyenletnek megfeleléen a
~y-nak a to-beli sebességvektorara fenndll v/(ty) = .7, al(to) - dir(a(ty)). Amennyiben
alkalmazzuk az 6sszetett fliggvény derivalasara vonatkozo lancszabalyt, akkor a képgorbe
sebességvektorara a

2 2
(mov)(t) =Y Oipilo(t)) - oj(to) - dit(p(o(tn))) (5.9)
i=1 j=1
osszefiiggést kapjuk. Eszerint a (p o 7y)'(to) derivélt vektor kifejezhetd a o7 (o), ob(to)
értékekbdl. Ennek ismeretében be lehet vezetni a kovetkezo fogalmat.

5.25. Definicié Legyen adott eqy w érintovektor az M feliletnek valamely p pontjaban.
Vegyiik az M -nek egy olyan  felileti gorbéjét, amelyre egy to € I helyen igaz y(ty) = p
és v'(ty) = w. A w € T,M wvektorhoz rendeljik hozzd az M feliilet p(p) pontjdban
a (o) (ty) vektort és alkalmazzuk a (p o ) (to) = Top(W) a jelolést. Ily modon
eqy Top @ ToM — Tu(p)M leképezést nyerink, melyet a p sima leképezés p pontbeli
érintéleképezésének mondunk.

Tekintsiik egy w = Y7, w; - dir(a) érintévektort a p = r(a) pontban. Az (5.9)
Osszefiiggés alapjan konnyen belathatd, hogy a Tou(w) vektor nem fiigg a ~ feliileti
gorbe megvalasztasatol és fennall

2 2

Ton(w) = > Oipila) - w; - dit(p(a)). (5.10)

i=1 j=1
Az (5.10) egyenletbdl mér kovetkezik, hogy a Tpp érintSleképezés linedris, tovdbbé az
érintéterek természetes bézisaira nézve a Tpp linedris leképezést a Jyp(a) Jacobi-matrix
irja le.

5.26. Definicio A u : M — M sima leképezést reguldrisnak mondjuk, ha a Tpop
érintdleképezés rangjdra fenndall rkTop = 2 barmely p € M pont esetén.

Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a p leképezés pontosan akkor reguléris, ha a neki
megfeleld C™®-osztdlyl ¢ : D C R? — R? fiiggvény reguldris.

Izometrikus leképezés két feliilet kozott

A tovabbiak sordn is feltessziik, hogy adva vannak az M, M elemi felilletek az r, #
paraméterezésekkel.
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7 R?

5.7. abra. A feliiletek kozotti u : M — M sima leképezés érintéleképezése.

5.27. Definicié FEgy p : M — M sima leképezést izometrikusnak neveziink, ha barmely
p € M pontban wvett tetszbleges v, w érintévektorokra fenndll (Top(v), Top(w)) =
(v,w).

A p sima leképezést izometrianak mondjuk az M és M feliiletek kozott, ha p izometrikus
és bijektiv.

Megjegyzés Legyen a u : M — M leképezés izometrikus. Vilagos, hogy ekkor p
reguldris. Emellett barmely a € D pontnak van olyan U nyilt és 0sszefiiggd kornyezete,
hogy a p-nek az r(U) felilletdarabra vett lesziikitése mar egy bijekciot ad az r(U) és
p(r(U)) elemi feliiletek kozott.

Emlékezziink 14, hogy jegyzetiinkben egy = : [a,b] — R3 sima gorbének az {vhosszét
() jeloli. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy a p leképezés pontosan akkor izometrikus,
ha megorzi a feliileti gorbék ivhosszat.

5.28. Tétel A u: M — M sima leképezés 1zometrikus akkor és csak akkor, ha barmely
~ :la,b] — M C R3 feliileti gérbe esetén a p o~y képgdrbe ivhosszira fenndll
Hpovy) =1(v).

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy a p sima leképezés megérzi az M feliileten vett gorbék
ivhosszat. A 2.7. Tétel szerint ez azt jelenti, hogy tetszdleges -y feliileti gorbére igaz
f; 17/ (t)] dt = f; |(e o ¥)'(t)]| dt. Vegyiik észre, hogy ekkor barmely ¢ € I helyen
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teljesiil ||[v' (1) = [( o) )| = [ Tyewm(¥'(t))]|. Ennek kévetkeztében tetszoleges
w € T, M érintévektorra fenndll ||T,pu(w)|| = ||w||. Innen viszont mar kovetkezik, hogy
a p érintoleképezései megdrzik a skaldris szorzatot, vagyis p egy izometrikus leképezés.

A tétel masik iranyban torténé igazolasa trividlis. n

Tekintsiink most egy olyan p : M — M sima regularis leképezést, amely bijektiv.
Egy sziikséges és elégséges feltételt fogunk adni arra vonatkozdan, hogy p izometria
legyen.

Célszerti ez esetben kihasznalni azt, hogy a ¢ = p o pu or leképezés eleget tesz a
paramétertranszforméacios fliiggvényre vonatkozé feltételeknek. Ily médon most vehetjiik
az T vektorfiiggvénynek az r = 1 o (p atparaméterezését. Amennyiben a feliiletek r és r
paraméteres eloallitasait vessziik, akkor a p altal egymaéshoz rendelt pontok koordinatai
megegyeznek, azaz teljesiil p o r(uy, us) = r(uy, us) barmely (ui,us) € D pontban.

5.29. Tétel Legyen a p : M — M sima leképezés requldris €s bijektiv. A p leképezés
1zometria a két felilet kozott akkor é€s csak akkor, ha azr ésT = t o paraméterezésekhez
tartozo elsd fomennyiségek azonosak, azaz fenndll g;; = g;; (i, j =1, 2).

Bizonyitds. Vilagos, hogy a p sima bijekcié akkor ad izometriat, ha tetszéleges u € D
esetén a Ty M érinttér természetes bazisvektoraira teljesiilnek az

(Ox(u), djr(u) ) = (Trm(dir(w)), Tew p(O5r(u)))

(7, 7 =1, 2) egyenl6ségek.
Azr=por t')sszefﬁggés kovetkeztében az érintoleképezésre most fennall
p(0ir(u)) = 9;f(u). Ily médon a p leképezés pontosan akkor izometrikus, ha igazak
a gij(u) = gij(u) (z Jj =1, 2) egyenléségek barmely u € D pontban. O

A fenti tételbol mar adodik a kovetkezo kijelentés.

5.30. Kovetkezmény Legyen a p : M — M leképezés izometria az M és M elemi
feliiletek kozott. Ekkor g megdrzi a kompakt feliiletdarabok felszinét.

Megjegyzés Elemi feliiletek kozotti izometridkra majd a 6.6. alfejezetben adunk példakat.

Az elemi feliilet Gauss-leképezése

Tekintsiik a 0 centrumii és 1 sugarti S? = {ueR3 | |ul| = 1} gombfeliiletet, amellyel
mér foglalkoztunk az 5.5. Péddban. Mint ismeretes, az S? szféra egy olyan 6sszefiiggd
sima feliilet, amely kompakt. Az R3-beli koordindtasikok az S? szférat 6 félgémbre
osztjak fel, és ezen félgombok unidja kiadja a teljes szférat. A félgombok mar elemi
feliiletek és eléallithatéak a D = { (u,v) € R? | u2 4+ 0?2 < 1} nyilt korlemezen vett hy és
hy fiiggvények grafjaként, melyekre fenndll h;(u,v) = (—=1)* /1 —u?2 — 0% (i =1, 2).
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5.31. Definicié Legyen adott eqy M elemi feliilet az v : D — R? paraméterezéssel. Azt
ap: M — 5% leképezést, melyet a p(r(uy,us)) = N(uy,us) egyenlet ir le tetszéleges
(u1,u9) € D mellett, az M felilet Gauss-leképezésének mondjuk.

Megjegyzés Amennyiben az r eldallitasnak vessziik egy irdnyitasvalté atparamétere-
zését, akkor a Gauss-leképezés a (—1)-szeresére valtozik.

Tekintsiink egy tetszéleges (a1, as) € D pontot, melynek a p = r(ay, aq) feliileti pont
felel meg. Ennek van olyan U nyilt Osszefiiggd kornyezete D-ben, hogy az N(U) alakzat
rajta van a koordinatasikok altal meghatarozott félgombok egyikén. Vélasszuk ki az egyik
ilyen félgombot, melyet jeloljon most Q. Vilagos, hogy ekkor a p|r(U) : r(U) C M — Q
leszilikitett leképezés sima.

Vegyiik a p = r(ay,as) pontot. Az 5.5. Példa sordn beldttuk, hogy az S? szféra
p(p) pontbeli linedris érintétere is merdleges az N(ag, as) = p(p) vektorra, tehét fenndll
ToM = u(p)SZ. Ennek kovetkeztében a pu : M — S? Gauss-leképezésnek a p-beli
Top érintdleképezése egy olyan linedris leképezést ad, amely énmagaba képezi a T, M
érintoteret. A kovetkezo fejezetben majd latni fogjuk, hogy ez a tény felhasznédlhaté a
feliilet gorbiileti jellemzéséhez.

5.6. Feladatok

5.1. Feladat Tekintsiik az R3 térben az 22 +y*+ (2 —1)*> =1 egyenlettel leirt 1 sugari
gombfeliletet. Amennyiben ebbdl elhagyjuk az n = (0,0,2) pontot, akkor az M elemi
feliilethez jutunk. Az n pontot vetitési kézéppontnak haszndlva centralisan vetitsik le az
M-ta z=0 egyenleti sikra. Hatdrozzuk meg az M-nek azt azr : R? — R® paraméteres
eloallitasdt, amelyet a fent leirt sztereografikus projekcioval nyeriink.

5.2. Feladat Az R? térben vegyiik azt az eqyenest, amely a v(t) = e; +te; + 2t es,
t € R egyenlettel megadott ~v gorbének a pdlydja. Forgasssuk meqg ezt az egyenest a z
koordindta-tengely koril. Bizonyitsuk be, hogy a kapott feliilet eqy eqykdpenyii hiperboloid.

5.3. Feladat Tekintsik az R*-beli D = (0,27) x R tartomdnyon azt azr : D — R3
vektorfigguényt, melyet az r(u,v) = 2 sinue; + sin(2u) ey + ves dsszefiggés hatdroz
meg. Mutassuk meg, hogy bdr az r vektorfigguény requldris és injektiv, az r(D) alakzat
nem ad sima elemi feliiletet.

5.4. Feladat Az R2-beli D = (0,00) x (—00,0) tartomdnyon tekintsik azt azr : D — R3
vektorfiigguényt, amelyre fenndll r(u,v) = (u? — v)e; + (v? — u) ey + uves bdrmely
(u,v) € D esetén. Az r dltal leirt sima felilet p = (2,0, —1) pontjiban hatdrozzuk meg
az érintosik egyenletét.
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5.5. Feladat Legyenek a és b olyan pozitiv valds szamok, hogy a > b. Tekintsiik az

r(u,v) = (a+ b cosu)(sinve; + cosvey) + b sinues dsszefiiggéssel meghatdrozott

r: [0,27] %[0, 27] — R3 wektorfiigguényt. Az M = r([0, 27| x [0, 27]) alakzatot téruszfeliilet-
nek (réviden csak torusznak) nevezzik. Mutassuk meg, hogy a torusz egqy sima feliilet,

tovdbba irjuk le a toruszt eqy implicit egyenlettel.

5.6. Feladat Mutassuk meg, hogy a 2° — xy®> = 4 eqyenlet eqy sima feliiletet ir le az
R3 euklideszi térben. Hatdrozzuk meg a felilet p = (1,2,p3) pontbeli érintbsikjinak az
eqyenletét.

5.7. Feladat Az R® euklideszi térben vegyiik az In(x?+y*—1)+z2—yz = 6 egyenlettel
leirt sima feliiletet. Hatdrozzuk meg a felilet p = (1,—1,3) pontban vett érintdsikjanak
az eqyenletét.

5.8. Feladat Adva van R3-ban eqy M elemi feliilet és annak eqy p pontja. Tegyiik fel,
hogy van egy olyan p-t tartalmazo S sik, amelynek nincs tobb kozos pontja az M-mel.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor S éppen az M feliilet p-beli érintdsikja.

5.9. Feladat Igazoljuk, hogy a z = a*x*> —b*y*> (a # 0, b # 0) egyenlettel leirt
hiperbolikus paraboloid tetszoleges érintosikja a feliletbol két eqyenest metsz ki.

5.10. Feladat Legyen M egy olyan Osszefiiggd sima feliilet R3-ban, amelynek bdrmely
normdlis egyenese metszi a tér eqy rogzitett t eqyenesét. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az
M feliilet barmely pontjdnak van olyan nyilt kérnyezete, hogy annak M -mel vett metszete
valamely forgasfeliiletnek egy darabja.

5.11. Feladat Tekintsiik azt az R*-beli D = R x (0,00) tartomdnyon értelmezett
2

u
r : D — R? vektorfiiggvényt, amelyet az r(u,v) = ue; +vey + 2—83 egyenlet ir le.
v

Igazoljuk, hogy az M = r(D) elemi feliilet rajta van eqy mdsodrendi felileten. Hatdrozzuk
meg annak az v(B) kompakt feliletdarabnak a felszinét, ahol B = [0,1] x [1,2].

5.12. Feladat Tekintsiik azt a sima feliletet R3-ban, amelyet az

r(u,v) = (cosu — v sinu) ey + (sinu+ v cosu) es + (u+v) eg  kifejezéssel meghatdrozott
r : R x (0,00) — R3 wvektorfiiggvény ir le. Hatdrozzuk meg a B = [0,2n] x [1,3]
tartomdnynak megfeleld kompakt feliletdarab felszinét.

5.13. Feladat Hatdrozzuk meg az R3-beli z = xy egyenlettel leirt nyeregfeliilet (mds
néven hiperbolikus paraboloid) azon darabjinak felszinét, amely az 2* + y*> —4 = 0
egyenletii hengerfeliilet belsejébe esik.

5.14. Feladat Tekintsiik R3-ban az x*> +y*> + 22 —a®> = 0, z > 0 Jsszefiigésekkel
leirt félgombnek az 2% — ax + y*> = 0 egyenletii hengerfeliilet belsejébe esé darabjdt.
Hatdrozzuk meg ezen feliletdarab (az in. Viviani-féle levél) felszinét.
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5.15. Feladat Vegyiik azr : [0,27] x (—=1,1) C R? — R3 vektorfiigguényt, melyet az
r(u,v) = cosu (24 v sin(u/2)) e; +sinu (2 + v sin(u/2)) ex + v cos(u/2) es egyenlet ir le
tetszdleges u € (0,27 ésv € (—1,1) esetén. Igazoljuk, hogy az M = r([0,27] x (—1,1))
alakzat eqy olyan dsszefliggd sima felilet, amelyen nem adhato meg folytonos normdlis
egységuektormezd. (Ezt az M sima feliletet nevezik Mébius-szalagnak.)
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6. fejezet

Az elemi feliiletek gorbiileti
jellemzése

6.1. A feliileti gorbék gorbiilete

A normalgorbiilet értelmezése

A feliiletek gorbiileti jellemzése soran alkalmazni fogjuk az el6z6 fejezetben bevezetett
fogalmakat és jeloléseket.

Legyen adott az M C R? sima elemi feliilet, melyet a D C R? nyilt tartoméanyon
értelmezett r : D — R? vektorfiiggvény ir le. Jeloljiikk ki a D paramétertartomany egy
a = (a1,a2) pontjat. A p = r(a) felilleti pontban vegyiink egy w € T,M (w # 0)
érintévektort. Tekintsiik azt a p ponton athaladé S sikot, amelyet a w, N(a) vektorok
feszitenek ki, ahol N(a) az r paraméterezésnek megfelel6 normadlis egységvektor az a
helyen. Az S sikot az M feliilet egyik normalsikjanak mondjuk a p pontban.

Az M feliilet p pontbeli gorbiileti jellemzéséhez a normalsikok altal kimetszett gérbe-
iveket fogjuk alkalmazni. Ily médon a gorbiileti vizsgalatok elott igazolnunk kell az alabbi
kijelentést.

6.1. Allitas A p pontnak van olyan K nyilt kérnyezete R3-ban, amelynél a
G=KNSNM alakzat eqy egyszerii gorbeiv.

Bizonyitds. Vezessiik be a by = = w, by = N(a) jelolést. Tekintsiik azt az (1.2)

egyenlettel leirt ¥ : R3 — R3 irér!yllltéstarté izometridt, amelyre fennéllnak a ¥(p) =
0, ®(by) = e és O(by) = e, egyenldségek. Lathatd, hogy ezen feltételek egyértelmiien
meghatarozzak a ¥ egybevagosagi transzformaciot. Az pedig nyilvanvald, hogy az S sik
U(S) képe megegyezik az x3 = 0 egyenletii koordindtasikkal.

Vegyitk az # = Wor : D — R3 leképezést és az dltala paraméterezett M = r(D)
elemi feliiletet. Vilagos, hogy ennek az a € D pontbeli normalis egységvektorara fenndll
N(a) = es.
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Alkalmazzuk az 5.8. Allitds bizonyitasdban alkalmazott eljardst. Eszerint van R2-
ben olyan ¢ sugart, (0,0) centrumt B nyilt korlemez és azon olyan ¢ : B — R? injektiv
leképezés, amely reguldris és tetszéleges (v, v2) € B esetén teljesiil az

ro (v, V) = vy e; + h(vy,ve) € + vg €3

Osszefiiggés valamely h : B — R fiiggvénnyel. Mivel az M feliilet elemi, a B nyilt
korlemez e sugardnak megvalasztdsdval elérhet6 az is, hogy az T o (B) feliiletdarabra
fenndlljon az o p(B) = KnM Osszefiiggés, ahol K a 0 € R3 pont egy megfelel6 nyilt
kornyezete.

Konnyt belatni, hogy a h fuggvény grafjaként nyert r o ¢(B) feliiletdarabnak a W(S)
sikkal vett metszete megegyezik a

A(t) =tey + h(t,0)eq

egyenldséggel értelmezett v : (—¢,e) — R? egyszerii sikgorbe palydjaval. Mivel az
M = r(D) felillet 0-beli érintésikja az xs = 0 egyenletii sik, a h fliggvényre most igaz
01h(0,0) = 0 és ok (0,0) = 0. Ebbél viszont adédik, hogy teljesiil 4'(0) = e;.
Tekintsiik most a ¥ izometria W' inverzét és p-nek a K = U~1(K) kérnyezetét. A
fentiek alapjan azt nyerjiik, hogy a G = K NS N M alakzat azonos a v = ¥~! o4 gorbe

palydjaval, tehat G egy egyszeri gorbeiv. m

Megjegyzés A fenti bizonyitdsban megkonstrudlt « : (—¢,¢) — R? sikgdrbére nyilvan

fennall v(t) =r o (t,0) é ~'(0) = Zrw.

Cwll

A G gorbeivet az M feliilet w érintoiranyhoz tartozé normalmetszet ivének nevezziik.

A 6.1. Allitds ismeretében mar be tudjuk vezetni a feliilet normalmetszet gorbéjének
a fogalmat. (Lasd a 6.1. 4brat.)

6.2. Definicié Az M = r(D) elemi felilet p = r(ay,as) pontjdban legyen adva egy
w € T,M (w # 0) érintévektor. A D paramétertartomdnyban tekintsink egy olyan
o: I — D egyszeri reqularis gorbét, amelyre a 0 € I helyen fenndll o(0) = a és
(roa)(0) =w, tovibbd a v = r o o girbe pdalydja megegyezik eqy a w érintdiranyhoz
tartozo normdlmetszet tvvel. A v = roo leképezést az M feliilet p pontbeli, w érintévek-
tord normdlmetszet gorbéjének mondjuk.

Tekintsiik a fenti definiciéban szerepld v normalmetszet gorbét. A « palyajat tartalmazo
2-dimenziés S siknak vegyitk a b; = ”TIHW, b, = N(a) ortonormalt vektorok altal
meghatarozott iranyitasat. Célszerli itt még megjegyezni, hogy az irdnyitott S sikot
azonositani lehet R2-vel oly médon, hogy a sik tetszéleges p + x by + y by pontjahoz az
(z,y) € R? szdmpdrt rendeljiik.
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6.1. dbra. A w érintévektorhoz tartozé normalmetszet gorbe a feliilet p pontjaban.

A~: 1 — S C R? leképezés egy regularis gorbe a 2-dimenziés S sikban, amelyhez
iranyitast is rendeltiink. A ~ sikgorbe kiséré Frenet-bazisat képezo vektormezdk legyenek
Bi: I — R3 és By: I — R3. Eszerint B jeloli az érinté egységvektormezét és By a ~
sikgérbe normalis egységvektormez6jét. Vilagos, hogy a 0 helyen vett Frenet-vektorokra
fenndll B,(0) = Twll ” w és By(0) = N(a).

A 3.2. Definici6 alapjan értelmezni lehet a ~ sikgorbe el6jeles gorbiiletét a t = 0
helyen. Ennek kiszamitasahoz sziikségiink van az r vektorfiiggvény masodrendii parcialis
derivéltjaira. A tovabbiakban az r leképezés i-edik és j-edik valtozdk szerinti masodrendii
parcidlis derivaltjat a 0;;r (¢, j = 1, 2) szimb6lum fogja jel6lni. Ez alapjan tehat fennall
am'r = 8j (811')

Az (5.2) osszefiiggést alkalmazva v méasodik derivéltjara a

7'(t) = Z oi (1) - 0 )+ ait) oj(t) - dyr(a(t)) (6.1)

=1 j5=1

klfeJezest kapjuk, amelyben oy és 05 a o gorbe koordinata-fiiggvényei.

[rjuk most fel a v/(0) = w vektort az r parcidlis derivaltjaival a w = 37 w; - d;r(a)
forméban. Vildgos, hogy igaz w; = 0,(0) (i = 1, 2). A - sikgérbének a 0 helyen vett
el6jeles gorbiiletét szamitsuk ki a (3.2) egyenlet alapjan. Ily médon azt kapjuk, hogy
fennall a

(7"(0), Ba(0)) _ Doii 2o {0ir(a), N(@)) - w; - wy
7/ (0)]2 [wl?
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Osszefiiggés. Ez indokolja az alabbi fogalom bevezetését.

6.3. Definicié Az r wvektorfiggvény dltal leirt M elemi felilet p = r(a) pontjdban

tekintsiink eqy w (w # 0) érintdvektort, amelyre teljesil w = Z?Zl w; - Oir(a). A

_ Y Y (0r(a), N(a) ) - w; - w

[[wif?

kp (W)

szamot a feliilet w érintéirdnyhoz tartozo normdalgorbiiletének mondjuk a p pontban.

(6.3)

Megjegyzés Az (6.2) és (6.3) osszefiiggésekbdl adédéan a norméalgorbiilet megegyezik
a megfelel6 normélmetszet iv eléjeles gorbiiletével. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy az r
vektorfiiggvény iranyitastarto atparaméterezése nem valtoztatja meg a normalgorbiilet
értékét. Amennyiben iranyitasvalté atparaméterezést hajtunk végre, akkor a normalgor-
biilet értéke a (—1)-szeresére véltozik.

Megjegyzés Vegyiik az M elemi feliilet p-beli érintésikjat, amely két féltérre osztja az
R? teret. Tekintsiink egy w € T, M érintdirdnyt és egy annak megfelel§ G normdlmetszet
ivet. Tegyiik fel, hogy fennall k,(w) # 0. Ekkor a 3.5. Allitas kovetkeztében G-nek van

olyan a p pontot tartalmazo szegmense, hogy annak pontjai p kivételével abba a nyilt
féltérbe esnek, amelyikbe a ky(w)N(a) vektor mutat.

A masodik fémennyiségek

A feliiletek gorbiileti jellemzésében fontos szerepet jatszanak majd az aldbbi fiiggvények,
melyek értelmezéséhez az r leképezés masodrendii parcidlis derivaltjait is felhasznaljuk.

6.4. Definicié Vegyiik azon b;; : D — R (i, j = 1, 2) differencidlhato figgvényeket,
melyeket a
bij(ur, u) = (05w (ur, uz), N(ur, uz) ) (6.4)

egyenlet ir le barmely (uy,us) € D esetén. Ezeket az M felillet v paraméterezéséhez
tartozo mdsodik fomennyiségeknek nevezzik.

Tetsz6leges u € D pontnél jelolje B(u) azt a 2 x 2-es négyzetes métrixot, amely i-
edik sordban a j-edik elem éppen b;;(u). Ily médon a mésodik fémennyiségek altal egy
B : D — End(R?) differencialhat6 leképezést nyeriink.

A feliilet p = r(a) (a€ D) pontjdban vegyiink egy w = 7, w;-d;r(a) érintévektort.
A w érintoiranyhoz tartozé normalgorbiiletet az elsé és masodik fémennyiségekbol a
2 2
_ Dim1 Zj:l bij(ar, az) - w; - w;
ey 2
>ict 23:1 gij(a1, az) - w; - w;

Fip(W) (6.5)

kifejezéssel lehet megadni.
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Meusnier tétele

Tekintsiink a D paramétertartoméanyban egy o: I — D regularis gorbét és az altala
meghatarozott v = r o o feliileti gorbét. Az alabbi eredményt Meusnier tételeként
tartjuk szamon.

6.5. Tétel Legyen v =r o o egy olyan reqularis feliileti gorbe, amelynél valamely toe I
helyen a ~'(to) irdnyid normalgorbiiletre k) (' (to)) # 0 teljesil. Ekkor ~y-nak a to-beli
gorbiiletére fenndll k(ty) >0 és

1 /
(F(to) N(o(tg))] Frm (¥ )

ahol F(ty) a ~ gorbe fénormdlis eqységquektora.

K(to) =

Bizonyitds. A (6.1) egyenlet szerint a v”(ty) és az N(o (o)) vektorok skaldris szorzatara
igaz

(7"(to), N(o(to))) = X1y 57—y (Dhye(o(t0)), N(er(to)) ) - ai(to) - o (to) -
Alkalmazva a (6.3) kifejezést azt nyerjiik, hogy fennall
(7"(t0), N(a(t0)) ) = katro) (Y (o)) - |17/ (t0) I

Mivel feltevésiink szerint a k-, (v (to)) normalgorbiilet nem 0, a fenti egyenloségbdl
adddik, hogy a v"(ty) vektor nem eleme a T M érinttérnek. Ennek kévetkeztében
' (to) és v"(to) linedrisan fiiggetlenek, tehat fenndll r(tp) > 0 a (2.4) egyenlet szerint.
[ly médon y-nak a tg helyen értelmezni lehet az F () fénormaélis egységvektorat. Vegyiik
észre azt, hogy mivel igaz v"(ty) ¢ Ty,) M, az F(ty) nem merdleges a feliilet N(o (to))
normadlis egységvektorara, vagyis ( F(ty), N(o(t9))) # 0.

Tekintsiik most a to helyen a (2.6) Osszefiiggést. Eszerint teljesiil

¥"(to) = ' (to) T(to) + v(to)® K(to) F(to) -
Ha a fenti egyenlet mindkét oldalat skalarisan szorozzuk az N(eo(ty)) vektorral, akkor a
(7"(t0), N(a(t0)) ) = [V (to)I* k(to) ( F(to), N(o (t0)) )
egyenlOséget nyerjiik. Lathato, hogy a fenti 6sszefiiggések kovetkeztében fennall
ky(to) (Y (o)) = K(to) (F(to), N(a (t0)) ) ,

ami mar igazolja a tételt. O]
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Megjegyzés A 6.5. Tétel alapjan mar belathatd, hogy igaz az aldbbi kijelentés, amely
mar konkrét geometriai tartalmat is hordoz.

1
Tekintsitk R3-ban azt az S gombfeliiletet, amelynek sugara R = T
X | Fry(t) (7' (F0))]
centruma pedig a ¢ = r(o(ty)) + —————< N(a(to)) pont. A ~ feliileti gorbének
k*y(to)(7 (tO))

a to-beli simuldsikja éaltal az S szférabodl kimetszett kér megegyezik ~-nak a ty helyen
vett simulokorével.

6.2. Az érintotéren vett Weingarten-leképezés

A feliileti vektormez6 iranymenti derivaltja

Ebben az alfejezetben is abbdl a feltevésbdl indulunk ki, hogy adva van egy M C R3
elemi feliilet, melyet a D C R? nyilt tartomdnyon értelmezett r : D — R3? vektorfiiggvény
ir le.

Legyen adott egy Y: D — R? differencidlhaté leképezés. Amennyiben tetszdleges
u € D esetén az Y(u) vektort gy tekintjiik, mint egy r(u) kezdSponti irdnyitott
szakaszt, akkor az Y fliggvényt az r paraméterezéssel megadott M feliilet egyik feliileti
vektormezdjének nevezziik.

A tovabbiakban az r paraméterezés 0ir, Oor parcidlis derivalt leképezéseit is feliileti
vektormezdknek tekintjiik. Mint ismeretes, ezek a feliilet tetszoleges pontjaban generaljak
a linedris érintoteret.

6.6. Definicié Az M = r(D) feliileten legyen adott egy Y : D — R? feliileti vektormezd,
tovdbbd egy p = r(a) pontban eqy w € T,M érintévektor. A D paramétertartomdnyban
vegytink egy olyan o : I — D C R? sima gorbét, hogy valamely to € I-re teljesiiljon
o(ty) =a és(roa)(ty) =w. Az (Yoo)(ty) derivalt vektort azY feliileti vektormezd
w szerinti irdnymenti deriwdltjanak mondjuk és erre a DyY jeldlést alkalmazzuk.

Megjegyzés A w = Z?:1 wj - 0jr(a) vektor szerinti Dy, Y irdnymenti derivalt nem fiigg
a paramétertartomanyban vett o gorbe megvalasztasatol, mivel a fenti definicio alapjan
teljesiil a

DwY =w;-01Y(a) + wy - 0:Y(a) (6.6)

Osszefiiggés. Ebbdl az kovetkezik, hogy barmely A € R szdm és v, w € T, M vektorok
mellett fennall
DyvY =X-D,Y, DyiwY =D, Y +D.Y.

A Weingarten-leképezés értelmezése
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Tekintsiik az N: D — R3 normélis egységvektormez6t, mint az r vektorfiiggvénnyel
paraméterezett M felillet egy kitiintetett feliileti vektormezdjét. Ennek a p = r(a)
pontban vett irdnymenti derivéltjaival kapcsolatban igaz az aldbbi kijelentés.

6.7. Allitas Tetszdleges w € T, M érintovektor esetén a Dy NN irdnymenti derivdlt benne
van a T, M érintétérben.

Bizonyitds. Vegyiik az f: D — R fiiggvényt, amelyet az f(uq, us) = (N(uy, us), N(uq, us))
egyenloség ad meg tetszéleges (u1,us) € D helyen. Mivel az f fiiggvény konstans, azaz
f(uy,ug) =1, az 1.28. Allitdst alkalmazva azt nyerjiik, hogy fennall a

0= 0if(u1,u2) = 2 (O;N(u1,u2), N(ur, uz))

osszefiiggés, amelyben az i index az 1, 2 értékeket veszi fel. Eszerint az a pontbeli 0;N(a)
vektor meréleges az N(a) vektorra, vagyis 0;N(a) eleme a T, M linedris érintétérnek.
Ily médon a (6.6) egyenletbél mar adddik, hogy barmely w € T, M vektorra teljesiil
D NeT,M. O

A 6.7. Allités ismeretében mér be lehet vezetni az aldbbi fogalmat.

6.8. Definicié Azt az Ay : T,M — T, M linedris leképezést, amelynél tetszdleges w €
ToM wvektor esetén teljesil Ap(w) = —DwN, az r vektorfiggvénnyel paraméterezett M
feliilet p-beli Weingarten-leképezésének mondjuk.

Megjegyzés A el6bbi definicid és (6.6) szerint a Weingarten-leképezésre tetszoleges w =
> wj-Oir(a) érintdvektor esetén teljesiil az

Ap<W) = —wsq - 81N(a) — Wy - 82N(a) (67)
egyenloség.

A Weingarten-leképezés és a Gauss-leképezés kapcsolata

Az M elemi feliiletnek az r paraméterezés szerinti Gauss-leképezését az 5.5. alfejezetben
értelmeztiik. Eszerint a Gauss-leképezésen azt a pu : M — S? fiiggvényt értjiik, amelyre
teljestil po(r(uy, u2)) = N(uy, ug) barmely (uy, us) € D esetén. Ily médon igaz p = Nop,
ahol p az r paraméterezéshez tartozé koordinatazast jeloli.

Vegyiink egy p € M pontot. Az 5.25. Definicié alapjan értelmezni lehet a p sima
leképezés Top érintdleképezését p-ben. Legyen ~ egy olyan feliileti gérbe, amelynél
fenndll «(ty) = p valamely ¢, € I mellett. Mint ismeretes, a v'(ty) € TpM érintévektor
képét a Top(v'(to)) = (o) (to) egyenlettel definidltuk.

Mivel igaz pp oy = N o o, az érint6 leképezésre vonatkozdan a

Ton('(to)) = (m o) (to) = (N e o) (to) = Dy )N

Osszefiiggést nyerjiik. Ebbol mar kovetkezik az alabbi kijelentés.
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6.9. Kovetkezmény Tetszdlegesw € T, M érintdvektorra fenndll az Ap(w) = —Tpp(w)
eqyenlioség.

A Weingarten-leképezés atparaméterezéssel szembeni invarianciaja

Eddig az M elemi feliiletnek egy rogzitett r : D — R3 paraméteres el6allitdsat alkalmaztuk.
Tekintsiik most az r vektorfiiggvénynek az 5.6. Definiciéban leirt r = ro¢p atparamétere-
zését a p: V — R? fiiggvénnyel.

Az e szimbdélum vegye fel az 1, —1 értékeket aszerint, hogy az atparaméterezés
irdnyitastarté vagy iranyitasvalto. Ismeretes, hogy az r és r paraméterezésekhez rendelt
normélis egységvektormezékre N =¢-No o teljesiil. Ennek kovetkeztében a megfelels
@, fr: M — S? Gauss-leképezéseknél barmely p € M pontban fennall fi(p) = ¢ - u(p).

Vegyiik az M feliilet T paraméterezésének megfelelo /lp: ToM — T,M Weingarten-
leképezést a p = r(u) (u € D) pontban. A 6.9. Kovetkezmény alapjan az aldbbi
kijelentést tehetjiik.

6.10. Allitas Az M elemi feliilet v és ¥ = 1 o ¢ paraméterezéseinél a T, M érintdtéren
vett Weingarten-leképezésekre igaz Ap = ¢ - Ap.

A fenti 6.10. Allitast a Gauss-leképezés alkalmazasa nélkiil is be lehet bizonyitani.
Ugyanis az N = ¢-No ¢ fiiggvény parcidlis derivaltjara a lancszabaly alapjan fennallnak
& ) 2

ON(v1,00) = £ Y Dipj(v1,05) - N (p(v1,v5))
j=1
(1 =1, 2) oOsszefuiggések tetszéleges (vi,v9) € V helyen. Ebbél pedig a (6.7) egyenl6ség
alapjan belathato, hogy

2
Ap (0 (v1,v2)) = £+ Y Dipj(v1,02) - Ap (9ir(o((v1, 1)) = & - Ap (DiF((v1,12)))
j=1
teljesiil, ami maér igazolja a 6.10. Allitést, hiszen a 01t (v1,v2), O1T(v1,v9) vektorok
generdljdk a T5(, )M érintdteret.

A masodik alapforma

A tovabbiakban az M elemi feliilet egy rogzitett r paraméteres eloallitasat alkalmazzuk
a gorbiileti vizsgalatokhoz.

6.11. Definiciéo Az r dltal paraméterezett M feliilet p pontbeli mdsodik alapformdjinak
nevezzik azt a Il : ToM x Ty M — R bilinedris formdt, melyet a

I (v, w) = (Ap(v),w) (6.8)

dsszefiiggés ad meg tetszéleges v, weT,M vektorokra.
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A fent bevezetett fogalommal kapcsolatban igaz az alabbi kijelentés.

6.12. Allitas AT pM érintdtéren értelmezett 11, mdsodik alapforma egy szimmetrikus
bilinedris forma.

Bizonyitds. Rogzitett j € {1, 2} index mellett a D paramétertartomanyon vegyiik a
h(uy,ug) = (N(uy, uz), 05r(ur, ug) ) Gsszefiiggéssel leirt h : D — R fiiggvényt. Mivel a h
fiiggvény eltlinik D-n, azaz tetszéleges (uy,us) € D helyen h(uy,us) = 0, h-nak a i-edik
(1 = 1, 2) valtozo szerinti parcidlis derivaltjara igaz 0;h(ui,uy) = 0. Ily médon az 1.28.
Allitds kovetkeztében fennall

< @-N(ul, Ug), 8jr(u1, Ug) > + < N(U17 Ug), 8j7ir(u1, UQ) > =0. (69)
Vegyiik észre, hogy a p € M pontnak megfelelé6 a = (a1, az) helyen eszerint teljesiil a
<—3z‘N(@17a2),3jr(a1,a2)> = <5j,ir(a1,a2),N(a1,a2)> = bji(alaa2)
osszefiiggés. Ebbdl viszont (6.7) szerint az kivetkezik, hogy az A, Weingarten-leképezésre

igaz

<Ap(8ir(a1, CLQ)), ajr(al, CLQ) > = bz’j(ala CL2> .

Ily médon (6.8) alapjan azt kapjuk, hogy a [I, méasodik alapformat a T, M-beli 0ir(a),
Oqr(a) béazisra vonatkozdan a mésodik fémennyiségekbél képzett B(a) métrix irja le.
Mivel B(a) egy szimmetrikus 2 x 2-es matrix, a /], bilinedris forma is szimmetrikus. [J

Megjegyzés Az eléz6 bizonyitassal belattuk, hogy a T, M linedris érintétér tetszdleges
v=>7 v-0r(a), w= Z?Zl w; - 0jr(a) vektoraira teljesil

(v, w) =327 300 bij(a@) - i - w; (6.10)
Vegyiik észre azt is, hogy a (6.3), (6.10) egyenl6ségek szerint fennéll a
[Tp(w,w) = [[w|* - kp(w) (6.11)

Osszefiiggés, ahol we T, M és w # 0. Eszerint a masodik alapformat a feliilet p pontbeli
el6jeles normalgorbiiletei mar meghatarozzak.

Mivel a II, alapforma szimmetrikus, az alapformét definidlé (6.8) Gsszefiiggésbol
adddik az alabbi eredmény.

6.13. Kovetkezmény Az A, Weingarten-leképezés onadjungdlt.

Fo6gorbiiletek és foiranyok. Euler tétele a normalgorbiiletekrol

A linearis algebrabol ismeretes, hogy amennyiben egy skalaris szorzassal ellatott vektorté-
ren adva van egy onadjungalt linearis leképezés, akkor a vektortérben megadhaté olyan
ortonormalt bazis, amelynek elemei a linedris leképezésnek sajatvektorai.
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6.14. Definicié Az Ay: T,M — T, M dnadjungdlt Weingarten-leképezés sajdtértékeit
az M =r(D) elemi felilet p pontbeli fégorbileteinek mondjuk. Az Ay, sajdatvektorainak
megfeleld T, M -beli irdnyokat a feliilet p-beli foirdnyainak nevezziik.

Legyenek v; és vy olyan ortogonalis egységvektorok a T, M lineéris érintétérben,
melyekre teljestil Ap(v1) = k1 vy és Ap(Va) = kg vo valamely k1, ko szamokkal. Eszerint
k1 és ko adjak a p pontbeli f6gorbiileteket, tovabba a vy és vy vektorokkal meghatarozott
iranyok az M feliiletnek féiranyai p-ben.

A (6.11) osszefiiggés miatt ezekkel teljesill kp(v;) = k; (i = 1, 2), tehat a f6gorbiiletek
megegyeznek a foiranyokhoz tartozé normalgorbiiletekkel.

Az alabbi osszefiiggés alapjan, melyet Euler tételeként szoktak emliteni, a két f6gor-
biiletb6l mar az 6sszes normélgorbiilet értéke kifejezheto.

6.15. Tétel AT M érintotérben legyen adott eqyw €T, M egységuektor, amelyre fenndll
w = cos ¥ vy +sind vy a megfeleld ¥ szdggel. Ekkor teljestil

kp(W) = Ky cos® ¥ + kg sin® . (6.12)

Bizonyitas. Valdjaban a tétel egy kovetkezménye a korabbi eredményeknek. Ezekbdl
ugyanis adodik, hogy teljesiil

kp(w) = I, (w,w) = (Ap(W), w)
= (K1 08U V] + Ko sint vy, cos ¥ vy + sin vy )

= Ky cos® V) + Ky sin® 1) . O

Megjegyzés Tegyiik fel, hogy a p € M pontbeli fogorbiiletekre igaz xy < ky. Ekkor a
6.15. Tételbdl kdvetkezik, hogy barmely w € T, M érintévektor esetén a normalgorbiiletre
teljesiil a ky < kp(w) < k2 egyenl6tlenség.

Az aldbbi fogalom fontos szerepet jatszik a feliiletek geometriai jellemzésében. A
fentieknek megfeleléen a k1, ko szdmok az M = r(D) felillet fégorbiileteit jelolik a
p € M pontban.

6.16. Definicié A K, = k1Ko szdmot az M sima feliilet p pontbeli szorzatgorbiiletének
(illetve Gauss-gorbiiletének) nevezzik. Az M felilet p-beli kozépgorbiletén a H, =

T (k1 + K2) szdmot értjik.

Megjegyzés A 6.10. Allitasbol kovetkezik, hogy a pontbeli szorzatgorbiilet az dtpara-
méterezéssel szemben invarians. Azonban a két fogorbiilet és a kozépgorbiilet értéke a
feliilet iranyitasvaltd atparaméterezése esetén elGjelet valt.

6.1. Példa Az r : D — R3 paraméterezéssel leirt M elemi feliilet legyen a 0 centrumi
és a (a > 0) sugari S = {p € R? | ||p|| = a } gbmbfeliiletnek egy darabja. Vegyiik észre,
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1
hogy ekkor a normaélis egységvektormezére fennall N(uq,us) = +—r(ug,us) barmely
a

(ur,uz) € D mellett, és az egyenlségben szereplé eléjel fiigg a feliiletet paraméterezé r
vektorfiiggvény megvalasztasatol.

Az N parcidlis derivaltjaira teljesiil O;N(uy, us) = ié O;r(uy,us), tehdt (6.7) szerint
igaz Avu)(0ir(u)) = F+9;r(u). Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy tetsz8leges p € M
pontban a Weingarten-leképezésre fenndll A, = F % id, ahol id most a T, M érintétéren
vett identikus leképezést jeloli. A fentiek alapjan minden érintdirdny foirany, tovabba a

fogorbiiletekre barmely pontban igaz k1 = ko = F —. Eszerint az M gdmbi feliileten a
a
1 1
Gauss-gorbiilet értéke K = —, a kozépgorbiilet értéke pedig H = F —.
a a

Megjegyzés Tegyiik fel, hogy az M = r(D) elemi feliilet rajta van a tér egy sikjan.
Nyilvanvalo, hogy ekkor az N vektormezo6 konstans, és ennek kévetkeztében a Weingarten-
leképezés az Gsszes pontban eltiinik. Ily moédon a sikbeli M feliiletre fenndll K = 0 és
H=0.

A Weingarten-leképezés matrixa

Vegyiik az r : D — R3? vektorfiiggvénnyel paraméterezett M elemi feliilet egy p = r(u)
pontjat, ahol u € D. Tekintsiik ebben a pontban az Ay, : T,M — T,M Weingarten-
leképezést, melyet a T, M linedris érintétér Oyr(u), dqr(u) bazisara nézve irja le a 2 x 2-es
A(u) méatrix. Eszerint fenndll az

Ap(Or () = Y21, Au(u) - drr(w)

osszefiiggés, ahol Aj;(u) az A (u) métrix [-edik sordanak az i-edik elemét jeloli ([, i = 1, 2).
A fenti egyenlet mindkét oldaldt skaldrisan szorozzuk meg a 0;r(u) vektorral. Ekkor
I1,(0;r(u),0;r(u)) = (Ap(dir(u)),0;r(u)) kovetkeztében a

bij () = 327, Au(u) - gi(w)
(i, j = 1, 2) egyenl6séget kapjuk. Amennyiben kihasznaljuk még azt is, hogy igaz b;; =
bji és gi; = gj1, akkor ebbél a B(u) = G(u)-A(u) madtrixegyenletet nyerjiik. Innen mar
kovetkezik, hogy a Weingarten-leképezés A (u) métrixa kifejezhetd az

A(u) = G(u)' - B(u) (6.13)

egyenlettel, ahol G(u)™! az elsé fémennyiségekbdl képzett G(u) matrix inverzét jeldli.

A (6.13) kifejezésnek megfeleléen vegyiik azt az A : D — End(R?) leképezést,
amelyre A (u,v) = G(u,v) 1-B(u, v) teljesiil tetszbleges (u, v) € D mellett. Ha alkalmazzuk
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a Gl=_ ( o2 92 > kifejezést, akkor azt nyerjiik, hogy fennall az

G\ —g5  gn
1 922 b11 — g12 b2 922 b1z — g12 bao
A= (6.14)
det G
© g11 b1z — g12 b1y g11 b2 — g12b12

Osszefiiggés.

A gorbiileti jellemzok kiszamitasa

Legyenek K : D — R és H : D — R azok a fliggvények, ahol tetszéleges (u,v) € D
esetén K (u,v) megegyezik az r paraméterezéssel leirt M elemi feliilet szorzatgorbiiletével
az r(u,v) pontban, tovabba H (u,v) éppen a feliilet r(u, v)-beli kozépgorbiilete.

Linedris algebrdbol ismeretes, hogy az A,w) leképezés ki, ry sajatértékeinek ry ko
szorzata megegyezik az 6t leiré A(u) matrix determindnséval. (6.13) szerint a Gauss-
gorbiiletet megadd K : D — R fiiggvényre fennall a

. detB . b11 b22 — (b12)2
det G g11 922 — (g12)?

(6.15)

egyenloség.

A kozépgorbiilet esetében azt hasznaljuk ki, hogy az A,y Weingarten-leképezés
sajatértékeinek ki + ko Osszege megegyezik az A(u) matix f6atldjaban szereplé elemek
osszegével, azaz teljesiil k1 + ko = Aji(u) + Agxe(u). Ily médon a (6.14) egyenletbdl
kovetkezik, hogy a H fiiggvényre igaz

_9u bae — 2 g12 b12 + ga2 b1y

H
2 (911 g22 — (912)2)

(6.16)

Eszerint a kozépgorbiiletet is lehet kifejezni a fomennyiségekbol.

Megjegyzés Vegyiik az M = r(D) elemi feliillet egy p = r(a;,as) pontjat. A feliilet
p-beli k1, Ky fégorbiileteit gy is meg lehet hatdrozni, hogy elébb a (6.15) és (6.16)
osszefiiggéseket alkalmazva kiszamitjuk a Ky, Hy, értékeket, majd ezt kovetden a K-k =

K, és ki + ke = 2Hp egyenletek megolddsaval megkapjuk a két fégorbiiletet.

A féirdnyokat az alabbi allitas alkalmazédsaval lehet meghatarozni.

6.17. Allitas A p = r(ay, az) pontbeli w = wy - O1r(ay, as) +wsy - Oer(ay, ag) érintévektor
az Ap 1 ToM — T, M Weingarten-leképezésnek sajatvektora akkor és csak akkor, ha a
wy, wy eqyltthatokra fenndll

(7~U2)2 —wWi1W2 (w1)2
gii(ai,az) giaai,az) gealai,az) | =0. (6.17)
bll(al, CZQ) 612(a17 Cl2) 522(611, 662)
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Bizonyitds. Az egyszerisités érdekében vezessiik itt be a §;; = gij(a1, a2), bij = bi;(a1, a2)
és A = A(a1,a2), G = G(ay,as) jeloléseket. Mivel a p pontbeli Weingarten-leképezést

A (i g b -y wn .
az A matrix irja le, a w érintévektor pontosan akkor lesz sajatvektor, ha a ( w ) és
2

a ( 21 = A Zl ) oszlopmatrixok linearisan Gsszefiiggoek. Ez pedig akkor teljesiil,
2 2
ha a két oszlopbdl képzett 2 x 2-es matrix determinansa eltiinik, vagyis ha fennall
W1 V2 — We V1 = 0.
A (6.14) osszefiiggés alapjdn a vy, v értékekre vonatkozdan a

det G - V1 = U @22 311 — J12 612) + 7~U2(§22 612 — J12 622),
det G vy = wy(g11 b1z — G2 b11) + wa(Gur bao — G12 bia)
egyenloségeket kapjuk. Ezekbdl pedig kovetkezik, hogy teljesiil
det G - (w1 V2 — W2 711) = w%(gll 812 — J12 811) + wy w2(§11 522 — g2 511)
+ w%(gw 622 — §22 612) .
Amennyiben a (6.17) egyenletben szereplé determinanst az els6 sora alapjan kifejtjiik,
akkor éppen a fenti Osszefiiggés jobb oldalan talalhatéd kifejezést nyerjiikk. Ezek szerint

(6.17) fennallasa sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy w sajatvektora legyen a
Weingarten-leképezésnek. Ezzel az allitas igazolasat elvégeztiik. O]

A Gauss-gorbiilet el6jelének geometriai jelentése

A szorzatgorbiilet el6jele alapjan a feliileti pontokat harom osztalyba lehet sorolni. A
kovetkezd definicio valéjaban csak elnevezéseket tartalmaz.

6.18. Definicié Tekintsik az M elemi feliilet eqy p pontjdt és a pontbeli K, Gauss-
gorbiiletet. A p feliileti pontot K, > 0 esetén elliptikus pontnak, K, < 0 esetén
hiperbolikus pontnak, Ky = 0 esetén pedig parabolikus pontnak mondjuk.

Megjegyzés Mint ismeretes, tetszoleges a € D esetén az els6 fomennyiségekbol képzett
G(a) matrixra fenndll det G(a) > 0. A (6.15) osszefiiggés kovetkeztében a p = r(a)
feliileti pont tipusa csakis a det B(a) determindns eléjelétdl fiigg.

Az alabbi kijelentés arra mutat rd, hogy a feliilet pontbeli alakjat nézve mar kovetkez-
tetni lehet a feliileti pont tipusara.

6.19. Allitas Legyen adva az M = r(D) elemi felilet eqy p = r(a) pontja. Vegyiik azt
a két nyilt félteret, melyeket a felilet p-beli érintdsikja hatdrol.

(1) Amennyiben K, > 0, akkor a-nak van olyan U nyilt kirnyezete D-ben, hogy az
r(U \ {a}) feliletdarab benne van az eqyik nyilt féltérben.

(2) Ha igaz K, < 0, akkor az a-nak barmely U nyilt kornyezetét is vessziik D-ben,
mindkét nyilt féltérben vannak pontjai az r(U) feliletdarabnak.
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Bizonyitds. A két kijelentést kiilon-kiilon igazoljuk.
(1) Tegyiik fel, hogy a p feliileti pont elliptikus. A (6.15) kifejezés kovetkeztében fenndll

b11<a) . bgg(&l) — (b12(a))2 > 0,

és emiatt a by1(a) és bye(a) méasodik fdmennyiségek eléjele megegyezik. Vezessiik most be

bi1(a)

az € = m jelolést. Linedris algebrai ismeretek alapjan kénnyt belatni, hogy ekkor
1l\a

teljesiil az

e r Y bij(a) v v >0

egyenlStlenség minden olyan (vq,v2) € R? valds szdmpérra, ahol (vy,v5) # (0,0).
Jelolje P az M feliilet p-beli érintSsikjat, amely két féltérre osztja az R3 teret.
Tekintsiik azt a h : D — R fiiggvényt, amelyet a

h(u) = (r(u) —r(a),e N(a))

Osszefiiggés ir le. Vilagos, hogy ez a h fiiggvény a feliilet pontjainak az eldjeles tavolsagat
méri a P érintosiktol. A h fiiggvény az a helyen eltlinik, és konnyt belatni, hogy az els6-
és masodrendi parcialis derivaltakra fennallnak a

&h(a) = 0, 8z-’jh(a) =£&- bij(a)

(i, j =1, 2) osszefiiggések. A 0 ;h fiiggvények folytonossiaga miatt az a pontnak létezik
olyan U nyilt gémbkérnyezete D-ben, hogy barmely u € U és (vy,v5) € R? szdmpér

esetén igaz a
S Y Oigh(u) v vy >0

osszefiiggés feltéve, hogy (vi,v9) # (0,0). Taylor tételét alkalmazva ebbdl mér kovetkezik,
hogy amennyiben u € U \ {a}, akkor teljesiil h(u) > 0. Ez pedig azt igazolja, hogy az
r(U \ {a}) feliiletdarab abba a P &altal hatdrolt nyilt féltérbe esik, amelyikbe az ¢ N(a)

vektor mutat.

(2) Legyen a p feliileti pont hiperbolikus. Vegyiik a p-beli k; és ko f6gorbiileteket,
tovabba a féiranyokat megadé vy, v ortonormalt vektorokat T, M-ben. A Ky - kg < 0
egyenlotlenség miatt ez esetben ki és ko elOjele ellentétes.

Tekintsiink egy a v; (i = 1, 2) érintSirdnynak megfelel G; normalmetszet ivet. Emlé-
kezziink rd, hogy fenndll k; = kp(v;). A 3.5. Allitds kovetkeztében G;-nek van olyan a p
pontot tartalmazé szegmense, hogy annak pontjai p kivételével abban a nyilt féltérben
vannak, amelyikbe a P érintésikra merdleges x; N(a) vektor mutat. A k1 N(a) és ko N(a)
vektorok iranya ellentétes, tehat ezek a félterek kiilonbozoek. Innen mar adodik, hogy
igaz a fenti allitdsban szerepl6 (2) kijelentés is. O
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A Dupin-féle indikatrix

Az alabbiakban megadjuk a feliileti pontok osztalyozasanal alkalmazott elnevezések egyik

motivaciéjat. Rogzitsiik az r : D — R? leképezéssel paraméterezett M elemi feliilet egy

p pontjat. Tegyiik fel, hogy p-ben a Weingarten-leképezés nem tiinik el, vagyis A, # 0.

A 2-dimenziés T, M linedris érintOteret tekintsiik most egytttal egy euklideszi siknak is.

Amennyiben valamely w € T, M (w # 0) vektorra igaz ky(w) # 0, akkor alkalmazzuk

az R(w) = m jelolést. Vegyiik észre, hogy az R(w) megegyezik a w irdnyhoz
P

tartozo normélmetszet v p-beli simuldékorének a sugaraval. A 0-n athaladé w irdanyt e
egyenesen jeloljiik ki azt a két pontot, amelyek 0-t6l \/ R(w) tévolsidgra vannak. (Lasd a
6.2. abréat.) Az osszes 0-n dthaladé egyenesen végezziik el ezt a kijelolést. Amennyiben
valamely w vektorra fennall k,(w) = 0, akkor a w irdnyd egyenesen nem adunk meg
pontot. Az igy nyert centralszimmetrikus alakzatot az M feliilet p pontbeli Dupin-
indikatrixanak nevezziik.

6.2. abra. Egy hiperbolikus feliileti pont Dupin-indikatrixa.

A T, M sikon vegyiik azt a Descartes-féle koordindta-rendszert, ahol a kezdépont 0,
az élvektorok pedig olyan vy, vy ortogondlis egységvektorok, amelyek sajatvektorai az
Ap Weingarten-leképezésnek. A vy, v, féiranyoknak megfelel6 f6gorbiiletek a p pontban
legyenek ki és ko.

Legyen w egy olyan egységvektor T, M-ben, amelyre fennall w = cosd vy + sind v
valamely ¢ szoggel. A 0-n athaladé w irdnyd e egyenesen a két kijelolt pont egyike
legyen g. A fentiek alapjdn ¢-nak a T, M sikbeli koordinataira igaz

ry =%/ R(w)cost? és y,==x+R(w)sind.
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Ily médon alkalmazva a (6.12) osszefiiggést azt kapjuk, hogy teljesiil
k1Tl + KoYy = R(W)(k1 cos® ¥ + kg sin®¥) = R(w) - kp(w) = £1.
A fenti sszefliggés alapjan mar lathato, hogy a T, M sikbeli Dupin-féle indikatrixot a
/{1:762 + Kgyz = =1

masodrendii egyenlet irja le. Ennek kovetkeztében ha a p feliileti pont elliptikus, akkor
a Dupin-indikatrix egy ellipszis. Amennyiben a p feliileti pont hiperbolikus, akkor a
Dupin-indikatrix két olyan hiperbola unidja, amelyek aszimptotai kozosek. Ha pedig a
p feliileti pont parabolikus, akkor a Dupin-indikatrix két parhuzamos egyenes unioja.

6.3. Specialis feliiletek és feliileti gérbék

Umbilikus pontok, umbilikus feliiletek

6.20. Definicié Az M elemi feliilet egy p pontjdt umbilikus pontnak nevezzik, ha valamely
Kk szammal a p-beli Weingarten-leképezésre fennall Ap = k-id, aholid a T, M érintotér
identikus leképezését jeloli.

A p umbilikus pontot a k # 0 esetben szférikus pontnak, Kk = 0 esetén pedig plandris
pontnak mondjuk.

A tovabbiakban ha vesziink egy M elemi feliiletet, akkor mindig feltessziik, hogy adva
van M-nek egy r : D — R? paraméterezése.

Egy feliiletet akkor mondunk umbilikusnak, ha az 6sszes pontja umbilikus. Az alabbi
allitas szerint az ilyen feliiletek konnyen osztalyozhatoak.

6.21. Allitds Ha az M C R elemi feliilet umbilikus, akkor az M vagy egy gombfeliilet-
nek, vagy pedig eqy siknak a feliiletdarabja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az M felillet minden pontja umbilikus. A Weingarten-
leképezés definiciéjabol adédoan ekkor van olyan x : D — R fiiggvény, hogy fennall

O;N(u,v) = —k(u,v) O;r(u,v) (6.18)

(i = 1,2) barmely (u,v) € D esetén. Az N madsodrendl vegyes parcidlis derivaltjdra
eszerint igazak az

012N (u,v) = —0sk(u,v) O1r(u, v) — K(u,v) 01 or(u, v),
021N (u,v) = —01k(u, v) or(u, v) — K(u, v) O 11 (u,v)
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Osszefiiggések. Vegyiik most a fenti két egyenlet kiilonbségét és hasznaljuk ki a vegyes
parcialis derivaltakra vonatkozé Young-tételt. Ezzel az eljarassal a

O1k(u, v) Oor(u, v) — Oak(u,v) Orr(u,v) =0

osszefiiggést kapjuk. A Oir(u,v), Oor(u,v) vektorok linedrisan fiiggetlenek, emiatt fennall
Oik(u,v) =0 (i =1, 2). Mivel a D paramétertartomany osszefiiggd, ennek kovetkeztében
a k fliggvény konstans az 1.26. Allit4s szerint.

Tekintsiik el6bb azt az esetet, amikor x # 0. Vegyiik azt a q : D — R3 leképezést,
melyet a q(u,v) = r(u,v) + £ N(u,v) egyenlet ir le tetszéleges (u,v) € D helyen. Ekkor
(6.18) kovetkeztében azt nyerjiik, hogy igaz 0;q(u,v) = 0 (i = 1, 2). Ily médon az
1.26. Allitéshol adodik, hogy a q fliggvény konstans. Jeloljiik ez esetben a konstans

fiiggvényértéket is g-val. Az r(u,v) — q = —1N(u,v) egyenldséghdl adédik, hogy
1
|r(u,v) —q| = ﬁ Eszerint az M = r(D) feliilet rajta van a q centrumu és a = Tl
K

sugaru gombfeliileten.

Végiil tegyiik fel, hogy x = 0 teljesiil. Ekkor (6.18) alapjan igaz O;N(u,v) = 0
barmely (u,v) € D helyen. Ennek kovetkeztében az N leképezés konstans, azaz van
olyan n egységvektor, hogy N(u,v) = n. Vegyiink egy rogzitett (ug,vy) helyet D-ben,
majd ezt kovetGen azon S sikot, amely dthalad az r(ug,vy) ponton és merdleges n-
re. Tekintsiik azt a h : D — R fiiggvényt, melyet a h(u,v) = (r(u,v) — r(ug, vg), n)
osszefiiggés 1r le. Vildgos, hogy a |h(u,v)| érték adja az r(u,v) feliileti pontnak az
S siktél mért tdvolsagat. A Oir(u,v), Oor(u,v) vektorok merélegesek az N(u,v) = n
vektorra, és emiatt teljesiil Oh;(u,v) = (Oir(u,v),n) = 0. Mivel h(ug,v9) = 0, a h
fiiggvény eltlinik, tehat az M elemi feliilet rajta van az S sikon. m

Egy feliillet normalis variaciéi. Minimalfeliiletek

Legyen adott az M elemi feliilet az r : D — R® paraméterezéssel. Vegyiink egy C°-
osztalyu d : D — R fiiggvényt. Egy kis ¢ > 0 szdm mellett tekintsiik azt a
q: D x (—¢,¢) — R3 leképezést, melyet a

q(u,v,t) =r(u,v) + td(u,v) N(u,v) (6.19)

egyenléség ad meg tetszbleges (u,v) € D ést € (—¢,¢) esetén. Ez alapjan a t € (—¢,¢)
értékekre értelmezziik az ry : D — R? leképezéseket is, melyeket az ry(u,v) = q(u,v,1)
egyenlet ir le.

6.22. Definicié A (6.19) dsszefiiggéssel értelmezett q vektorfiggvényt az M = r(D)
feliilet eqy normdlis varidciojanak mondjuk.
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Amennyiben a q leképezésnek vessziik az elsé két valtozé szerinti parcidlis derivéltjait,
akkor a

Oiq(u,v,t) = Oir(u,v) + t (0;d(u,v) N(u,v) + d(u,v) ;N(u,v))

(i =1, 2) Osszefliggéseket nyerjiik. Vezessitk most be G;; = (0;q, 0;q) egyenldségekkel a
Gij : D x (—¢,e) — R (i, j = 1, 2) haromvéltozés valds fiiggvényeket. Ezek fiiggvény-
értékeibdl tetszbleges (u,v,t) € D x (—¢,¢€) helyen egy 2 x 2-es métrixot nyeriink, melyet
Q(u,v,t) fog jelolni.

A G,; fiiggvények leirasdnal hasznéljuk ki, hogy a (6.9) egyenlet kovetkeztében igaz
(O;N,0;r) = —b;j. Ezt és a 6.7. Allftast alkalmazva azt kapjuk, hogy teljesiil

Gij(u,v,t) = gij(u,v) — 2t d(u,v) b;;(u, v)
+ * (0id(u,v) - 05d(u, v) + d(u,v)* - (O;N(u, v), 0 N(u,v))) .

Vegyiik most a Q(u, v, t) matrix determindnsét, és a kapott kifejezésben jelolje R(u,v,t)
azon tagok Osszegét, amelyekben a t valtozd legalabb masodfokd hatvanya szerepel
tényezoként. Kozvetlen szamolassal igazolhatd, hogy ekkor fennall

det Q(u,v,t) = det G(u,v) (1 — 4td(u,v) H(u,v)) + R(u,v,t), (6.20)

ahol H az r paraméteres eldallitasnak megfelel$ kozépgorbiileti fiiggvény, melyet a (6.16)
kifejezéssel nyeriink a fémennyiségekbol.

Vegytink most D-ben egy Jordan-mérhet6 zart B tartomédnyt. A fenti (6.20) egyenlet
szerint az € alkalmas megvalasztasdval elérhetd, hogy teljesiiljon det Q(u, v,t) > 0 barmely
(u,v) € B és t € (—¢,¢e) esetén. Ekkor az ry(B) kompakt feliiletdarab felszinét az

Fir(m) = [ [ Q) duds

osszefiiggés adja meg. Ennek alapjan értelmezni tudjuk az f; : (—¢,¢) — R differencial-
hato fiiggvényt az fy(t) = F(ry(B)) egyenlettel. A d index itt arra utal, hogy az ry(B)
felilletdarabok felszinei fiiggenek a (6.19) normélis varidciéban szerepl6 d fiiggvénytél is.
Az f; fuggvény 0 helyen vett derivéltjaval kapcsolatosan igaz az alabbi tétel.

6.23. Tétel Tetszdleges d fiigguény mellett fenndll f}(0) = 0 akkor és csak akkor, ha az
M feliilet H kézépgorbiileti fiigguénye eltinik a B tartomdnyon.

R(u,v,t)
detG(u, v)
kifejezéssel meghatdrozott m fiiggvényt. Konnytli beldtni, hogy erre barmely (u,v) € D
mellett teljesiil m(u,v,0) =0 és dym(u,v,t) =0.

Bizonyitds. Vegyiik az R3-beli D x (—¢,¢) tartomdnyon az m(u,v,t) =
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A (6.20) kifejezést alkalmazva a az fy(t) fiiggvényérték felirhat6 az

fa(t) = //B Videt G(u,v) (1 —4td(u,v) H(u,v) + m(u,v,t))1/2 du dv

alakban. Innen az 1.33. Tételben szereplé (1.9) osszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy

fennall
fi(0) =—2- //B d(u,v) H(u,v)\/det G(u,v) dudv. (6.21)

Az (6.21) sszefiiggésbél mar kovetkezik, hogy tetszéleges d fiiggvény mellett akkor igaz
f7(0) = 0, ha teljestil H(u,v) = 0 bérmely (u,v) € D helyen. O

Megjegyzés Legyen a G alakzat egy egyszerii zart gorbének a palyaja. A tovabbiakban
a G-t is egyszerl zart gorbének mondjuk. Tekintsiik azokat a peremes sima feliileteket,
amelyeket a G gorbe hatarol. Amennyiben ezek k6zott vessziik a minimaélis felszinnel bird
feliiletet és abbdl elhagyjuk annak peremét, akkor a fenti tétel kovetkeztében a kapott
elemi feliiletnek a kozépgorbiilete eltiinik.

Az el6bbi megjegyzés indokolja az alabbi fogalom bevezetését.

6.24. Definicié Az M sima feliiletet minimadlfeliiletnek nevezzik, ha a H kézépgorbiilet
az M 0Osszes pontjaban eltinik.

A feliilet gorbiileti vonalai

A tovéabbiakban is feltessziik, hogy adva van egy M elemi felillet az r : D — R3
paraméterezéssel.

6.25. Definicié Az M-nek egy v: I — R3 requldris feliileti girbéjét az M gérbiileti
vonaldnak mondjuk, ha tetszdleges t € I esetén +'(t) sajatvektora az A~y Weingarten-
leképezésnek.

Vildgos, hogy amennyiben az M egy gombnek a feliiletdarabja, akkor az 6sszes feliileti
gbrbe gorbiileti vonal.

Az alabbi allitas egy elégséges feltételt ad arra nézve, hogy az r paraméterezéshez
tartoz6 paramétervonalak gorbiileti vonalak legyenek.

6.26. Allitas Az r legyen eqy olyan paraméterezése az M elemi feliletnek, amelynél a
g12 €S biy fomennyiségek eltinnek. Ekkor a paramétervonalak az M -nek gorbiileti vonalas.

Bizonyitds. Mivel fenndll g1 = 0 és b = 0, a (6.13) 0Osszefiiggésbdl addédik, hogy
tetszéleges u € D esetén a Weingarten-leképezést az r(u) pontban leiré A(u) matrix
diagondlis. Ennek kovetkeztében Oir(u) és Oor(u) sajatvektorai az Ay leképezésnek,
ami mar igazolja az allitast. O
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Vegyiik észre, hogy egy r(u) feliileti pont pontosan akkor umbilikus, ha a szorzatgor-
biiletre és a kozépgorbiiletre fennall a K (u) = H(u)? egyenléség.

Tegyiik fel, hogy a p = r(a) (a € D) pont nem umbilikus. A fenti észrevétel és a
K, H fiiggvények folytonossaga kovetkeztében az a-nak van olyan U nyilt kornyezete
D-ben, hogy barmely u € U esetén az r(u) pont ugyancsak nem umbilikus. Vildgos,
hogy ekkor az r(U) felilletdarab barmely pontjaban pontosan két féirdny van.

Legyenek k1, ko : U — R afeliiletdarab pontjaiban a f6gorbiileteket megadé fiiggvények.
Tekintsiink egy o : I — U C R? reguléris gorbét, amelynek koordindta-fiiggvényei o és
0. Beldthatd, hogy a v = r o o feliileti gorbe a x; (i = 1, 2) fégorbiilet-figgvényhez
tartozo gorbiileti vonal akkor és csak akkor, ha a Weingarten-leképezések matrixat leird
Ay (7, 1 =1, 2) fiiggvényekkel fenndllnak az

(Au(a(t) = ri(a(?))) - 01(t) + Aw(o(t)) - 05(t) =0,
Asi(o(t)) - 01(t) + (An(a(t) — ri(o (1)) - 05(t) =0

egyenletek. Ily médon a differencidl-egyenletek elméletét alkalmazva igazolhatd, hogy az
r(U) feliilletdarab minden pontjan athalad két olyan gorbiileti vonal, melyek derékszoghen
metszik egymast.

Az alabbi tételt, amely a feliiletdarabnak a gorbiileti vonalakhoz illesztett paramétere-
zésérol szol, most igazolds nélkiil kozoljiik. A bizonyitéds fellelhetd a | ] konyv 3.4.
alfejezetében.

6.27. Tétel Ha az M = r(D) elemi felilet p = r(a) pontja nem umbilikus, akkor a-
nak van olyan U dsszefiiggd nyilt kérnyezete D-ben és az r|U leképezésnek van olyan
T dtparaméterezése, hogy az T vektorfigguény paramétervonalai az r(U) feliletdarabnak
gorbiileti vonalai.

Aszimptotavonalak nem pozitiv Gauss-gorbiiletii feliileten

Tegyiik fel, hogy az M = r(D) elemi feliilet p pontja hiperbolikus, azaz fennall K, < 0.
Ekkor a p-beli Dupin-indikatrix két olyan hiperbola unidja, melyeknek az aszimptotéi
kozosek. A normalgorbiilet az aszimptotdaknak megfelel6 iranyokban tiinik el. Ez motivalja
az alabbi elnevezést.

Legyen p egy olyan pontja az M elemi feliiletnek, ahol fenndll K, < 0, de p nem
plandris pont. Azt mondjuk, hogy a w € T,M (w # 0) érintévektor aszimptotikus
irdnyt ad meg az érintétérben, ha a normalgérbiiletre fennall ky(w) = 0.

A tovabbiakban a tekintett M feliiletrol feltessziik, hogy nem tartalmaz planaris
pontokat. Vilagos, hogy a hiperbolikus pont érintéterében két aszimptotikus irdny van, a
parabolikus (de nem plandris) pont érintéterében pedig egy. Ezek alapjan a hiperbolikus
vagy parabolikus feliileten egy 1jabb specialis feliileti gorbét lehet értelmezni.

6.28. Definicié Legyen a v : I — R? requldris gérbe az M-nek egy feliileti gorbéje.
A ~ gorbét az M felillet aszimptotavonalinak nevezziik, ha tetszdleges t € I helyen
Eywy (' (t) =0 teljestil.
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Vilagos, hogy a feliiletre es6 egyenesek vagy szakaszok aszimptotavonalaknak a palyai.
A (6.5) Osszefiiggés miatt igaz a kovetkezd allitas.

6.29. Allitas A D C R? paramétertartomdnyban legyen adva eqy o: I — D requldris
gorbe. A v = r oo felileti gorbe az M-nek aszimptotavonala akkor és csak akkor, ha
tetszoleges t € I helyen fenndll

S5 bye (1) ollt) o)1) = 0.

A fenti egyenlet alapjan mar konnyt belatni, hogy igaz az alabbi kijelentés is.

6.30. Kovetkezmény Az r paraméterezéshez tartozo paramétervonalak az M = r(D)
feliiletnek aszimptotavonalai akkor és csak akkor, ha a byy €s bas mdsodik fomennyiségek
eltinnek.

Az R3-beli valédi gorbék simulésikjait a 2.2. alfejezetben értelmeztiik. Ezzel a
fogalommal kapcsolatos az alabbi allitas.

6.31. Allitas Legyen v = r oo : I — R3 olyan requldris feliileti gorbe az M feliileten,
amelynek gorbiilete sehol sem tinik el. A ~ egy aszimptotavonal akkor és csak akkor, ha
tetszblegest € I helyen a~y gorbe simuldsikja egybeesik a felilet v (t) pontbeli érintdsikjdval.

Bizonyitds. Mint ismeretes, v-nak a t € I helyen vett simulésikja dthalad a ~(t) ponton
és parhuzamos a v'(t), v"(t) vektorokkal.

Mivel v egy feliileti gérbe, a +'(t) sebességvektor benne van a T, M érintétérben.
Vegyiik a v"(t) méasodrendii derivéltvektorra vonatkozé (6.1) egyenléséget. Amennyiben
ennek mindkét oldalat skaldrisan megszorozzuk az N(o(t)) normalvektorral, akkor a

(Y1), N(o(t))) = 320 X5y (Qiyr(a (), N(a (1)) ) - ai(t) - o} (1)
osszefiiggést kapjuk. Ily médon (6.3) kovetkeztében barmely ¢ € I helyen fennéll
(7"(t), N(a(1))) = ki (7' (1) - 1Y (I

A fenti egyenlet szerint a v"(t) vektor pontosan akkor eleme a 7o) M érint6térnek, ha a
@ (7' (t)) normaélgorbiilet eltiinik. Ebbél mér adédik, hogy igaz a kimondott allitds. [

A forgasfeliiletek
Célszertinek latszik egzaktul megadni, hogy mit értiink forgasfeliileten.

6.32. Definicié Fgy M sima feliiletet forgasfeliiletnek mondunk, ha van egqy olyan t
eqyenes R3-ban, hogy a t korili tetszéleges sz6q1 elforgatds a feliiletet onmagdba viszi. A
t egyenest a forgasfeliilet tengelyének nevezziik.
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Megjegyzés Tekintsiink egy M forgasfeliiletet a ¢ tengellyel. Ha vessziik a feliilet
egy pontjat, akkor az a t tengely koriili forgatas soran egy korvonalat ir le, melynek
sikja meroleges a t tengelyre. Az igy nyert koroket az M forgasfeliilet parallel koreinek
mondjuk. Amennyiben egy a t tengelyt tartalmazé sikkal metsziik el a feliiletet, akkor a
metszetet a forgasfeliilet egyik meridian gérbéjének hivjuk.

Legyenek o, ¢ : I — R olyan valés fiiggvények egy I nyilt intervallumon, ahol barmely
we I-re igaz o(u) > 0, ('(u) > 0 és o' (u)? + ¢'(u)* = 1. Tekintsiik R3-ban azt az {vhossz
szerint paraméterezett v : [ — R? sikgorbét, melyet a v (u) = o(u) e; + ((u) e3 egyenlet
ir le. Vegyiik észre, hogy a (' > 0 feltétel kovetkeztében a +(I) alakzat egy egyszerii
gorbeivet ad. A gorbe palyajanak a z tengely koriili megforgatasdaval nyert forgasfeliiletet
jelolje M. Igazolhat, hogy M egy elemi feliilet. (Lasd a 6.3. abrat.)

z

6.3. dbra. Egy z tengelyti forgasfeliilet a «(I) meridian gorbeivvel.

Vegyiik az R%:-beli D = I x (—7, ) tartomdnyt és azon azt a C*-osztdlyir: D — R3
leképezést, amelyre igaz

r(u,v) = po(u) (cosvey +sinves) + ((u) es. (6.22)

Lathaté, hogy az r(D) elemi feliilet R3-beli lezdrasa megegyezik az M forgdsfeliilettel.
Az r vektorfiiggvény parcialis derivaltjait a

oir(u,v) = o'(u) (cosve; +sinvey) + (' (u) ez,

Oor(u,v) = p(u) (—sinve; + cosvey)
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kifejezések adjak meg. Ennek kdvetkeztében az r paraméterezéshez tartozé elsé fémennyi-
ségekre teljesiil

g (u,v) =1, g12(u,v) =0, g22(u,v) = Q(U)2
tetszoleges (u,v) € D esetén. Az N normaélis egységvektormezot az
N(u,v) = —¢'(u) (cosve; +sinvey) + ¢ (u) e

Osszefiiggés rja le. Amennyiben vessziik az r fliggvény méasodrendii parcidlis derivaltjait,
akkor azokra igaz

O1ar(u,v) = ¢"(u) (cosve; + sinvey) + (" (u) es,
O1or(u,v) = ¢ (u) (—sinve; + cosvey),
Oaor(u,v) = —p(u) (cosve; + sinvey)
tetszéleges (u,v) € D helyen. Ezek alapjan a masodik fémennyiségekre a
bii(u, v) = o'(u)¢"(u) — " (u)¢'(u),  bia(u,v) =0, baa(u,v) = o(u)('(u)

kifejezéseket kapjuk. Eszerint a masodik fomennyiségek csak az elsé valtozotol fiiggenek.

Megjegyzés Mivel a g5 és bio fomennyiségek eltiinnek, a 6.26. Allitasbol kovetkezik,
hogy a (6.22) egyenlettel leirt r leképezés paramétervonalai gorbiileti vonalai az r(D)
elemi feliiletnek.

A forgasfeliilet Gauss-gorbiiletére vonatkozoan igaz az alabbi kijelentés.

6.33. Allitds Az r paraméterezéssel megadott elemi feliilet szorzatgorbiileti fligguvényére

fenndll a K(u,v) = _9&;/((5))

Bizonyitds. A fentiek alapjan a masodik fomennyiségekbdl képzett matrix determinansara
teljestil

0sszefliggés.

det B(u,v) = o(u) ¢'(u) (¢'(w) (" (u) — 0" (u) ¢'(w)).
A o' (u)? + ¢'(u)? =1 osszefiiggésbdl derivélassal a
2 (¢'(u) o' (u) + ¢'(u) ("(uw)) =0
egyenloséget nyerjiikk. Ezek alapjan mar belathato, hogy fennall

det B(u,v) = o(u) (—(¢'(0))* ¢"(u) — (¢'(u))* ¢"(u)) = —o(u) ¢"(u).
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Mivel az els§ fémennyiségek métrixdra igaz det G(u,v) = p(u)?, a Gauss-gorbiiletre
Q”(U)

o(u)

vonatkozo6 (6.15) egyenlet kovetkeztében fenndll a K (u,v) = —

Osszefiiggés. [

6.4. A Gauss-gorbiilet felszin szerinti integralja

Tekintsiink egy M elemi feliiletet és annak egy r : D — R? paraméteres el6allitasat.

6.34. Definicié Legyen B egy olyan Jordan-mérhetd zdrt tartomdny R2-ben, amely
részhalmaza a D paramétertartomanynak. A Gauss-gorbiiletenek azxr(B) kompakt feliilet-
darabon vett felszin szerinti integraljan a

K(r(B))://Bmu,v).\/mdudu

szamot értyik.

Megjegyzés Konnyen ellenorizhetd, hogy a Gauss-gorbiilet egy adott feliiletdarabon
vett felszin szerinti integralja nem fiigg a feliilet paraméterezésének megvalasztasatol.

Az r paraméterezéshez tartozé N : D — R3 normalis egységvektormezére a Weingarten-
leképezés definicigjabdl adddoan teljesiil

01N (u,v) = —Ap1(u,v) - Orr(u,v) — Aoy (u,v) - or(u,v),
N (u,v) = —Aja(u,v) - Or(u,v) — A (u,v) - dor(u,v)

tetszOleges (u,v) € D helyen. Ennek és a det A(u,v) = K(u,v) egyenldségnek a
kovetkeztében fenndll

01N (u,v) x 05N(u,v) = K(u,v) - Orr(u,v) X Oor(u,v). (6.23)

A fenti Osszefiiggés viszont azt mutatja, hogy amennyiben az M elemi feliiletnek nincs
parabolikus pontja, azaz a K Gauss-gorbiilet sehol sem ti{inik el, akkor az N : D — R3
differencialhaté leképezés regularis.

Tekintsiik az R3-beli egységvektorok éltal alkotott S* = {u € R? | [ul| = 1}
szférat, amely nyilvdn tartalmazza az N : D — R3 vektorfiiggvény képét, azaz az N(D)
alakzatot.

Egy sima feliiletet akkor mondunk elliptikusnak (illetve hiperbolikusnak), ha az 6sszes
pontja elliptikus (illetve hiperbolikus). Vegyiik észre, hogy amennyiben az N leképezés
egy elemi feliiletet ir le az S? gombfeliileten, azaz eleget tesz az 5.1. Definiciéban
szerepl6 feltételeknek, akkor (6.23) kovetkeztében az M feliilet vagy elliptikus, vagy
pedig hiperbolikus.

Az alabbi éllitas szerint a Gauss-gorbiiletnek a kompakt feliilletdarabon vett felszin
szerinti integraljat bizonyos esetekben meg lehet hatarozni oly médon is, hogy kiszamitjuk
egy gombi feliiletdarab felszinét.
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6.35. Allitas Legyen az M eqy olyan elemi feliilet, amelynél az r paraméterezésnek
megfeleld N : D — R3 normadlis egységuektormezd is eqy elemi feliiletet ir le. Vegyiink
a D paramétertartomanyban eqy B Jordan-mérhetd zart tartomanyt. Ekkor igazak az
alabbi kijelentések.

(1) Amennyiben az M feliilet elliptikus, akkor fenndll K(r(B)) = F(N(B)), ahol F(N(B))
az N(B) gombi feliletdarab felszinét jeloli.

(2) Ha az M felilet hiperbolikus, akkor K(r(B))=—F(N(B)) teljesiil.

Bizonyitds. Vegyiilk most azt az esetet, amikor az M feliilet hiperbolikus, azaz a Gauss-
gorbiiletet leir6 K : D — R fiiggvény negativ. Ekkor a (6.23) és (5.7) egyenletek szerint
fennall

|01 N (u, v) x OoN(u,v)|| = =K (u,v) - ||01r(u,v) X Oor(u,v) ||
= —K(u,v) - \/det G(u,v).

Alkalmazzuk még a felszin szamitdsaval kapcsolatos 5.22. Kovetkezményt. A fenti
Osszefiiggés alapjan teljesiil

K(r(B)) = //BK(U,U) -y det G(u,v) dudv
= —//B |01 N (u, v) x 0oN(u,v)|| dudv = —F(IN(B)).

Vildgos, hogy a leirt bizonyitési eljaras az elliptikus feliiletre is érvényes. ]

6.5. Az egyszeri zart gorbe tubusfeliilete

Ebben az alfejezetben elébb egy specidlis sima feliilet gorbiileti jellemzését végezziik el.
Ezt kovetoen megmutatjuk, hogy feliiletelméleti modszerekkel az egyszert zart gorbék
teljes gorbiiletével kapcsolatos allitasokat is lehet igazolni.

Legyen adott egy olyan {vhossz szerint paraméterezett v : [0, — R3 egyszerti zdrt
gorbe, amelynek gorbiilete sehol sem tiinik el. A k : [0,b] — R gorbiileti fiiggvény

maximuma legyen rg. Vélasszunk egy olyan a pozitiv szamot, amelyre fennall a < ,Tlo

1
Tekintsiik v mentén a kiséré Frenet-bazis By = v/, By = m’y”, B; = B, x By
v
vektormezdit. Vegyiik az R%-beli D = [0,b] x [0,27] zért téglalapon azt az r : D — R?

vektorfiiggvényt, amelyre fennall

r(u,v) = vy(u) + a (sinv By(u) + cosv Bs(u)) (6.24)
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tetszéleges (u,v) € D esetén. A Frenet-formuldk alapjén az r parciélis derivéltjait a
oir(u,v) = (1 —ak(u) sinv) By(u) —a7(u) cosvBa(u) + ar(u) sinvBs(u),
dor(u,v) = a (cos v By(u) — sinv Bs(u))

osszefiiggések adjak meg. Ezek vektorialis szorzatara a
or(u,v) x dor(u,v) = a(l — ak(u) sinv) - (sinvBs(u) + cosvBs(u)) (6.25)

kifejezést nyerjitkk. Mivel barmely (u,v) € D mellett igaz 1 — ax(u) sinv > 0, ez azt
mutatja, hogy az r differencidlhaté leképezés regularis.

Topoldgiai eszkozoket is felhasznalva igazolhatd, hogy amennyiben az a pozitiv szamot
elegendden kicsinek vélasztjuk, akkor az r|[0,b) x [0,27) vektorfiiggvény injektiv és az
M = r(D) alakzat egy olyan sima feliiletet ad R*-ban, amely homeomorf a téruszfeliilettel.
A tovabbiakban végig feltessziik, hogy az a (a > 0) szdm értéke olyan kicsi, amellyel ezek
a tulajdonsagok teljesiilnek.

6.36. Definicié Vegyiik a (6.24) egyenlettel értelmezett v : D — R3 leképezést. Az
M = (D) sima feliletet a v : [0,b] — R® egyszerd zdrt gorbéhez tartozé a sugari
tubusfeliiletnek mondjuk.

Ha vessziik az r "paraméterezéséhez” tartozé elsé fomennyiségek matrixat, akkor
annak determindnsara az (5.7) és (6.25) Osszefiiggések alapjan fenndll

det G(u,v) = ||0r1r(u, v) x Oor(u,v)||* = a® (1 — a k(u) sinv)? (6.26)

tetszbleges (u,v) € D esetén.
Amennyiben az 5.23. Definici6 alapjan meghatarozzuk a tubusfeliilet felszinét, akkor
(6.26) ismeretében azt kapjuk, hogy igaz

F(M) :/Ob/:waa—m(u) sinv)dv du

:/ a v+ ak(u) cosv]iﬂdu: 2mab.
0

Az M sima feliilet normélis egységvektormezdjére a (6.25) egyenlet szerint teljesiil
N(u,v) = sinv Ba(u) 4+ cos v Bs(u) .

Ebbdl a kifejezésbdl a Gauss-gorbiiletet leird K: D — R fiiggvényt a mésodik fomennyisé-
gek alkalmazasa nélkiil is ki tudjuk szamitani. Ismét felhasznalva a valédi gorbékre
vonatkozo Frenet-formuldkat, kozvetlen szamolédssal kapjuk, hogy igaz

I N(u,v) X N (u,v) = —k(u) sinv - N(u,v) .
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Ebbél az osszefiiggésbdl és a (6.23), (6.25) egyenléségekbdl méar kovetkezik, hogy a
tubusfeliilet K szorzatgorbiileti fiiggvényére barmely (u,v) € D helyen teljesiil

K(u,v) = —r(u) sinw

. 6.27
a(l—ar(u) sinv) (6:27)
A fenti (6.27) kifejezés szerint a tubusfeliilet r(u, v) pontja elliptikus, ha fenndll 7 < v <
27. Amennyiben igaz 0 < v < 7, akkor az r(u,v) pont hiperbolikus. Ha pedig v = 0
vagy v = m teljesiil, akkor az r(u,v) pont parabolikus.

Tekintsiik R*ben a B = [0,b] x [, 27| zart téglalapot. Az M = r(D) tubusfeliilet
kiils6 felének nevezziik az r(B) kompakt feliiletdarabot. A tubusfeliilet kiils6 fele tehat
az M azon pontjaibdl all, melyekben a Gauss-gorbiilet nem negativ.

Emlékezziink ra, hogy a -~ ivhossz szerint van paraméterezve. A zart intervallumon
értelmezett gorbe teljes gorbiiletének fogalméat a 2.16. Definiciéban adtuk meg. Az
alabbi allitds a v gorbe k() teljes gorbiiletével kapcsolatos és a fentiek sordn levezetett
Osszefiiggések alapjan lathato be.

6.37. Allitas A Gauss-gorbiletnek a tubusfeliilet kiilsd felén vett felszin szerinti integrdljdara
fenndll K(r(B))=2k(y).

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a (6.26) és (6.27) osszefiiggések kovetkeztében igaz
K(u,v) - y/det G(u,v) = —k(u) sinv.

Ennek ismeretében a Gauss-gorbiiletnek az r(B) feliilletdarabon vett felszin szerinti integraljara
teljesiil

K(r(B)):—/Ob/:W/f(u) Sinvdvdu:2-/Ob/f(u)du:2/£('y). O

Az egyszerii zart gorbék teljes gorbiiletével kapcsolatos eredmények

A tovabbiakban is feltessziik, hogy adva van egy olyan ivhossz szerint paraméterezett
~ 1 [0,b] — R? egyszerii zdrt gorbe, melynek gorbiilete sehol sem tiinik el. A ~-hoz
rendelt tubusfeliilet alkalmazéasaval bizonyitani lehet a ~ teljes gorbiiletére vonatkozo
egyenlétlenségeket is. Az a sugard tubusfeliiletnek tovabbiak sordn is a (6.24) 6sszefiiggés-
sel leirt paraméterezését fogjuk alkalmazni.

Vildgos, hogy a ~ gérbe Bs binormdlis vektormezdjének palydja rajta van az S>
szféran. Valasszunk most egy olyan w egységvektort, melyet a Bs, —Bj gorbék palyaja
nem tartalmaz, vagyis amelyre barmely u € [0, b] esetén igaz w # Bs(u) és w # —Bgs(u).
Tekintsiik azt a w-hez rendelt hy, : [0,b] — R fiiggvényt, melyet a

ha (u) = (y(u) = ~(0), w) (6.28)



Osszefiiggés ir le. Vegyiik észre, hogy a w egységvektorra kiszabott feltétel miatt a hy,
fiiggvény nem lehet konstans, vagyis hy # 0. Emellett kimondhato vele kapcsolatban az
alabbi segédtétel.

6.38. Lemma Legyen uy € [0,b0] egy olyan hely, amelyre fenndll bl (ug) = 0. Ekkor
1gazak az alabbi kijelentések.
(1) Ha vesszik a p = (ug) + aw pontot, akkor van olyan vy € [0,2n] érték, amelyre
teljestil

r(ug, vo) = p és N(ug,vg) = w.

(2) A hy figguény mdsodrendd derivdltjdra fenndll bl (ug) # 0.

Bizonyitds. A (6.28) kifejezésb6l adéds 0 = hi,(ug) = (¥'(uo), w) egyenldség szerint a
w vektor merdleges a v/ (ug) = T(ug) tangencidlis egységvektorra, és emiatt parhuzamos
a v gorbe ug-beli normélsikjaval. Eszerint w el6all a Bo(ug) = F(ug) és Bs(ug) = B(u)
vektorok linearis kombinacidjaként a

w = sin vg Ba(ug) 4 cos vy Bs(uo)
alakban valamely vy € [0, 27] érték mellett. Ennnek kovetkeztében teljesiil
p = v(up) + aw = r(ug, vp),

tehat p az M = r(D) tubusfeliiletnek egy pontja. Az N normalis egységvektorra
korabban kapott N(u,v) = sinv By(u) + cosv Bs(u) sszefiiggésbdl pedig adédik, hogy
igaz N(ug, vg) = w.

Rétériink a (2) kijelentés igazoldsara. A valédi gorbékre vonatkozd elsé Frenet-
formulabdl és a (6.28) egyenletbdl kivetkezik, hogy fennall

Mo (o) = (" (uo), w) = (T'(uo), w) = r(uo) - (F(uo), w) .

Mivel w egy normalvektor a «(ug) pontban és nem parhuzamos a B(ug) binormalissal,
(F(ug),w) # 0 teljesiil. A fenti 0sszefiiggésbdl emiatt azt nyerjiik, hogy Rl (ug) # 0. O

A 6.38. Lemmabdl nyilvan kovetkezik, hogy a h, fiiggvénynek az uqy helyen vagy
lokalis maximuma vagy pedig lokalis minimuma van.
Alkalmazni fogjuk majd az aldbbi segédtételt is.

6.39. Lemma Legyen az uy € (0,b) egy olyan hely, ahol a hy fliggvénynek lokdlis
mazimuma van. Ekkor p = v(ug) + aw a tubusfeliiletnek egy elliptikus pontja, vagyis a
p = r(ug,vy) egyenléségben szerepld vy paraméterre igaz m < vy < 2.
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Bizonyitds. Mivel ugy egy lokalis maximumbhely, igy fennéll Al (up) = 0. A 6.38. Lemma
szerint ekkor van olyan vy € [0,27] érték, hogy igaz p = r(ug,v9). Ugyancsak az
el6z6 segédtételbdl adddik, hogy a masodik derivaltra ez esetben fenndll a A (ug) < 0
egyenlotlenség. Ily médon a Taylor-tétel kovetkeztében van olyan € > 0 szam, hogy
(ug—e,ug+e¢) C (0,b) és teljesiil hy (u) < hy(ug) barmely olyan u-ra, ahol 0 < |u—ug| <
€. Kénnyti belatni, hogy ennek kovetkeztében fennall az

{r(u,v) —p,w) <0

egyenlStlenség, amennyiben u € (ug — €,uy +€), v € [0,27] és (u,v) # (ug, vo).

Tekintsiik most a tubusfeliilet P érintésikjat a p = ~(ug) + aw pontban. Mivel a
feliilet p-beli normalvektorara fenndll N(ug,vg) = w, a P érintdsikot az R® tér azon q
pontjai alkotjdk, amelyek kielégitik a (q — p, w) = 0 egyenletet.

A fenti egyenl6tlenség szerint az r((ug — €,up + €) x [0,27]) feliiletdarab a p-beli
P érintésik egyazon oldaldra esik. A 6.19. Allitds kovetkeztében a p pont nem lehet
hiperbolikus. Mivel a w egységvektor nincs rajta a By, —Bj gorbék palydjan, vagyis
igaz vy # w és vy # 27, p parabolikus pont sem lehet. Ily médon p egy elliptikus pont
a tubusfeliileten, és ebbdl mar adodik m < vy < 27 teljesiilése. [

Az eloz6 segédtételek alkalmazésaval a ~ gorbe teljes gorbiiletével kapcsolatosan
bizonyitani lehet az alabbi allitast.

6.40. Allitas Legyen ~ : [0,b] — R3 egy olyan egyszerti zdrt gérbe, melynek gérbiilete
sehol sem tinik el. Ekkor a ~ teljes gorbiiletére fennall k() > 2.

Bizonyitds. Vegyiink egy olyan w € S? egységvektort, amelyre igaz w # +Bs3(u) barmely
u € [0, b]-ra. Tekintsiik a (6.28) egyenlettel leirt hy, fiiggvényt. Legyen uy az a hely, ahol
hw felveszi maximumat. Mivel v egy egyszerii zart gorbe, igy teljesiil hl (ug) = 0. A
6.38. és 6.39. Lemmak szerint van olyan vy € (m,27) érték, amelyre igaz N(ug, v9) = W.

Tekintsiik most az N normalis egységvektormez6 lesziikitését a B = [0,b] x [, 27|
zart téglalapra. Az N(B) alakzat kompakt, mert az N leképezés folytonos. Emiatt
az N(B) ponthalmaz tartalmazza az N([0,b] x (7,2 7)) alakzatnak a gombfeliiletre es6
torléddsi pontjait. Ebbdl a tényb6l és a fenti eredménybdl mar kivetkezik az N(B) = S?
egyenléség. Az N : B — R3 fiiggvény tehdt leirja a teljes S? egységgdmbot, amelynek
felszinére igaz F(S?) = 47. Innen a Gauss-gorbiilet r(B) feliiletdarabon vett felszin
szerinti integréljara (6.23) alkalmazasaval a

K(r(B)) = / /B K (u,v) \/det G(u,v) dudv
://B||c91N(u,v)><(‘32N(u,v)H dudy > 47

Osszefiiggést nyerjiik. Ily modon a 6.37. Allitasbol mar adédik, hogy fennall
k(y) > 2m. O
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A fentiek soran igazolt allitasnél egy er6sebb tétel is kimondhato. Az alabbi eredményt,
amelyet bizonyitas nélkiil kozliink, Fenchel tételeként szokds emliteni.

6.41. Tétel Tetszbleges R3-beli v eqyszert zdrt girbe teljes gorbiiletére teljesiil a
k() > 21 egyenldtlenség.

Eqgy v egyszeri zdrt gorbére fenndll a k() = 21 dsszefiiggés akkor és csak akkor, ha
a vy eqy konvex zart sikgorbe.

A nem kibonthaté csomot leiré zart gorbe teljes gorbiilete

Ha az olvasé korabban még nem folytatott komolyabb topoldgiai tanulmanyokat, a
szemlélet alapjan akkor is van egy képe arrdl, hogy egy egyszeri zart gérbe palyaja
mikor ad kibonthaté csomét az R? euklideszi térben. Pongyoldn fogalmazva a pélya
akkor képez egy kibonthaté csomét, ha eléall egy a zart korlemezzel homeomorf feliilet
peremeként. A 6.4. dbran egy nem kibonthaté csomé lathato.

6.4. dbra. Egy nem kibonthat6 térbeli csomé.

6.42. Allitas Legyen ~y : [0,b] — R3 olyan egyszert zdrt gorbe, amelynek girbiilete nem
tinik el és a teljes gorbiiletére fenndll a k() < 47 egyenldtlenség. Ekkor a ~ dltal leirt
csomo kibonthato.

Bizonyitds. A 6.40. Allités bizonyitdsdban alkalmazott eljérast alkalmazzuk. Ez alapjdn
a k() < 4 Osszefiiggés kovetkeztében az N : B — R? fiiggvény nem frja le kétszeresen
az S? egységgtmbot. Kordbbi eredményeink szerint ekkor van olyan w € S? egységvektor,
hogy a (6.28) egyenlettel leirt a hy, fiiggvénynek egyetlen pontban van lokdlis maximuma.
Jelolje most u; ezt a helyet, és evidens, hogy hy az u; pontban veszi fel a maximumaét.
Vegyiik észre, hogy a hy, fiiggvénynek egyetlen helyen van lokalis minimuma, tehét csak
abban a pontban, ahol a h, felveszi minimumat.
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6.5. abra. A korlemezzel homeomorf alakzat konstrukcioja.

Az altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a hy, fiiggvénynek a 0
helyen van minimuma, hiszen ez mindig elérhet6 az egyszerii zart gérbe atparaméterezésével.
Ekkor a hy, fliggvény szigorian monoton névekvé a [0, u;] intervallumon, és szigorian
monoton csokkené az [uq,b] intervallumon. (Lésd a 6.5. dbrat.)

Tekintsiik most azokat a sikokat R3-ban, amelyek merdlegesek a w egységvektorra
és van kozos pontjuk a v gorbe pélydjaval. Ha ezek koziil elhagyjuk a v(0) és ~(uq)
pontokon atmeno sikokat, akkor ezek a sikok a térben elvélasztjik egymastél a két
pontot. A fentiek alapjan mar adédik, hogy egy ilyen sik pontosan egy pontban metszi el
a Gy =v([0,u1]), Go = ~([us,b]) gorbeiveket. Tehat ezeknek a w-re meréleges sikoknak
pontosan két metszéspontjuk van a ~([0,27]) palyaval. A kapott metszéspontokat
0sszekotd szakaszok unidjaként pedig egy olyan alakzatot nyeriink, amely homeomorf
a zart korlappal. A kapott alakzat pereme viszont megegyezik a « gorbe pélydjaval, és
ebbol mar addédik, hogy a ~ altal leirt csomo kibonthato. O

Az el6bbi allitas miatt igaz az alabbi kijelentés.

6.43. Kovetkezmény Legyen ~ olyan egyszeri zdrt gorbe, amelynek gorbiilete nem
tinik el és egqy nem kibonthatd csomdt ir le. Ekkor teljesil r(7y) > 4.

A kovetkezd bizonyitas nélkiil kozolt eredményt, amely valamelyest erdsebb a fenti
kovetkezménynél, a Fary-Milnor-tételként tartjak szamon a szakirodalomban.

6.44. Tétel Ha azR3-beli~ egyszert zdrt gorbe dltal adott csomo nem kibonthatd, akkor
a vy teljes gorbiiletére fennall k() > 4w .
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6.6. Lefejtheto vonalfeliiletek

Ebben az alfejezetben olyan elemi feliileteket targyalunk, amelyek lokalisan izometrikusan
leképezhetoek a sikra.

6.45. Definicié Egy R3-beli M sima feliiletet vonalfeliiletnek mondunk, ha az M bdrmely
pontjan dthalad eqy olyan requldris feliileti gorbe, amelynek pdlydja egy egyenesszakasz.

Vonalfeliiletet az aldbbi eljarassal nyerhetiink. Vegyiink egy olyan ~ : I — R3
reguldris gorbét, ahol az I intervallum nyilt. Legyen B : I — R? egy olyan C*-osztély1i

leképezés, amelyre barmely u € I esetén igaz ||B(u)|| = 1. Valamely J C R intervallumot
véve tekintsiik azt a C®-osztélytd r : I x J — R? vektorfiiggvényt, melyet az
r(u, v) = (u) + v B(u) (6.20)

Osszefiiggés ir le tetszoleges u € I és v € J mellett. Az elso parcidlis derivaltak
Orr(u,v) =~'(u) +vB'(u), Oer(u,v) = B(u)
kifejezései alapjan tehat fenndll

oir(u,v) X Oor(u,v) = v'(u) X Bu) +v - B (u) x B(u). (6.30)

6.6. abra. A « gorbével és a 3 leképezéssel meghatarozott vonalfeliilet.
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A tovabbiakban feltessziik, hogy az r leképezés eleget tesz az 5.1. Definiciéban
szereplo feltételeknek, vagyis egy elemi feliiletnek a paraméteres eldallitasa. Tekintsiik az
M =r(I x J) elemi feliiletet. Vilagos, hogy ekkor r masodik paramétervonalai feliiletre
es szakaszokat (vagy egyeneseket) adnak. Ezeket nevezziik az M vonalfeliilet alkotdinak.
(Lésd a 6.6. abrét.)

Vegyiik észre, hogy a 0y or(u, v) = 0 egyenléség kovetkeztében a bye mésodik fémennyi-
ség eltiinik. Ily médon a (6.15) osszefiiggésbél mar addédik, hogy a K szorzatgorbiilet
fiiggvényre igaz K < 0, vagyis a vonalfeliiletnek nem lehet elliptikus pontja.

6.46. Definicié A (6.29) egyenlettel leirt M = r(I x J) wvonalfeliletet lefejthetének
mondjuk, ha az alkotor mentén az N normdalis egqyséquektor dllando.

Megjegyzés Célszertinek latszik itt részletesebben leirni az elobbi definicié tartalmat.
Valamely u € I mellett vegyiik az n, : J — R leképezést, amelyre igaz n,(v) = N(u,v).
Az M vonalfeliiletet akkor hivjuk lefejthetének, ha barmely u € I esetén az n,, leképezés
konstans.

6.47. Allitas Az M = r(I x J) vonalfelilet lefejthetd akkor és csak akkor, ha a felilet
Gauss-gorbiiletét leirc K : I x J — R fiigguény eltinik.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy az M lefejtheto. Az elébbi definiciébdl adédik, hogy
ekkor tetszdleges (u,v) € I x J helyen teljesiil 9N (u,v) = 0. Ebbdl az kovetkezik, hogy
a Weingarten-leképezésekre fenndll Ay, ) (0or(u,v)) = 0. Mivel az Ay, .) Weingarten-
leképezésnek 0 egy sajatértéke, a sajatértékek szorzata is 0, vagyis K (u,v) = 0.

Induljunk most ki abbdl a feltevésbol, hogy a K fliggvény eltiinik az I x.J tartomanyon.
Ekkor a byy = 0 0sszefiiggésbél és a (6.15) kifejezésbol adodik, hogy bio = 0 is teljestil.
Mint ismeretes, a masodik fémennyiségek a pontbeli érintGtereken vett masodik alapfor-
makat hatdrozzak meg. A fentiek kovetkeztében tehat fenndllnak az

( Ay(up) (Oor(u,v)), 0ir(u,v)) =0

(i = 1, 2) egyenléségek. Mivel a Oir(u,v) és Oor(u,v) vektorok linedrisan fiiggetlenek,
ezekbél mér kévetkezik, hogy igaz Ay () (02r(u,v)) = 0. Ily médon fennall 0N (u,v) =
0, tehat az N normélis egységvektormez6 konstans a masodik paramétervonalak (vagyis
az alkoték) mentén. O

A vonalfeliilet lefejthetoségére megadhato egy mésik kritérium is.

6.48. Allitas Az M = r(I x J) vonalfeliilet lefejthetd akkor és csak akkor, ha tetszdleges
u € I helyen a v'(u), B(u), B'(u) vektorok linedrisan dsszefiiggbek.
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Bizonyitds. Az el6z6 allitas szerint M pontosan akkor lefejtheté, ha a K fiiggvény
eltlinik. Mivel mindig fenndll bys = 0, az M lefejthetosége egyenértékii azzal, hogy a
b12 masodik fémennyiség eltiinik. Ez viszont akkor teljesiil, ha barmely (u,v) € I x J
esetén a 0y or(u,v) = B'(u) vektor meréleges az N(u,v) egységvektor irdnydt megadd
O1r(u,v) X Oor(u,v) szorzatra. Ily médon a (6.30) Osszefiiggésbdl mar kovetkezik, hogy
az M vonalfeliilet akkor és csak akkor lefejthetd, ha igaz (v/(u) x B(u),3'(u)) =0. O

A hengerfeliilet lefejtése a sikra

A hengerfeliilet fogalmaval mar taldlkoztunk az 5.1. Példaban. Legyen adott egy olyan
~ : I — R? regularis egyszerfi gorbe, melynek palydja benne van egy sikban, tovabba
egy olyan w egységvektor, amely nem péarhuzamos a sikkal. Tekintsiik az r(uy,us) =
~(u1) + ug w egyenlettel leirt r : [ X R — R leképezést. Az r &ltal leirt vonalfeliiletet
(altaldanos) hengerfelilletnek mondjuk.

A parcidlis derivaltak Oir(uq, us) = ' (uy) és Oor(uy, us) = w kifejezéseibdl adddik,

v (u1) X w

19/ (u1) x wi]
és uy € R esetén. Ily médon teljesiil 05N (uq,ug) = 0. Eszerint az N vektormez6 az
alkoték mentén dllando, tehét az M = r(I x R) hengerfeliilet egy lefejtheté vonalfeliilet.

hogy a normélis egységvektormezére fenndll N(uq, ug) = barmely u, € 1

Legyen S egy olyan sik, amely meroleges az alkotok iranyat megado w egységvektorra.
Ha vessziik ezen S sik metszetét az M hengerfeliilettel, akkor egy G egyszerti gorbeivet
nyeriink. Egy megfelel6 J intervallumon vegyiink egy olyan ivhossz szerint paraméterezett
4+ J — R3 gorbét, amelynek pdlydja éppen G. (Az S sik altal kimetszett G egyszerti
gorbeivet a hengerfeliilet normélmetszetének mondjuk.)

Konnyt belatni, hogy ekkor az t(u,v) = 4(u) + vw egyenlettel leirt ¥ : J x R — R3
vektorfiiggvény ugyancsak egy paraméteres eldallitasa az M hengerfeliiletnek. Mivel a
4 gorbe sebességvektorai merdlegesek w-re, azt kapjuk, hogy az r paraméterezés elsd
fomennyiségeire teljesiil

Gu(u,v) =1, gia(u,v) =0, Gaa(u,v) =1

barmely (u,v) € J x R esetén.

Vegyiik a z = 0 egyenletli P koordinédtasiknak az r(u,v) = ue; +v ey egyenlettel leirt
I : R?2 — R? természetes paraméterezését. Vildgos, hogy ekkor is a fenti dsszefiiggések
igazak az els6 fomennyiségekre. Tekintsiik azt a p: M — P sima leképezést, amelyet a
p(t(u,v)) = t(u,v) egyenlet ir le. Az 5.29. Tételbél mér kovetkezik, hogy a p leképezés
izometrikus. Ezek alapjan igaz az alabbi kijelentés.

6.49. Allitas A hengerfeliilet izometrikusan leképezhetd eqy sikbeli tartomdnyra.
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A kupfeliilet lefejtése a sikra

Legyen adott egy ~ : I — R? egyszerti sikgorbe, amelynek palyaja benne van a tér egy
S sikjdban, tovabbéd egy c pont, amelyet S nem tartalmaz. Tekintsiik az r(uq,us) =
C + us (y(uy) — ¢) dsszefiiggéssel meghatdrozott r : I x (0,00) — R? vektorfiiggvényt,
amely egy elemi felilletet ir le. Az M = r(I x (0,00)) vonalfeliiletet kupfeliiletnek
mondjuk.
Koénnyt belfjitni, hogy a normalis egységvektormezore fennall
N(uq,ug) = v () x (y(w) = ¢) tetsz6leges tetszbleges uy € I és us € (0,00) esetén.
[ () % ((a) —©)] |

Ebbdl mar latszik, hogy az alkotok mentén az N allandé, tehat az M kupfeliilet lefejtheto.

Az alabbi allitas szerint a kupfeliilet lokalisan izometrikus a sikkal.

6.50. Allitas A kupfeliilet az alkotoi mentén feloszthato olyan feliletdarabokra, hogy
azok izometrikusan leképezhetoek eqy sikbeli tartomdanyra.

Bizonyitds. Az allitast ugy igazoljuk, hogy a kupfeliiletet leiré r leképezésnek vessziik
egy alkalmas atparaméterezését.
_ ) —c
Iv(t) —<ll’
meg. Lathatd, hogy fenndll ||a(t)|| = 1 és &/(t) # 0. Tekintsiik az a gorbének egy olyan
B :J — R? ivhossz szerinti dtparaméterezését, amelynél teljesiil 0 € J.
Vegyiik az t : J X (0,00) — R? leképezést, amelyre fenndll #(u,v) = ¢ + v B(u).
Nyilvanvalo, hogy r ugyancsak az M kupfeliiletnek egy paraméterezése. Ennek parcidlis
derivéltjaira a

Legyen a : I — R3 az a leképezés, melyet az a(t) t € I, egyenlet ad

Ot (u,v) = v (u), 0ot (u,v) = B(u)
kifejezések addédnak. Ily médon az els6é fémennyiségekre teljesiil
a1 (u,v) = 02, g12(u,v) =0, G2o(u,v) = 1.
Legyen T : (—m/2,7/2) x (0,00) — R? az a leképezés, amelyre igaz T(u,v) = v(sinue; +

cosu ey). Vilagos, hogy T egy félsikot ir le az R? tér 2 = 0 egyenletii sikjdban. Kozvetlen
szamolassal azonnak addédik, hogy az r paraméterezés elsé fomennyiségeire fennall

§11(Ua U) = U27 gl?(ua ’U) - 07 QQQ(U, ’U) =L

Vegyiink egy olyan J C J intervallumot, amelyre igaz J C (—m/2,7/2), tovabba vegyiik
az M kipfelillet M = r(J x (0,00)) darabjat. Tekintsiik most azt a p : M — M
sima leképezést, amelyre fenndll p(#(u, v)) = #(u, v) barmely u € J és v € (0, 00) esetén.
Ekkor az 5.29. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy p egy izometriat ad meg a kupfeliiletre
esé M elemi feliilet és a (M) sikbeli tartoméany kozott. O
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A valodi gorbe érintofeliillete, mint lefejthet6 vonalfeliilet

Legyen adva egy {vhossz szerint paraméterezett v : I — R3 valédi gérbe. Mint ismeretes,
ekkor a v gorbe kiséré Frenet-bazisanak T, F, B vektormezdire teljesiil T(u) = v/ (u),

L "(u) és uw) = T(u) x F(u
F(U)ZW’Y() B(u) = T(u) x F(u).

A D=1 x(0,00) tartoményon vegyiik az
r(u,v) =~(u) +vvy'(u) (6.31)
egyenlettel leirt r : D — R3 vektorfiiggvényt. Ennek parcidlis derivéltjaira a
orr(u,v) = T(u) +vk(u) F(u), Oor(u,v) = T(u)
egyenloségek adddnak, ahol k a v gorbe gorbiileti fiiggvénye. Ezek alapjan teljestil
orr(u,v) X dor(u,v) = —v k(u) B(u) (6.32)

barmely (u,v) € D esetén. A fenti Osszefliggés azt mutatja, hogy a C*>-osztalyi r
leképezés regularis. A tovabbiakban feltessziik, hogy az r vektorfiiggvény egy elemi
felilletnek a paraméterezését adja.

6.51. Definicié A (6.31) egyenlettel leirt M = r(D) sima feliletet a v wvalodi girbe
érintofeliletének mondjuk.

A (6.32) kifejezésbdl addédik, hogy a normalis egységvektormezore igaz N(u,v) = —B(u).
Ebbol mar kovetkezik, hogy az M érintofeliilet egy lefejtheté vonalfeliilet. Az alabbi
allitas szerint az érintofeliiletre is igaz az, hogy lokélisan izometrikus a sikkal.

6.52. Allitas Az érintofelilet az alkotoi mentén feloszthato olyan feliletdarabokra, hogy
azok izometrikusan leképezhetoek eqy sikbeli tartomdnyra.

Bizonyitds. Konny beldtni a parcialis derivaltak kifejezései alapjan, hogy az r paraméte-
rezés elso fomennyiségeire fennall

g11(u,v) =1+ v? %(U)2; Gr2(u,v) =1,  go(u,v) =1.

Alkalmazzuk most a gérbeelmélet alaptételét, a 2.39. Tételt. Eszerint van olyan ivhossz
szerint paraméterezett v gorbe, amelynek & gorbiiletére és 7 torzidjara fennall £ = K és
7 = 0. A torzié eltlinése miatt v egy sikgorbe. Mint ismeretes, a 7 gorbe csak izometria
erejéig meghatarozott. Emiatt feltehetjiik, hogy az altalunk kivalasztott és rogzitett
7 : I — R3 gorbe palyaja benne van az R? tér z = 0 egyenletii koordinatasikjdban.
Tekintsiik most azt az  : D — R? leképezést, amelyre igaz t(u,v) = 4 (u) + vy (u)
barmely u € I és v € (0,00) esetén. Legyen J egy olyan részintervalluma I-nek,
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6.7. dbra. A ~: I — R3 valédi gorbe érintéfeliilete.

amelyre igaz az, hogy az t|J x (0,00) lesziikitett leképezés eleget tesz az 5.1. Definicid
feltételeinek, vagyis egy elemi feliiletnek a paraméterezése. Mivel 4 pélyaja benne van
a z = 0 egyenletii sikban, az M = #(J x (0,00)) feliilet ennek a siknak egy darabja.
Az pedig konnyen belathatd, hogy az r paraméterezéshez tartozé elsé fomennyiségekre
is éppen a fenti kifejezések adodnak.

Tekintsiik most a 4 érintéfeliiletén az M = r(.J x (0, 00)) feliiletdarabot, tovabbé azt
a p: M — M sima bijekci6t, amelyet a p(r(u,v)) = #(u,v) egyenlet ir le az u € J és
v € (0,00) értékekre. Ekkor az 5.29. Tételb6l mar kovetkezik, hogy p egy izometriat ad
a két elemi feliilet kozott. O

A lefejthet6 vonalfeliiletek jellemzése

Az el6z6ek soran belattuk, hogy a hengerfeliiletek, a kupfeliiletek és az érintofeliiletek
lokalisan lefejthetoek a sikra, azaz feloszthatdak olyan feliiletdarabokra, amelyek mar
izometrikusan leképezhetoek a sikba.

Az alabbi tétel szerint a hengerfeliileteket, a kupfeliileteket és az érintéfeliileteket
tekinthetjiikk a lefejthet6 vonalfeliiletek alaptipusainak, mivel egy vonalfeliillet mindig
feloszthato olyan darabokra, amelyek rendre a harom feliilet egyikének felelnek meg.

6.53. Tétel Legyen adva a (6.29) dsszefiiggéssel ledrtr : I xJ — R3 leképezés, amely egy
M lefejthetd vonalfeliiletnek a paraméteres elodllitasa. Az I nyilt intervallum felbonthato
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olyan diszjunkt nyilt L, (n€ A) részintervallumokra, hogy az A index halmaz megszdmldl-
hato és barmely n € A esetén az r(L, x J) elemi felilet vagy egy hengerfeliletnek, vagy
eqy kupfeliiletnek, vagy pedig eqy érintofeliletnek a darabja.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 6.48. Allitést, amely egy kritériumot ad a lefejthetdségre.
Eszerint tetszbleges u € I helyen a v/(u), B(u), B'(u) vektorok linedrisan sszefiiggbek.

Legyen L olyan nyilt részintervallum I-ben, amelyen a 3 fiiggvény eltiinik. Ekkor a
B : L — R3 leképezés konstans, vagyis valamely w egységvektorra igaz B(u) = w, u € L.
Vildgos, hogy ekkor az r(L x J) elemi feliilet rajta van azon a hengerfeliileten, melyet
azon egyenesek alkotnak, melyek parhuzamosak a w-vel és metszik a «y|L gorbe pély4jat.

Tekintsiink most egy olyan N C I intervallumot, amelyen a @ fiiggvény sehol
sem tiinik el. Mivel a B'(u) vektor merSleges a B(u) egységvektorra, ez a két vektor
linedrisan fliggetlen. Emiatt barmely v € N esetén a v'(u) egységvektor eldéll ezek
linearis kombinaciéjaként. Eszerint egyértelmiien léteznek olyan f, h : N — R valds
fiiggvények, hogy teljesiil

¥'(u) = f(u) B(u) + h(u) B'(u) (6.33)

barmely u € N esetén.
Vegyiik azt a § : N — R3 leképezést, melyet a 8(u) = y(u) — h(u) B(u) egyenlet ad
meg. Kozvetlen szamoldssal adddik, hogy a (6.33) kifejezés miatt ennek derivéltjara igaz

&' (u) = (f(u) = W'(u)) Blw). (6.34)
Tegyiik fel, hogy az f — h' fiiggvény eltlinik az L. C N intervallumon. Ekkor a §
vektorfiiggvény konstans az L-en, vagyis valamely ¢ pontra fennall vy(u) — h(u) B(u) = ¢
barmely u € L-re. Ily médon a v(u) = ¢ + h(u) B(u) egyenléség alapjan azt kapjuk,
hogy teljesiil

r(u,v) =c+ (v+ h(u)) B(u)

barmely u € L és v € J esetén. A fenti Osszefiiggés alapjan mar belathatd, hogy az
r(L x J) feliilet rajta van azon az alakzaton, amelyet azok az egyenesek alkotnak, melyek
athaladnak a ¢ ponton és parhuzamosak valamelyik 3(u) (u € L) egységvektorral. Ebbél
mar kovetkezik az, hogy az r(L x J) elemi feliilet rajta van egy c cstcsponti kupfeliileten.

Végiil tegytik fel, hogy L egy olyan részintervallum N-ben, amelyen az f—h' fiiggvény

fu) = W' (u)
Mivel B'(u) # 0 igaz barmely u € L-re, a (6.34) kifejezés alapjan koénnyen igazolhato,
hogy a &' (u) és 8" (u) vektorok linedrisan fiiggetlenek. Emiatt a 6| L gorbe valddi, vagyis
a gorbiilete sehol sem tiinik el.

sehol sem tiinik el. Ekkor nyilvan teljesiil a 8(u) = 8'(u), u € L, egyenléség.
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Az elobbi Gsszefiiggések alapjan fennall

v+ h(u)
fu) =1 (u)
tetszéleges u € L és v € J értékek mellett. A (6.35) egyenldség szerint az r(L x J)

felilletet tartalmazza az az alakzat, melyet a §|L gorbe érintéegyenesei alkotnak. Ennek
kovetkeztében az r(L x J) elemi feliilet rajta van egy érintéfeliileten.

r(u,v) = d(u) + &' (u) (6.35)

Az I intervallum felosztasat részintervallumokra az aldbbi mdédon végezhetjiik el.
Az I-n el6szor vegyiik azon tovabb mar nem bévithet6 részintervallumokat, melyeken
a @ fiiggvény eltiinik. Ezeknek az M vonalfeliiletre esé hengerfeliilet-darabok felelnek
meg az r paraméterezés szerint. Amennyiben egy olyan N maximalis részintervallumot
vesziink I-ben, amelyen a 3 sehol sem tiinik el, akkor a (6.33) egyenlettel megadott
f, h figgvényeket kell tekinteniink. Ezek alapjan az N-ben jeloljiik ki azon maximalis
részintervallumokat, melyeken az f — h' fiiggvény vagy eltiinik, vagy pedig sehol sem
tinik el. A fent leirtak alapjan ezeknek a részintervallumoknak az M-re es6 kupfeliilet-
darabok, illetve érintofeliilet-darabok felelnek meg.

Belathaté, hogy a kapott nyilt részintervallumok és azok hatarpontjai kiadjak a teljes
I intervallumot. Mint ismeretes, egy intervallum mindig tartalmaz raciondlis szamokat.
Mivel a raciondlis szamok megszamlélhatoak, a felbontassal nyert részintervallumok is
megszamlalhatoak. Ezzel a tétel igazolast nyert. n

Egy sima feliiletet akkor mondunk parabolikusnak, ha a Gauss-gorbiilet az Osszes
pontjaban eltiinik. Az alabbi tétel bizonyitdsa azon alapul, hogy a nem umbilikus
hely egy megfelel6 kornyezetén meg lehet adni egy olyan atparaméterezést, amelynél
a paramétervonalak gorbiileti vonalakat képeznek.

6.54. Tétel Legyen adott eqy M parabolikus elemi feliilet azr : D — R® paraméterezéssel.
Ha a p = r(a) felileti pont nem plandris, akkor a-nak van olyan U dsszefiiggd nyilt
kornyezete D-ben, hogy az r(U) feliletdarab egy lefejthetd vonalfeliilet.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a p pont nem planaris. Ez nyilvan azt jelenti, hogy az
egyik p-beli f6gorbiilet nem 0. Emiatt a-nak van olyan V (V C D) kérnyzete R?-ben,
hogy az r(V) feliiletdarab egyik pontja sem plandris.

A 6.27. Tétel kovetkeztében az a = (aq, ay) pontnak megadhaté egy olyan U osszefiiggd
nyilt kornyezete, hogy U C V és az r|U leképezés atparaméterezhet6 az alabbi médon:

Az dtparaméterezést leir6 ¢ fiiggvény egy R2-beli I x J nyilt téglalapon van értelmezve,
vagyis teljestil ¢(I x J) = U, tovédbbd az T = r o ¢ vektorfiiggvény paramétervonalai
gorbiileti vonalak.

Azt : I xJ — R? paraméterezéshez tartozoé fégorbiileti fiiggvények legyenek &y és &y.
Mivel az (I x J) feliiletdarab egyik pontja sem plandris, az egyik fégorbiileti fiiggvény
sehol sem tiinik el. Tegyiik fel, hogy jelen esetben fenndll &1 (u,v) # 0 és Ra(u,v) = 0
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barmely (u,v) € I x J helyen. Az aldbbiak sordan be fogjuk latni, hogy ekkor az T
vektorfiiggvény masodik paramétervonalai nyilt egyenesszakaszok vagy egyenesek.

Mivel a paramétervonalak most gorbiileti vonalak és a fogorbiiletek az 6sszes pontban
kiillonbozéek, a O 1(u,v), OoT(u,v), N(u, v) vektorok paronként merdlegesek egymésra
tetszéleges u € I és v € J esetén. Emiatt teljesiil g1 = 0. Vegyiik észre azt is, hogy
a Weingarten-leképezés értelmezése alapjan fenndll a  O;N(u,v) = —#&;(u,v) 9;F(u, v)
egyenlet (i =1, 2). [ly médon a &N fiiggvény eltiinik.

Tekintsiik a (0oF (u, v), N(u,v)) = 0 Osszefiiggést. Ha vessziik ennek a mésodik valtozo
szerinti parcidlis derivaltjat, akkor azt nyerjiik, hogy igaz

(D997 (1, v), N(u,v)) = —(0sF(u,v), HN(u,v)) = 0. (6.36)

Ismét kihasznalva a 9N = 0 egyenléséget, az I vegyes masodrendfi parcidlis derivaltjara
a
- N 1, < 0ok R Ry . .
a1,21‘ = 82(811‘) = 0y <—~— (91N): ?—12 ON = —# or
K1 (/ﬂ?l) K1
egyenléség adédik. Ennek kovetkeztében teljestil (0) oF (u, v), Oof (u, v)) = 0.
Mint arra mar utaltunk a fentiek soran, a g5 elsé fomennyiség eltiinik. Ha vessziik a
g12 fliggvénynek a masodik valtozd szerinti parcialis derivaltjat, akkor a

0 = g1 = Do((OIT, 0oT)) = (01 oF, OoT) + (O1T, D2 oT)

Osszefiiggéshez jutunk. A fenti eredményekbdl mar adodik, hogy
(0o 0T (u, v), 1T (u,v)) =0 (6.37)

teljestll tetszoleges (u,v) € I x J esetén.

A (6.36) és (6.37) Osszefiiggések kovetkeztében a 0soF(u,v) vektor parhuzamos a
OoT (u, v) vektorral. Ily médon (2.4) alapjan azt kapjuk, hogy a mésodik paramétervonalak
gorbiilete eltiinik. Ezt felhasznalva a 2.12. Allitasbol kovetkezik, hogy a masodik
paramétervonalak palyéi egyenesekre esnek, ami mar igazolja a tételt. O

6.7. Feladatok

1
6.1. Feladat Tekintsiik az r(u,v) = sin(u — 1)e; + 2 exp(l — v) ey + §(u2 + v?) e3
egyenlettel megadott v : R? — R3  wvektorfiigguényt és az dltala leirt sima elemi feliiletet.
Ezen felilet p = (0,2,1) pontjdban hatdrozzuk meg a w = e, +4eq —ey érintdiranyhoz
tartozd normdalgorbiletet (azaz a normdlmetszet gorbe eldjeles gorbiiletét).

6.2. Feladat Tekintsiik azr(u,v) = exp(2u) e;+exp(—2v) ea+(2u+v—3) e3 egyenlettel
megadott v : R? — R3 vektorfiiggvényt és az dltala leirt M = rv(R?) sima elemi feliiletet.
Ezen felilet p = (1,1,—3) pontjaban hatdrozzuk meg a w = e + 2ey érintdirdnyhoz
tartozo normalgorbiiletet.
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6.3. Feladat Vegyiik az elozo 6.2. Feladatban szereplo M elemi feliiletet a megadott r
paraméterezéssel. A o : (0,00) — R? leképezés, ahol o(t) = Inte; + (t — 1) ey igaz
barmely t € R-re, eqy sima gorbét ir le a D = R? paramétertartomdnyban. Tekintsiik a
~v =roo felileti gorbét. Hatdrozzuk meg ~y gorbiiletét a t = 1 helyen.

6.4. Feladat Legyen p eqy szférikus pontja az R3-beli M elemi feliiletnek. Tekintsiik a
p-n dthalado feliilleti gorbék p-hez tartozd gorbiileti kozéppontjait (azaz a gorbék simuld-
kéoreinek a kozéppontjait). Bizonyitsuk be, hogy ezek a pontok eqy gombfeliletre esnek.

6.5. Feladat Tekintsiik az r(u,v) = (u +v)e; + (u — v)ey + uves, (u,v) € R?
vektorfiigguény dltal leirt hiperbolikus paraboloidot. Ennekp = (2,0, 1) pontjaban hatdrozzuk
meqg a Gauss-gorbiiletet, a kozépgorbiiletet, a két fogorbiiletet és a foirdnyokat.

6.6. Feladat Tekintsik a ~(u) = a (In(tg %) + cos u) e; + a sin uey dsszefiggés dltal
leirt v : (0,7/2) — R3 girbét, melyet traktriznak mondanak. Ezen gérbének az x tengely
koriili forgatdsaval nyert forgasfeliiletet nevezik pszeudoszférdanak. Bizonyitsuk be, hogy a
pszeudoszféra mentén a Gauss-gorbiilet dllando.

6.7. Feladat Vegyiik a v(u) = ue; + ch,uey egyenlettel leirt v : R — R? egyszeri
stkgorbét. Forgassuk meg a =y gorbe palydjdat az x tengely koril. Az igy nyert forgasfeliiletet
paraméterezziik azr(u,v) = ue;+chu (cosvey+sinv ez) dsszefiiggés szerinti v vektorfigg-
vénnyel. lgazoljuk, hogy ez a forgdsfeliilet eqy minimdlfeliilet.

6.8. Feladat Vegyiik az r(u,v) = (u— 3 u® +uv?) e; + (v — 5 v° + vu?) e + (u> — v?) €3
osszefiiggéssel megadott vektorfigguényt és az dltala leirt in. FEnneper-féle feliiletet.
Hatarozzuk meqg a feliilet Gauss-féle gorbiiletét, kozépgorbiiletét és fogorbiileteit.

6.9. Feladat Vegyiink a térben eqy p = 1 paramétert; paraboldt és forgassuk meg a
vezéregyenese koril. Bizonyitsuk be, hogy az igy nyert forgdasfeliilet pontjaiban a két
fogorbiilet hanyadosa dllando.

6.10. Feladat Legyen adott eqy v : D C R?* — R3 wvektorfiigguény, amely az M sima
elems feliiletet irja le. Vegyiik a feliilet v paraméteres elédllitdsdnak megfelel6 N : D — R3
normdalis eqységuektormezot és a felilet fogorbiileteit ado k1, ko : D — R differencidlhato
figgvényeket. Legyen d egy olyan valds szdm, amelyre fennall d - ky(u,v) <1 és

d- ko(u,v) < 1 tetszdleges (u,v) € D esetén. Az t(u,v) = r(u,v) + dN(u,v) formula
altal nyert t vektorfigguény egy mdasik M feliiletet ir le, amelyet az M eqyik parallel
feliiletének neveziink. Igazoljuk, hogy az M feliilet fégorbiileti fligguényeire fenndall

Ki(u,v) (i=1,9)
1—d-ki(u,v) ~ 7

fA{,i<U,, ?J) =
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6.11. Feladat Tekintsiik az R® euklideszi térben a z = ax® + by®> (a > b) implicit
egyenlettel meghatarozott elliptikus paraboloidot. Hatdrozzuk meq ezen feliilet umbilikus
pontjait.

6.12. Feladat Egy M elem: felilet T,M érintoterében a féirdnyokat a vy, vo egységuek-
torok adjdk meg. Tekintsiink az érintétérben olyan wy, ..., w, (n > 2) egységuektorokat,
melyeknek a vi-gyel bezdrt (eldjeles) szige a, = o+ =2m (r=1,...n). Jelslje H, a
p-beli kozépgorbiletet és k,(w,) a w, irdnyhoz tartozo normdlgérbiiletet.

Bizonyitsuk be, hogy fenndll nH,=>""_, k,(w,).

6.13. Feladat Tegyiik fel, hogy az R3-beli M., M, sima elemi feliiletek metszete eqy
~ : I — R dltaldnos térgirbének a pdlydjdval esik egybe. A p = ~(t) (t € I) pontban
a felilletek normdlis eqységuektorainak hajldsszoge legyen o (o # 0, a # m), a feliletek
w = v/(t) irdnyd normalgérbiileteit pedig jelolje ky(w) és ko(w). Igazoljuk, hogy a ~y-nak
at helyen vett k(t) gorbiletére fenndll a

(k(t) sina)? = (ky(W))? + (ko (W))? — 2k (W) kao(W) cosa dsszefiiggés.

6.14. Feladat Azr: D C R? — R3 vektorfiigguény olyan elemi feliiletet ir le, amelynek
a vy =roo : I — R3 valddi feliileti gorbe aszimptotavonala. Legyen K : D — R a
feliilet pontjaiban a Gauss-gorbiletet megado fligguény. Bizonyitsuk be, hogy a ~ girbe
torzidjdra fenndll 7(t)> = —K oo (t) tetszéleges t €I helyen.

6.15. Feladat Legyenr : D C R? — R3 egy olyan vektorfiigguény, amely eqy M elemi
feliiletet ir le és az elsé fémennyiségeire fenndllnak a gi1(u,v) = goa(u,v), gia(u,v) =0
eqyenldségek. Bizonyitsuk be, hogy ez esetben M eqy minimdlfeliilet akkor és csak akkor,
ha az r koordindta-fiigguényer harmonikusak.

6.16. Feladat Az R? térben legyen adott eqy M ésszefiiggd kompakt sima feliilet. Mutassuk
meq, hogy az M feliiletnek van elliptikus pontja.

6.17. Feladat Legyen M egy olyan kompakt sima feliilet, amely egy térbeli konvex tarto-
madnyt hatdrol. Bizonyitsuk be, hogy az M feliiletnél a szorzatgorbiilet felszin szerinti
integraljdra fenndll K(M)=4m.

6.18. Feladat Tekintsiik azr(u,v) = ue;+v es+3 (u>4v?) 3 dsszefiiggéssel meghatdrozott
r : R? — R3 vektorfiigguényt, tovdbbd az dltala leirt M = r(R?) forgdsparabolidot. Vegyiik
az R? sikban a B = { (u,v) € R? | u? +v? < 1} kdrlemezt. Hatdrozzuk meg a Gauss-
gorbiilet felszin szerinti integraljdt az v(B) feliletdarabon.
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7. fejezet

Az elemi feliiletre vonatkozo
derivacios egyenletek

7.1. A Christoffel-féle szimbolumok

Tekintsiink egy M elemi feliiletet és annak egy rogzitett r : D C R? — R? paraméteres
eléallitasat. A tovabbiakban alkalmazni fogjuk az el6z6 két fejezetben bevezetett fogalma-
kat és jeloléseket.

A D paramétertartomany egy u = (uq, ug) pontjaban vegyiik az els6 fémennyiségekbél
képzett G(u) matrixot. Ennek inverzét ezt kovetéen H(u)-val jeloljiik. Legyen a
h¥i(u) (i, j = 1,2) szdm a H(u) szimmetrikus métrix i-edik soranak j-edik eleme.
Ily médon a h¥ : D — R differencidlhaté fiiggvényekhez jutunk, melyekkel fennall
22:1 Rk g = 5; , ahol 5; a jol ismert Kronecker-szimbdlum.

7.1. Definicié A Oir, Oor, N : D — R? feliileti vektormezdk hdrmasdt az M feliilet r
paraméterezéshez tartozo kiséré Gauss-bdzisanak mondjuk.

Vegyiik az r fiiggvény masodrendii parcidlis derivéltjait. Vilagos, hogy tetszoleges
uc D esetén a 0;;r(u) vektor felbonthaté egy a Ty M érintStérbe esé Gsszetevd és egy
arra merdleges Osszetevé Osszegére. Vegyiik észre, hogy a Ty M érintétérre merdleges

Osszetevo éppen a
(0ijr(u),N(u)) N(u) = b;;(u) N(u)

vektor. Ennek ismeretében fejezziik ki a 0; jr(u) vektort a dir(u), Odor(u), N(u) Gauss-
bézis linearis kombinécigjaként a

Oiyr(w) = 321, Tt (w) - 9r(u) + bij(u) - N(u) (7.1)

egyenlettel. Vilagos, hogy ez az elééllitas egyértelmi. Ily modon egy djabb fogalmat
lehet bevezetni.
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7.1. 4bra. Az elemi feliilet kiséré Gauss-bazisa.

7.2. Definicié A (7.1) kifejezés alapjin értelmezett T, : D — R (i,4,1 = 1,2)
fiigguényeket az M feliilet v paraméterezéséhez tartozo Christoffel-féle szimbolumoknak
nevezzik.

Megjegyzés Mint ismeretes, a Young-tétel szerint az r fiiggvény masodrendii parcialis
derivaltjaira igaz 0;;r(u) = 0;,r(u) barmely u € D helyen. Ennek kovetkeztében
a Christoffel-szimbolumok az alsé két indexiikre nézve szimmetrikusak, vagyis teljesiil
L =1t

J Ji

A Christoffel-szimbolumokat a kovetkez6 allitas alapjan hatarozhatjuk meg.

7.3. Allitas A Christoffel-féle szimbolumokra fenndll a

1
Iy = 2 S B (Digin + Digki — Ongij) (7.2)
0sszefliggeés.

Bizonyitds. A (7.1) egyenlet mindkét oldaldanak vegyiik a skaldris szorzatét a Ogr(u)
vektorral. Ezzel az eljarassal a

(O3 (w), pr(w)) = 327, T (w) - gir(w) (7.3)

osszefiiggést nyerjiilk. Ennek alapjan vezessiik most be a P;; : D — R fiiggvényeket
(1, 4, k =1, 2), melyeket a

Pk j(u) = (0;r(u), Ocr(u))

egyenl6ség ir le barmely u = (uy, uz) € D esetén. Nyilvanval6, hogy ezekre igaz Py ; =
P tetszbleges i, k, j indexek mellett. A g, = (0;r,0kr) elsé fémennyiség i-edik
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valtozo szerinti parcialis derivaltjara fennall
0;g;1(0) = (0;,r(u), Opr(u)) + (0;r(u), Ok,r(u)) .
Innen az ¢, j, k indexek ciklikus cseréjével a

digix(0) = Pipi(u) + Prji(u),  Ojgri(u) = Prij(u) + Py (),
Orgij(u) = Pyjp(a) + Pjix(u)

egyenloségekhez jutunk. Az elsé két egyenlet Gsszegébdl vonjuk ki a harmadikat. Ily
modon azt kapjuk, hogy teljesiil

Oigik(u) + Ojgri() — Orgij(u) = 2 Py ().
(7.3) alkalmazdséval ebbdl a
0ig;(0) + 0;g0i(1) — Orgiz(u) = 2322 T35, () - gor(u)

egyenl6ség adddik. Szorozzuk ezt meg a h'*(u) szdmmal, majd vegyiik a k = 1, 2
értékeknek megfelel6 egyenletek 6sszegét. Ekkor azt kapjuk, hogy teljesiil

S W () - (Bigje(u) + 9;gxi(u) — Frgij(u))
=22 T(u) - 5, ¥ (u) gs(u) = 2327 1% (u) - 0L = 2T (u).

A fenti Osszefiiggés mar igazolja az &allitast. O

Megjegyzés A (7.2) egyenlet szerint a Christoffel-szimbélumok kiszdamithatéak az elsé
fomennyiségekbdl, azaz a g;; (i, j = 1, 2) fiiggvényekbdl.

A derivaciés formulak

Tekintsiik most az N vektormez6 k-adik valtozé szerinti parcidlis derivéltjat az u =
(u1,uz) helyen. Emlékezziink rd, hogy a Weingarten-leképezés definicidja miatt fennéll

ON(u) = —Apw)(Okr(u)) = — Z§:1 Agp(u) Osr(u) .

A (6.13) Gsszefiiggés kovetkeztében pedig igaz Ag(u) = Y7 hH(u) by.(u), amibél mér
adodik, hogy teljesiil

ON(u) =~ Y, S8, 1 () bie(w) - Dur(u). (7.4)
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A feliiletelméletben a kiséré Gauss-bazis parcialis derivaltjaira vonatkozo

2
8i7jI':Z I‘ij-ﬁlrerij-N,

2 2
8kN = — Z ZhSl blk : (951‘

s=1 [=1

(1, 7, k = 1, 2) egyenleteket derivacios formuldknak szokés nevezni.

7.2. A Gauss-egyenletek és
a Mainardi-Codazzi-egyenletek

Az aldbbiak sordn azt vizsgaljuk, hogy az M feliiletet leiré r : D — R? leképezés elsd és
masodik fémennyiségei kozott milyen Gsszefiiggések allnak fenn. Ennek céljabdl tekintsiik
az r vektorfiiggvény harmadrendii parcidlis derivaltjait. A (7.1) egyenlet alapjan nyerjiik
a

2
awkr—ak 5T Z@k 8lr+ZFij-817kr—|—8kbij-N+bij~8kN
=1
kifejezést. A (7.1) és (7.4) derlvamos formuldkat felhaszndlva a

Op(Diyr) = S0y O, - O + 37 T (302Tg - Ot + by, - N)
o Okbig - N = by (22, L b - Or)

Osszefiiggéshez jutunk. Ennek atrendezésével a

2 2
8k(81]r) Z(@kfs + Z F Flsk — b,’j h* blk) O,r + 8kb” + Z Fl blk -N
s=1 =1 =1

egyenletet kapjuk.

Fejezziik most ki a 0k (0; jv) —0;(0;xr) vektorfiggvényt a Oir, Oor, N kiséré Gauss-
bazismezok linedris kombindciéjaként. (Szummaciés indexként [ helyett alkalmazzuk
a-t.) A vegyes parcidlis derivaltak alaptulajdonsiga kovetkeztében ezen kifejezésben az
Osszes egyiitthato értéke 0. Ily médon a fémennyiségekkel és a Christoffel-szimbélumokkal
teljesiilnek a

2
oI5, — o;Ts, + Z D¢, Lo =T8T ) =) 1 (bij bar — bir bay) (7.5)

a=1
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2
Oubij — Dbk + > (T¢; bak — Ty bag) =0 (7.6)
a=1

(i, 4, k, s = 1, 2) egyenldségek.

7.4. Definicié A (7.5) dsszefiiggéseket a feliilet fémennyiségeire vonatkozo Gauss-egyen-
leteknek, az (7.6) dsszefiiggéseket pedig Mainardi-Codazzi-egyenleteknek nevezziik.

A forma-probléma, Bonnet tétele

Legyen D egy osszefiiggd nyilt halmaz R%-ben. Tekintsiink olyan C*-osztalyd g,;, bi;
D — R (i, 5 = 1, 2) fuggvényeket, melyekre fenndll g;; = g;; és bj; = bji. A g;5
fiiggvények tegyenek eleget azon feltételnek is, hogy tetszoleges u € D pontban az altaluk
meghatérozott G(u) szimmetrikus métrix egy pozitiv definit kvadratikus format ad meg
az R? vektortéren.

Feltehet6 a kérdés, hogy minden esetben van-e olyan r : D — R? C'*-osztalyt vek-
torfliiggvény, amely egy elemi feliiletet ir le, és amelynél az els6 és méasodik fomennyiségek
megegyeznek az adott g;;, b;; fiiggvényekkel.

Vildgos, hogy az igy feltett kérdésre a vélasz nemleges, hiszen egy feliilet elso és
masodik fémennyiségeivel kapcsolatban a Gauss-egyenleteknek és a Mainardi-Codazzi-
egyenleteknek is teljesiilniiik kell.

A probléma kapcsan a g;; fliggvényekbdl képzett G(u) (u € D) matrixok invertala-
sdval értelmezziik a h¥ fiiggvényeket. Ezt kovetéen vegyiik a (7.2) formula dltal meghaté-
rozott 't ;1 D — Rfiiggvényeket. Ily médon ellenérizni tudjuk a (7.5), (7.6) dsszefiiggések
teljesiilését. A parcialis differencidlegyenlet-rendszerek elméletét alkalmazva bizonyitani
lehet az alabbi alapvet6 eredményt, melyet Bonnet tételeként tartunk szamon. A bizonyi-
tas megtalalhaté a | | konyv 4. fejezetében.

7.5. Tétel Tegyiik fel, hogy az adott g;;, bi; figguényekre vonatkozdan teljesiilnek a
(7.5) és (7.6) egyenletek. Ez esetben tetszbleges a € D pont valamely U (U C D) nyilt
dsszefiiggd kornyezetén meg lehet adni eqy olyant : U — R? C™-osztdlyi vektorfiigguényt,
amely eqy elems feliiletet ir le és az r-hez tartozo elsé és mdsodik fomennyiségek megegyeznek
a 9i;|U, bi;|U figguényekkel.

Amennyiben az t : U — R? wektorfiigguény is megolddsdt képezi a feladatnak, akkor
van olyan ¥ : R3 — R3 irdnyitdstartd izometria, hogy fenndll + = W or.

7.3. Theorema egregium

A tovdbbiakban is az M elemi feliiletet vizsgdljuk, amelyet az r : D C R? — R?
vektorfiiggvény ir le.
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Az el6z6 alfejezetben azt kaptuk, hogy egy elemi feliilet els6 és masodik fémennyiségei
kozott fennallnak a (7.5), (7.6) Osszefiiggések. Ezek alapjan fedezte fel Gauss a szorzatgor-
biiletre vonatkozodan az aldbbiakban kozolt tételt. Mivel ezt a feliiletelmélet egyik legfonto-
sabb eredményének tartotta, a latin Theorema egregium elnevezéssel illette, ami magyarra
forditva kiemelkedé tételt jelent.

A (7.5) Gauss-egyenlet bal oldaldn szerepld kifejezéssel a D paramétertartomanyon
definialjuk az

2
iji - akrfj - @ka + Z(F?j Zk - gk; FZj)
a=1

differencialhaté fiiggvényeket (i, j, k, s = 1, 2). Ily médon a Gauss-egyenlet felirhaté a

tomorebb
2

hji = Z h** (bij bak — bix baj) ) (7.7)

a=1

alakban. Ezeken kiviil a D C R? tartomanyon értelmezziik még az
2
Riju = Dy Riji 951

valds fiiggvényeket.

Fontos itt megjegyezniink, hogy a 7.3. Allitas kovetkeztében a fent definialt
Rf,gji, Rija (i, j, k, 1 = 1, 2) valés fiiggvényeket, melyek a D paramétertartomanyon
vannak értelmezve, ki lehet szamitani az els6 fomennyiségekbdl felhasznéalva azok elso-
és masodrendii parcialis derivaltjait is.

Ennyi elokészités utan mar képesek vagyunk a kovetkezo tétel, a Theorema egregium
bizonyitasara.

7.6. Tétel A K : D — R szorzatgorbiilet-fiigguényt az r paraméterezéshez tartozo
gi; (1, 7 =1, 2) elsd fémennyiségek egyértelmiten meghatdrozzdk.

Bizonyitds. A (7.7) osszefliggés mindkét oldaldt szorozzuk meg a gy fiiggvénnyel, majd
tekintsiik az s = 1 és s = 2 értékeknek megfelel6 egyenletek Osszegét. Ezéltal az

2 2
Ry = Z Z st B** (bij bar — bir, baj)
s=1 a=1
egyenldséghez jutunk. Mivel fenndll 2321 gst h** = o), ebbdl az
Ryji = bij by, — by, by (7.8)

(1, 4, k, L = 1, 2) Osszefiiggések adddnak.
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bll b22 - (b12>2

911 922 — (G12)?
k=1, j=2,i=2, | =1 indexértékek alkalmazasaval a (7.8) egyenletbél az

R1221 - b22 bll - (b12)2

Mint ismeretes, a K fiiggvényre fenndll a K = Osszefiiggés. A

egyenloség adddik. Ennek kovetkeztében
_ Riog
911 922 — (912)?

teljesiil. Mivel az Ri91 : D — R fiiggvény az els6 fomennyiségek ismeretében mar
meghatarozhatd, a (7.9) egyenlet igazolja a tételt. ]

K (7.9)

A Theorema egregium egy kovetkezménye

Az 5.5. alfejezetben targyaltuk az elemi feliiletek kozotti izometridkat. A kovetkezo tétel
két feliilet kozotti izometria létezésére ad egy sziikséges feltételt. Emlékezziink ra, hogy
a feliilet szorzatgorbiilete nem fiigg a paraméterezés megvalasztasatol.

7.7. Tétel Legyenek M és M olyan elemi feliiletek, hogy megadhato koztik eqy
p: M — M izometria. Ekkor a p izometria dltal egymdsnak megfeleltetett pontokban a
feliiletek Gauss-gorbiileter megegyeznek.

Bizonyitds. Tekintsiik az M elemi feliilet egyik r : D C R? — R3 paraméteres el6allitasat.
Mint ismeretes, mivel a p izometria egy reguldris bijektiv leképezés az M feliiletrdl a M
felilletre, az T = p o r fiiggvény az M-nek egy paraméterezése. Amennyiben a feliiletek
ezen r és T paraméterezéseit alkalmazzuk, akkor tetszéleges (uq,us) € D esetén p az
r(uy,ug) € M pontot az T(uy, us) € M pontba képezi. Az r és T paraméteres el6allitasokra
nézve az M és M feliiletek Gauss-gorbiiletét irjdk le a K, K : D — R fiiggvények.

Az 5.29. Tétel szerint az r és r paraméterezéseknek megfeleld els6 fomennyiségekre
Gij = Gij (1, = 1,2) teljestil. Mivel a Theorema egregium szerint a szorzatgorbiilet-
fiiggvény kifejezhetd az els6 fomennyiségekbdl a (7.9) egyenlettel, a K és K fiiggvények
azonosak. O

Ismeretes, hogy amennyiben az M elemi feliilet azonos valamely a (a > 0) sugari

gombfeliilet egy darabjaval, akkor az M 0sszes pontjaban a Gauss-gorbiilet értéke —.

a
Ha az M elemi feliilet valamely R3-beli stknak egy darabja, akkor a Gauss-gorbiilet
értéke az Osszes pontban 0.
Az alabbi kijelentést a 7.7. Tétel egyik alkalmazasdnak lehet tekinteni.

7.8. Kovetkezmény Legyen S az R? euklideszi térnek egy a sugari gombfeliilete (a >
0). Az S szféra barmely elemi feliiletet képezd darabjdt vessziik, azt egy sikbeli tartomdnyra
nem lehet izometrikusan leképezni.

155



8. fejezet

A sima feliiletek geodetikus gorbéi

8.1. Az ivhossz szerinti stacionarius gorbék

Ebben a fejezetben foként azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy a feliilet két adott pontjat
0sszekoto feliileti gorbék koziil miként lehet kivélasztani a minimélis {vhosszusagut. Ez
esetben is alkalmazni fogjuk a korabban mar bevezetett fogalmakat és jeloléseket.

Amennyiben vessziik az R? sik valamely u = (uy, us) és x = (x1,15) elemeit, akkor
megallapodds szerint (u, x) jelolje az R* tér (uy,ug, 21, 2) pontjét.

Legyen adott egy M C R? sima elemi feliilet, amelyet a D C R? nyilt tartoméanyon
értelmezett r : D — R3 vektorfiiggvény ir le. Rogzitsiik az M-nek ezen r paraméteres
eléallitdsat. Az r paraméterezéshez tartozé g;; (1 = 1, 2) els6 fémennyiségek felhasznald-
saval vezessiik be azt az F': D x R? — R folytonos fiiggvényt, amelyre fennéll

Flu,x) = /S0 S0 g3, w2) - i 7 (8.1)

barmely ue D és x€R? esetén. Lathatd, hogy ez a 4-valtozés F fiiggvény az R*-beli
D x (R?\ {0}) nyilt halmaz felett differencidlhato.

A D paramétertartomanyban tekintsiink egy y : [a,b] — D C R? reguléris sima
gorbét. Az y leképezés koordindta-fiiggvényei legyenek vy, vs : [a,b] — R.
A v =r oy feliileti gbrbe végpontjai legyenek p = v(a) és q = ~(b). Vildgos, hogy
(5.5) kovetkeztében a « gorbe ivhosszara teljesiil
b 2 2 1/2 b
1= [(C Y s@nuun) d = [ Fyoyma. 2

i=1 j=1

Az aldbbiak sordn egy sziikséges (de nem elégséges) feltételt adunk arra vonatkozdan,
hogy a p, q pontokat 6sszekoto feliileti gorbék kozott a v minimalis ivhosszusagu legyen.
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Vegyiink egy olyan C*®-osztalyt i : [a, b] — R? leképezést, amelyre igaz m(a) = 0 és
n(b) = 0. Nyilvan rogziteni lehet egy olyan e pozitiv szdmot, hogy tetszéleges t € [a, b]
és T € (—e,¢€) esetén az y(t) + 7n(t) pont eleme a D tartomanynak. Tekintsiik azt a
z : |a,b] X (—¢,¢) — D differencidlhaté vektorfiiggvényt, amelyet a

2(t,7) = y(t) + Tn(t) (8.3)
egyenlet ir le.

8.1. Definicié A (8.3) dsszefiiggéssel értelmezett z : [a,b] X (—e,e) — D leképezést a D
paramétertartomdnyban vett y gorbe m szerinti varidcidjanak mondjuk.

Rdgzitett T € (—e,¢) érték esetén a z,(t) = y(t) + 7n(t) (a <t < b) egyenldséggel
meghatdrozott z, : [a,b] — D gorbét 'y eqyik varidcids gorbéjének nevezziik.

Megjegyzés Az m vektorfiiggvényre megadott feltétel miatt barmely z, (—e <7 <¢)
varidcids gorbére fennéll z,(a) = y(a) és z,(b) = y(b). Ezért szokés azt mondani, hogy
a z variacié (vagy mas széval deformécid) fixen hagyja az y gorbe végpontjait.

Az nyilvanvald, hogy a z, varidcids gorbe sebességvektorara teljesiil
z' (t) =y'(t) + 7n'(t) barmely t € [a, b] esetén.

A (8.3) varidciét felhasznalva tekintsiik a p, q pontokat Osszekété =, = r o z,
(—e < 7 < ¢) feliileti gorbéket. (Lasd a 8.1. dbrat.) Vildgos, hogy fennall ~, = ~.

8.1. dbra. Az y és ay =roy gorbék varidcidja rogzitett végpontokkal (I = [a, b]).
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Legyen h,, : (—¢,¢) — R az a fiiggvény, ahol a h,(7) fiiggvényérték megegyezik a .
feliileti gorbe {vhosszaval (—e < 7 < ¢). A (8.2) formula kovetkeztében a

() = [ Fly(@) 7m0 50 + 7 (0) (8.4

kifejezéshez jutunk.

Nyilvanval6, hogy amennyiben a p és q pontokat Gsszekoto feliileti gorbék kozott
nincs olyan, amelynek az fvhossza kisebb a ~ fvhosszénal, akkor A (0) = 0 teljesiil. Ez
indokolja az alabbi fogalom bevezetését.

8.2. Definici6 A v = r oy gorbét az M feliilet staciondrius gorbéjének nevezzik az
fvhosszra nézve, ha bdrmely olyan m : [a,b] — R? differencidlhatd leképezésnél, ahol
n(a) =0 és n(b) =0, fenndll a h, (0) =0 dsszefiiggés.

Vegyiik az  fr(t) = 0ok F(y(t),y'(t)) egyenlettel meghatarozott fi : [a,b] — R
differencialhaté fiiggvényt (k = 1, 2). Tradiciondlis okokbdl a kovetkezd tétel megfogal-

mazdasanal az fi fliggvény t € [a, b] helyen vett f/(t) derivaltjara a %(82+kF(y(t), y'(t)))

jelolést alkalmazzuk. A stacionarius feliileti gorbéket az alabbi tétel jellemzi.

8.3. Tétel A~ =roy: [a,b] — R3 girbe az M elemi feliiletnek eqy staciondrius gorbéje
akkor és csak akkor, ha bdrmely t € [a, b] esetén teljesiilnek a

d

- %((%MF(y(t),Y'(t))) =0 (8.5)

O (y (1), y'(1))
(k =1, 2) dsszefiiggések.

Bizonyitds. Vegyiik a D paramétertartoményban az y gorbének egy i : [a,b] — R?

//////

A~ =roz, (1 € (—¢,¢)) feliileti gorbék ivhosszat méré és a (8.4) egyenlettel leirt
hy, fiiggvény 0-beli derivaltjara (1.9) alapjén fennall

hay(0) = Z/ (OkF (y(1),y' (1)) - me(t) + 02k F(y (1), y' (1)) - mi (1)) dt (8.6)
k=17
A parcialis integralds szabalya szerint
b
/ Dok Fy (1), y' (1) - (1) dt = [DaiaF(y(8),y' (1)) - mi(t)])

- / % (O F(y (), ¥'(1))) - mi(t) dt
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teljesiil. Mivel a fenti egyenlet jobb oldalan szerepld elsé tag eltiinik, (8.6) kovetkeztében
a

=3 [1aF6 0.5 0) - LOuFEO.y )} nod 60

osszefiiggéshez jutunk. Vildgos, hogy a (8.7) egyenléségben szerepld integral értéke csak
akkor lesz 0 barmely 1 leképezés esetén, ha teljesiil (8.5). Ezzel a tétel igazolast nyert.[]

Megjegyzés A varidciészamitas elméletében a staciondrius helyeket meghatérozé (8.5)
egyenleteket az Euler-Lagrange-féle differencialegyenlet-rendszernek szokés nevezni.

A tovébbiakban az [a, b] intervallumon definiélt v = r oy feliileti gorbérdl feltessziik,
hogy ivhossz szerint van paraméterezve. Eszerint barmely t € [a, b] helyen igaz

Fly(t),y'(t) =1. (8.8)

Ezt felhasznalva kimondhatjuk az alabbi tételt, amely valaszt ad arra a kérdésre, hogy
a vy =r oy gorbe mikor stacionarius.

8.4. Tétel Az ivhossz szerint paraméterezett v =r oy gorbe az M elemi feliletnek egy
staciondrius gorbéje akkor és csak akkor, ha tetszdleges t € |a,b| esetén fenndllnak az

yi (1) +szfj(y(t)) ~yi(t) - yi(t) =0 (8.9)
(I =1, 2) dsszefiiggések.

Bizonyitds. A fenti kijelentés igazolasahoz a 8.3. Tételt alkalmazzuk. Figyelembe véve
a (8.8) egyenléséget kozvetlen szdmolassal nyerjiik a

BF(y(0), /(1) = £ T2, T2, Ohay (v (0) - wi(D) (1)
OrakPy(0):¥'0) = Sy a0 (),

4 (@rar Py z ga(y(®) 5! + 35 00y (1) - 5l(8) - 41

i=1 j=1

egyenleteket a k =1 és k = 2 indexekre. Vegyiik észre, hogy fennall

S hg () w0 0) = 5 D @uasnlv(6)) + gy (1) - 41(0) 1)

=1 j=1 =1 j=1
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Ily médon a (8.5) egyenletek alapjan azt kapjuk, hogy 4 pontosan akkor lesz staciondrius
gorbéje az M feliiletnek, ha teljesiilnek a

2 2
1
D gnly®) -yl )+ > 5 (05 (y (1)) + 09ri(y (1)) = Orgis (¥(£))) - 9 (1) - (1) = 0
i=1 i=1 j=1
(k = 1, 2) osszefiggések. Emlékezziink ré, hogy a 2 x 2-es G(y(t)) matrix inverzének
az elemeit a h'*(y(t)) szdmok képezik. Szorozzuk meg a fenti egyenleteket a h*(y(t))
szamokkal, majd az igy nyert két egyenletnek, melyek a k£ = 1, 2 indexértékeknek felenek
meg, vegyiik az Osszegét. Ezaltal a

SN (30 W) (O (y (1) + Dy (1)) — gy (1)) - wil8) 5 (1) = 0

i=1 j=1 k=1

(I =1, 2) osszefiiggéseket kapjuk. Amennyiben alkalmazzuk a Christoffel-szimbdélumokra
vonatkozo6 (7.2) formulét, akkor ezekbdl a (8.9) egyenleteket nyerjiik. O

Megjegyzés Attekintve az el8bbi bizonyitast azt a fontos észrevételt tehetjiik, hogy a
8.4. Tétel igaz marad az alabbi formaban is.

Legyen v = r o y olyan reguléris feliileti gorbe, amelynek sebessége konstans, vagyis
a ||v'] figgvény allandé. Ez esetben = staciondrius gorbe akkor és csak akkor, ha y
koordinéta-fiiggvényeire teljesiilnek a (8.9) egyenletek.

Megjegyzés A kovetkez6 alfejezetben majd belatjuk, hogy amennyiben fennéllnak a
(8.9) Osszefiiggések, akkor a v = r oy feliileti gorbe sebessége allandé.

Megjegyzés A stacionarius gorbe fogalmat természetesen ki lehet terjeszteni arra az
esetre is, amikor a feliileti gérbe egy I nyilt intervallumon van értelmezve. Egy ~ :
I — R3 feliileti gorbét akkor mondunk staciondriusnak az fvhosszra nézve, ha barmely
a, b €I (a <b) szamok mellett a vy|[a,b] gorbe staciondrius.

8.2. Parhuzamos vektormezok egy feliileti gérbe mentén

Tovabbra is abbdl a feltevésbol indulunk ki, hogy adva van egy M elemi feliilet és annak
egy r : D — R3 paraméterezése.

A D paramétertartomanyban vegyiink egy o : I — D C R? sima gorbét. Legyen
adott egy C>®-osztdlyd Z : I — R3 leképezés, amelyet tigy tekintiink, mint egy sima
vektormez6t a v = r o o feliileti gorbe mentén. A Z vektormezérol azt mondjuk, hogy
érint6leges (vagy mds széval tangencidlis) az M felillethez, ha barmely t € [-re fennéll
Z(t) € Tﬂy(t)M.
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8.5. Definicié A ~ = r oo feliileti gorbe mentén legyen adott eqy Z vektormezd, amely
érintoleges az M elemi felilethez. A Z-t pdarhuzamosnak mondjuk, ha tetszéleges t € 1
esetén fennall

Z'(t)—(Z'(t),N(e(t))) -N(o(t)) =0. (8.10)

Megjegyzés A fenti definiciéban szereplé (8.10) egyenletbél azonnal adddik, hogy a ~-
menti Z érintoleges vektormezo akkor és csak akkor parhuzamos, ha barmely t € I mellett
a Z'(t), N(o(t)) vektorok linedrisan Osszefiiggéek.
Megjegyzés Tekintsiik a v-nak egy ¢ fiiggvénnyel meghatarozott 4y = v o ¢ atparamé-
terezését. Amennyiben a <-menti Z érintoleges vektormezd parhuzamos, akkor a =
mentén vett Z = Z o ¢ vektormezé is parhuzamos.

8.6. Allitas Legyenek Y : I — R3 és Z : [ — R3 érintbleges vektormezék a v =ro o
feliileti gorbe mentén. Ha Y és Z pdrhuzamos mezdk, akkor az f(t) = (Y (t),Z(t))
formuldval értelmezett f: I — R figguény dllando.

Bizonyitas. Legyenek az Y és Z tangencidlis mezok parhuzamosak. Ekkor barmely ¢ € 1
esetén az Y'(t) és Z'(t) vektorok merdlegesek a T’ M érint6térre. Ennek kévetkeztében
fennall

F(@)=(Y'(1),Z2(t)) + (Y(1),Z(t)) =0,
tehdt az f fliggvény valéban konstans. m

Az elobbi allitas szerint igaz az alabbi kijelentés.

8.7. Kovetkezmény Ha a ~y felileti gorbe mentén vett Zi érintoleges vektormezo pdarhu-
zamos, akkor a ||Z| wvalds figguény konstans.

Legyen a Z : I — R3 leképezés egy az M feliilethez érintéleges vektormez6 a v = roo
feliileti gorbe mentén. TetszOleges ¢t € I esetén a Z(t) vektor egyértelmiien fejezheto ki a
TywyM érint6tér Oir(o(t)), Oor(o(t)) bazisvektoraival a

Z(t) =32 G(t) - Oroo(t) (8.11)

formaban. Rendeljiik hozzd Z-hez a fenti egyenlettel meghatarozott ¢;, (o : I — R
fiiggvényeket, amelyekrol konnyen be lehet latni, hogy differencidlhatéak.

8.8. Allitas A (8.11) egyenlettel leirt Z vektormezd pdarhuzamos v mentén akkor és csak
akkor, ha barmely t€ I helyen a Christoffel-szimbolumokkal teljesiilnek a

2 2

GO+ D Tli(a(t) - Gt) - o) =0 (8.12)

i=1 j=1

(I =1, 2) dsszefiiggések.
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Bizonyitds. A 7Z leképezés derivaltjara nyilvan fennall
Z'(t) =30, 1) - Bir oo (1) + 301, 300, i) - (1) - D r o o (1)
Innen a (7.1) derivaciés formula alapjén azt kapjuk, hogy igaz a

Z'(t) = Y0, (G + X X T(e(®) - Gt) - 05(t)) di(a (1)) (8.13)
+ (0 Xjmabi(e (1) - Gi(t) - o}(1)) N(or(2))

egyenloség tetszbleges t € I-re. A Z'(t) vektor akkor lesz parhuzamos az N(o(t))
vektorral, ha a (8.13) egyenl6ség jobb oldalan szerepl els6 két tag eltiinik. Ily médon a
Z mez6 pontosan akkor parhuzamos v mentén, ha a teljesiilnek a (8.12) egyenletek. [

Vegyiink egy o : I — D C R? sima gorbét és a v = r o o feliileti gérbét. A v metén
vett parhuzamos vektormezokre vonatkozoan igaz az alabbi tétel.

8.9. Tétel Tekintsiink egy to €I paraméterértéket és a Ty, M érintotérben vdlasszunk
ki eqy w érintovektort. A ~ gorbe mentén pontosan eqy olyan Z pdrhuzamos érintoleges
vektormezd van, amelyre fenndll Z(ty) = w.

Bizonyitds. Fejezzitk ki a w érintévektort a w = S7_ w; dr(o(to)) alakban. A (8.12)
egyenleteket tekintsiik igy, mint a (;, (s fiiggvényekre felirt linearis differencidlegyenlet-
rendszert a (;(tg) = w; (I = 1, 2) kezdeti feltételekkel. Ismeretes, hogy ennek egyértelmiien
létezik megoldasa az I intervallumon, ami mar igazolja tételiinket. O]

8.3. A geodetikus gorbék jellemzése

Ebben az alfejezetben mindvégig feltessziik, hogy adva van egy M elemi feliilet és annak
egy r : D — R3 paraméterezése.

8.10. Definicié Legyen adott egy v : I — R3 sima feliileti gorbe. A ~ gorbét az M
feliilet geodetikus gorbéjének mondjuk, ha a ~' : I — R3 leképezés eqy olyan érintbleges
vektormezot ad v mentén, amely pdrhuzamos.

Megjegyzés A 8.7. Kovetkezménybol adédik, hogy amennyiben a -~ feliileti gérbe geode-
tikus, akkor a v = ||v/|| sebességfiiggvény konstans.

Vegyiink a D paramétertartomanyban egy y : I — D C R? sima gorbét, tovabba
a vy = roy felileti gorbét. A legutébbi definicié és a (8.10) egyenlet alapjan konnyt
belatni, hogy igaz az aldbbi kijelentés.

8.11. Allitas A ~ =roy feliileti gorbe akkor és csak akkor geodetikus, ha barmely t €l
mellett a v"(t), N(y(t)) vektorok linedrisan dsszefiiggok.
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Megjegyzés Ha a ~ feliileti gbrbe sebességfiiggvénye dllando és v pélydja egy egyenesre
esik, akkor 4" = 0 egyenléség kovetkeztében v egy geodetikus gorbe.

Megjegyzés Rogzitett a > 0 szam mellett tekintsiik azt az f : R* — R fiiggvényt,
melyet az f(x,y,2) = x* + y* — a® Gsszefiiggés ir le. Ekkor az M = f~1(0) sima feliilet
megegyezik az a sugaru és z tengelyii korhengerrel. Ennek tetszoleges p = (p1, pe, p3)
pontjaban a grad f(p) = 2(p1 €1 + p2e2) vektor adja meg a T, M érint6térre merdleges
irdnyt.

A hengeres csavarvonal fogalmat mar a 2.3. Példdban megadtuk. A 8.11. Allités
alapjan konnyt belatni, hogy a korhengerre esé Osszes csavarvonal geodetikus gorbe.
Ebbdl mar adddik, hogy amennyiben a feliilet p, q pontjai nem egymas tiikkorképei a
z tengelyre nézve, akkor végtelen sok (paronként kiilonboz6 pélydval bird) geodetikus
szegmens van a korhengeren, amelyek éppen a p, q pontokat kotik ossze.

Megjegyzés A 6.3. alfejezetben részletesen targyaltuk a forgdsfeliileteket. Vegyiik most
a (6.22) egyenlettel meghatarozott r vektorfiiggvényt és az &ltala leirt forgasfeliiletet.
Tekintsiik a targyalas soran kapott Osszefiiggéseket. Ezek alapjan konnyl belatni, hogy
tetszéleges (u,v) € D helyen fennall a

O1ar(u,v) X N(u,v) =0

egyenléség, amibdl kovetkezik, hogy a 0Opir(u,v) és N(u,v) vektorok parhuzamosak.
Eszerint az r paraméteres eléallitas elsé paramétervonalai (az ugynevezett merididn
gorbék) a forgésfeliiletnek geodetikus gorbéi.

Vegyiink ismét egy y : I — D C R? sima gorbét D-ben. Ekkor a ~ =roy feliileti
gorbe derivéltjara fenndll v'(t) = 327, yi(t) - Ox(y(t)). Iy médon a 8.8. Allitasbdl mar
adodik az aldbbi tétel.

8.12. Tétel A v = roy gorbe az M elemi feliiletnek eqy geodetikus gorbéje akkor és
csak akkor, ha a koordindta-fiigguényeire tetszoleges t€ 1 esetén fenndllnak az

2 2

y )+ Y THy(®) - yit) - y;(t) =0

i=1 j=1
(I =1, 2) dsszefiiggések.

A 8.4. és 8.12. Tételekbol kovetkezik, hogy az M feliilet stacionérius és geodetikus
gorbéivel kapcsolatban az alabbi kijelentést tehetjiik.

8.13. Kovetkezmény A D paramétertartomdnyban legyen adott eqyy : I — D C R?
requldris gorbe. A v = roy felileti gorbe eqy staciondrius gorbéje az M feliletnek akkor
és csak akkor, ha ~ iwhossznak megfelelo atparaméterezése eqy geodetikus gorbe.
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A kovetkezo eredmény azt mondja ki, hogy egy feliileti pontbdl tetszdleges érintoirany-
ban kiindul egy geodetikus.

8.14. Tétel Az M = r(D) felilet eqy p = r(a1,as) pontjiban legyen adott eqy w
érintévektor. Eqyértelmien létezik olyan I (0 € I) mazimdlis nyilt intervallum és azon
olyan ~ : I — R? geodetikus feliileti girbe, amelyre fenndll v(0) = p, ~'(0) = w.
Bizonyitds. Vegyiik a w érintévektor w = 25:1 w; - Oir(ay, az) kifejezésében szerepld
wi, we egyiitthatékat. Tekintsiik a 2y, 29, 23, 24 : I — R fiiggvényekre felirt
2 (t) = (1), 2(t) = z(t),
2 2
=D i Zj:lrilj(zl (t)
2 2
Zy(t) = =2, Zj:lrz‘2j(zl (t)

elsorendii differencidlegyenlet-rendszert a

I\
W~
—~

~+~
~—

Il

N
[\
~—~
~~
~—
~— ~—

21 (0) = daq, ZQ(O) = a9, Zg(O) = Wy, 24(0) = W2

kezdeti feltételekkel. A differencialegyenlet-rendszerek elméletébdl ismeretes, hogy ennek
a problémanak egyértelmiien létezik tin. maximélis megoldasa. A maximalis megoldason
természetesen azt értjiikk, hogy a megoldo fiiggvények I intervalluma tovabb mér nem
bévitheto.

Vegyiink a paramétertartomanyban egy y : I — D C R? sima gorbét, amelynél 0 € 1.
Alkalmazzuk a 8.12. Tételt. Eszerint a v = roy : I — R3 feliileti gérbe geodetikus és a 0
helyen teljesiil r4 v(0) = p, ~'(0) = w akkor és csak akkor, ha az y1, v, v1, y5: I — R
fiiggvény-négyes megoldéasat képezi a fenti differencidlegyenlet-rendszernek a megadott
kezdeti feltételekkel. Innen mar adédik, hogy igaz a kimondott tétel. O]

Megjegyzés Az altaldban nem igaz, hogy egy elemi feliilet barmely két pontja 6sszekot-
het6 egy geodetikus gorbével. Példaként vehetjiik erre a kilyukasztott sikot, mint elemi
felilletet. Azonban igaz az alabbi kijelentés, amelyet most bizonyitas nélkiil kozliink.

Legyen az M sima feliilet egy sszefiiggd zéart alakzat R3-ban. Ekkor M béarmely két
pontjahoz létezik olyan feliileti sszekdté gorbe, amely geodetikus és amely a legrovidebb
a két pontot Gsszekdto feliileti gérbék kozott.

Emlékezziink 14, hogy egy alakzat akkor zart R3-ban, ha tartalmazza az Osszes
torlédasi pontjat.

A feliileti gorbe geodetikus gorbiilete

Legyen adott az M feliileten egy v =roy : I — R? staciondrius gérbe. Mint ismeretes,
ha ezt atparaméterezziik oly modon, hogy a v = 7 o ¢ gorbe sebessége konstans legyen,
akkor a « feliileti gérbe egy geodetikus. Tekintsiik a ~-hoz tartozé T = m'y’
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érinté egységvektormezét. Az eddigi eredményeinkbol mar adodik, hogy ekkor T egy
parhuzamos vektormez6 « mentén.

A 2.11. és 85. Definiciék indokoljdk a geodetikus gorbiilet fogalmanak aldabbi
bevezetését.

8.15. Definicié Tekintsiink a D tartomdnyban eqy o : I — D C R? requldris gérbét.

' érintd eqyséquektormezdjét. Ay =roo

Vegyiik a v = r oo felileti gorbe T =

Iedl
feliileti gorbe t € I pontbeli geodetikus gorbiiletén a
1
g(t) = o0 IT'(t) = (T'(£),N(a(t)) ) - N(a (1)) (8.14)

szamot értjik.

A fenti definici6 szerint vehetjiik a -y feliileti gérbe pontjaiban a geodetikus gorbiiletet
leir6 k, : I — R folytonos fiiggvényt.

Amennyiben a ~ leképezést atparaméterezziik egy ¢ fiiggvénnyel, akkor kozvetlen
szdmolassal adddik, hogy a v = r o o o ¢ girbe geodetikus gorbiiletét a kK, = k4 0 @
fiiggvény irja le.

A geodetikus gorbiilet értékét ki lehet szamitani a feliileti gorbe els6 két derivaltjabol
az aldbbi (8.15) formula alapjan.

8.16. Allitas Az r paraméterezéssel megadott M elems feliiletnek vegyiik eqy
~v =roo : I — R3 requldris feliileti gorbéjét. A ~ geodetikus gérbiiletére tetszblegest € I
helyen fenndll

Kg(t)
Bizonyitds. Vezessiik be az

L(t) = T'(t) = (T'(t), N(o(t))) - N(a (1))

1 / "
= Typ | 8 (), Nle ) (8.15)

jelolést. Vegyiik észre, hogy az L(t) vektor meréleges a T(t) és N(o(t)) ortogonélis
egységvektorokra. Ennek kovetkeztében az L(t) vektor norméja megegyezik a hirom
vektor vegyes szorzatédnak az abszolit értékével. Ily médon (8.14) alapjan teljestil

1
Kg(t) =
! Iy (@)l
Korabban is kihasznaltuk mér, hogy igaz a T'(t) = %’y” (t) — :;S% ~'(t) egyenldség,
amelyben v most a v sebességfiiggvényét jeloli. Ez alapjan méar konnyt belatni, hogy
fennall

[(T(t) x L(t), N(a()))] -

T(t) x L(t) =

Y0 XY (@) = (TO.N(@ (1) - (T(0) x N(o(1).

A fenti két Osszefiiggésbdl pedig mar adédik, hogy (8.15) teljesiil. ]
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A 8.16. Allitasbdl mér kovetkezik, hogy a = regularis gorbe geodetikus gorbiilete
pontosan akkor tiinik el, ha barmely ¢ € I helyen a ~”(t) vektor el6éll a v'(t), N(o (t))
vektorok linedris kombinécidjaként. Ily médon korabbi eredményeink alapjan mar kénnyen
igazolhaté az alabbi kijelentés.

8.17. Allitas A ~y =roao gorbe az M feliiletnek eqy staciondrius gorbéje akkor és csak
akkor, ha fenndll k, = 0.

Tekintsiink egy v = ro o : I — R3 reguldris feliileti gorbét. Rogzitsiink egy to € I
paraméterértéket. A ~ gorbét merélegesen vetitsiik rd az M elemi feliilet y(to) pontbeli
érintésikjara. Konnyti beldtni, hogy az igy nyert 4 : I — R? sikgtrbére tetszdleges t € I
helyen fennall

F(t) =~(t) = (v(t) = ¥(to), N(o(t)) ) - N(o (to)) -

A 4 sima gorbe ugyan nem feltétleniil reguléris, de teljesiil a 4'(ty) = ' (to) egyenléség,
tehat 4/ (to) # 0.

8.18. Allitas A ~ =roo felileti gorbének a ty pontbeli geodetikus gorbiilete megegyezik
a v vetiileti gorbe to-beli gorbiiletével.

Bizonyitdas. Mivel a geodetikus gorbiilet is invaridns az atparaméterezéssel szemben, az
altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a ~y ivhossz szerint paraméterezett
gorbe. Ennek kovetkeztében fenndll T =~/ és |4/ (to)|| = 1.

A 4 leképezés to-beli méasodik derivaltjara igaz

7' (to) =" (to) — (7"(to), N(o(to)) ) - N(o(t0)) -

Vegyiik észre, hogy 4" (o) mer6leges a 4'(ty) egységvektorra. Ily médon (2.4) és a fenti
Osszefiiggések alapjan azt kapjuk, hogy fennall

R(to) = 1" (to) [l = [IT (o) — (T (t0), N((t0)) ) - N(o(to))[| = rg(to) O

8.4. Feladatok

8.1. Feladat Az dltaldnos hengerfeliiletet az 5.1. Példdaban értelmeztiik. A hengerfeliiletet
egy olyan r paraméterezéssel adtuk meg, melyet az r(uy,us) = y(uy) + ua w egyenlet ir
le, és ahol a ~y gorbe pdlydja benne van eqy S sikban. Tegyiik fel, hogy a ~ 1whossz szerint
paraméterezett és a pdlydja nincs eqy egyenesen. Igazoljuk, hogy ez esetben a ~ eqy
geodetikus gorbéje a hengerfeliiletnek akkor és csak akkor, ha az alkotok irdnydt megado
w vektor merdleges az S sikra.
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8.2. Feladat Igazoljuk, hogy a gombfeliilet geodetikus gorbéinek pdlyai éppen a gombi
fokorok.

8.3. Feladat Tekintsik a (6.22) dsszefiiggéssel leirt forgdsfelilletet. Vegyiink egy ug € 1
értéket és az annak megfeleld v, mdsodik paramétervonalat, melyet a y4(t) = r(ug,t), t €
(—m,7), eqyenlet ir le. Mutassuk meg, hogy a =y, “parallel kér” a forgdsfelilletnek geodetikus
gorbéje akkor és csak akkor, ha fenndll o' (uy) = 0.

8.4. Feladat Legyen adott eqy R3-beli M forgdsfelilet. Vegyiink eqy ivhossz szerint
paraméterezett v : I — R3 gorbét, amely rajta van az M felileten. Legyen £(s) a
~(s) pontnak az M forgdstengelyétél mért tavolsdga, tovabbd jeldlje 9(s) a ~y érintdjének
és az M-re esd parallelkor érintdjének hajldsszogét a v(s) pontban.

Bizonyitsuk be, hogy amennyiben ~ egy geodetikusa az M forgdsfeliletnek, akkor
&(s) - cosV(s) szorzat dllandd.

Igazoljuk, hogy ha tetszdleges s € I-re igaz ¥(s) # 0 és a £(s)-cos¥(s) szorzat dllandd,
akkor ~ eqy geodetikus gorbéje az M -nek.

8.5. Feladat Tekintsiik az r : R? — R3 leképezést, amelyre igaz r(u,v) = u cosve; +
u sinvey + bves eqy rogzitett b > 0 szam mellett. Vegyiik tovdbbd egy adott a > 0
szdmmal a v : R — R3 vektorfiigguényt, ahol fenndll v(t) = a coste; +a sintes + bt es.
A~ csavarvonal rajta van az M = r(R?) elemi feliileten. Szdmitsuk ki a ~ feliileti gorbe
geodetikus gorbiiletét eqy t € R helyen.

8.6. Feladat Vegyiink a térben eqy M elemi feliilet és annak egy r : D C R? — R3
paraméteres elodllitdsdat. Fejezziik ki a paramétervonalak geodetikus gorbiiletét az elso
fomennyiségekbdl és a Christoffel-szimbolumokbdl.

8.7. Feladat Legyen adva R3-ban eqy M elemi feliilet azr : D — R3 paraméterezéssel.
lgazoljuk, hogy az r-nek megfeleld elsé paramétervonalak staciondrius gorbék akkor és
csak akkor, ha fenndll T} = 0.

8.8. Feladat Azr : D C R? — R3 wvektorfiigguénnyel leirt elemi feliiletnek veqyiik az
eqyik vhossz szerint paraméterezett v = ro o : I — R3 geodetikus girbéjét, amelyrdl
feltessziik, hogy valodi. Bizonyitsuk be, hogy a ~y gorbe s € I helyen vett torzicjdra fenndll
7(s) = (7'(s) x N(o(s)),(N o o)'(s)), ahol N a felilet v paraméterezéséhez tartozo
normdlis eqységuektormezot jeldli.

8.9. Feladat Tekintsiik eqy R3-beli M elemi feliiletnek egyr : D C R? — R3 paraméteres
elédllitdsdt. Leqyen v =roo : I — R3 egy requldris felileti girbe. A v gérbének atel
e (70 x N(o(0), (No oY (1) saimot

értyiik.  Igazoljuk, hogy a v eqy gorbiileti vonala M-nek akkor és csak akkor, ha fenndll
74 = 0.

helyen vett geodetikus torziojan a T,(t) =
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8.10. Feladat Legyen M egy olyan elemi feliilet R3-ban, amelynek az dsszes geodetikusa
stkbeli gorbe. Bizonyitsuk be, hogy ez esetben az M sima felilet rajta van vagy eqy sikon,
vagy pedig eqy gombon.
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9. fejezet

Hipertfeliiletek az n-dimenzids térben

Ebben a fejezetben egy kitekintést adunk a magasabb dimenzids euklideszi terekben vett
feliiletek differencidlgeometridjara.

Az eléz6 négy fejezetben az R3-beli sima feliiletek targyaldsa soran azért alkalmaztuk
az ugynevezett tenzorialis irasmédot, hogy az ottani Osszefiiggéseket konnyen lehessen
altalanositani a magasabb dimenziés feliiletekre.

Az R"™ térben vett m-dimenzids elemi feliiletek

Tekintsiik az R™ és R™ euklideszi tereket, melyek dimenzidira fenndllnak a 2 < m < n
és n > 4 egyenlStlenségek. A tovdbbiakban D legyen egy osszefiiggd nyilt halmaz (més
szoval egy tartomény) R™-ben. Amennyiben vesziink egy R™-beli alakzatot, akkor azon
mindig az R"-t0l 6rokolt altér-topolégiat tekintjiik.

9.1. Definicié Az R"™ térben m-dimenzios sima elemi feliileten egy olyan M alakzatot
értink, amelyhez megadhato eqy olyan C®-osztdlyi r : D C R™ — R"™ leképezés, amely
rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:

(1) Az r vektorfiggvény reguldris és injektiv.

(2) Fenndll vr(D) = M, tovabbd r egy homeomorfizmust ad az R™-beli D tartomdny és
az M C R"™ alakzat kozott.

A fenti definiciéban szerepld r leképezést az M sima feliilet egyik paraméteres eloallita-
sanak mondjuk. Az r fiiggvény regularitasa nyilvan azt jelenti, hogy barmely u € D
helyen a 0ir(u), ..., d,r(u) vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Megjegyzés Vezessiik be az [ = n — m jelolést. Legyen adott egy C'*°-osztalyt

F:D CR™— R leképezés. Vegyiik az F-nek az f; : D — R (j = 1,...,1) koordinéta-
fiiggvényeit. Tekintsiik most azt az r : D — R" vektorfiiggvényt, ahol tetszdleges u =
(u1,...,um) € D esetén fennall

m l
I‘(ll) = Zi:l Uu; €; + ijl fj(ula cee vum) em+j .
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Vildgos, hogy az r leképezés egy m-dimenzids elemi feliiletet ir le R"-ben. Az r(D)
feliiletet (és magét az r vektorfiiggvényt is) az I figgvény grafikonjanak nevezziik.

A tovabbiakban feltessziik, hogy adva van R™-ben egy m-dimenziés M elemi feliilet az
r paraméterezéssel. A 5.1. alfejezetben kozolt targyalasnak megfelelGen lehet értelmezni
az M-re esO sima feliileti gorbéket, tovabba az r vektorfiiggvényhez tartozé paraméter-
vonalakat.

Azt a 7, : I — R" gorbét, amelynél egy rogzitett a = (ai,...,a,) € D pont
mellett fenndll ~,(t) = r(ay,...,a;_1,t,aiy1,...,a,) barmely t € I-re, az M feliilet
i-edik paramétervonalanak mondjuk az r paraméteres eloallitasra nézve.

Természetesen definialni lehet az M elemi feliiletet leir6 r vektorfiiggvény atparamétere-
76sét is az 5.6. Definiciénak megfelelGen.

Tekintsiink a D paramétertartomanyban egy o : I — D C R™ sima gorbét, melynek
koordinata-fiiggvényei legyenek a oy, ...,0,, : I — D C R fiiggvények. Ekkor avy =roo
leképezés egy sima gorbét ad az M feliileten. Rogzitsiink egy to € I helyet és vegyiik az
a=o(ty), p=(ty) pontokat. Vildgos, hogy ekkor a = feliileti gorbe sebességvektorara
fenndll az (5.2) szerinti

¥ (to) = 2232 oilto) - Oir(a)
Osszefiiggés. Ez alapjan lehet értelmezni a feliilet érintéterét egy adott pontban.

9.2. Definicié Az R"-beli m-dimenzids M = r(D) felileten legyen adva egy p = r(a)
pont. A felillet p-beli linedris érintdterén az R™ vektortérnek azt az m-dimenziés T, M
alterét értjik, melyet a Oir(a),...,O0y,r(a) vektorok generdlnak.

Ez esetben is igazolhatd, hogy a feliilet egy adott pontbeli érintétere nem fiigg a
paraméterezés megvalasztasatol. Bevezetheté egy mésik fogalom is. Vegyiik a T, M-re
merdleges vektorok NoM = {n € R" | (n,w) = 0 igaz barmely w € T, M mellett }
alterét. Ezt mondjuk az M feliilet p-beli normélis terének.

Az (5.4) kifejezéssel definidlhatéak az M feliilet r paraméterezéshez tartozd
gij: D —R (i, j=1,...,m) els6 fémennyiségei.

Tetsz6leges u = (uy, . .., uy,) € D pontban legyen G(u) az az m X m-es szimmetrikus
matrix, melynek elemei az els6 fomennyiségek u-beli értékei. Vegyiik észre, hogy ez a
G(u) matrix nem més, mint a d;r(u) (i = 1,...,m) vektorok Gram-matrixa. Linedris
algebrabol ismeretes, hogy egy véges vektorrendszer Gram-maéatrixanak determinansa nem
lehet negativ, tovabba a determinédns pozitiv, ha a vektorok linearisan fiiggetlenek.

Ily médon az 5.4. alfejezetben leirtaknak megfeleléen megadhatjuk az m-dimenzios
kompakt feliiletdarab felszinének a fogalmat.
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9.3. Definicié Legyen adva egy olyan B Jordan-mérhetd zart tartomany R™-ben, amelyet
tartalmaz a D paramétertartomdny. Az m-dimenzids v(B) feliletdarab felszinén az

F(r(B)):/.../B\/detG(ul,...,um) duy .. du,

pozitiv szdmot értyik.

Megjegyzés Az 5.21. Allitas bizony{tdsdt kovetve az (5.6) Osszefiiggés alapjan igazolhatd
az integréaltranszformacié maddszerével, hogy a feliiletdarab felszine nem fiigg a feliilet
paraméterezésének megvalasztasatol.

Mint ismeretes, egy kompakt alakzat nem képezhet elemi feliiletet. Példaul, az R™-
beli gombfeliiletek sem elemi feliiletek. Emiatt sziikség van egy jabb fogalom értelmezésére.

9.4. Definicié Az R™ tér m-dimenzids sima feliletének mondunk eqy M (M # ()
alakzatot, ha az M bdrmely p pontjanak van olyan IC nyilt kornyezete R™-ben, hogy
a ICN M metszet eqy m-dimenzios elemi feliilet.

9.1. Példa Az R® térben tekintsiik az 5-dimenzids S°® = {p € R° | ||p|| = 1} szférat.
Szamitsuk ki ennek a kompakt sima feliiletnek a felszinét.

Vegyiik R®-ben a D = [0, 7/2] x [0, 7/2] x [0,27] x [0, 27] x [0, 2] z4rt téglat és ezen
azt az v : D — RO leképezést, melyet az

r(uy, g, Us, Ug, Us) = COS Uj COS Uz (COS Uz €1 + Sin ug €s)

+ cos uy sin ug(cos uy €3 + sin uy €4) + sin ug (cos us €5 + sin us eg)

Osszefliggés 1r le tetszbleges u = (uq, ug, us, ug, us) € D esetén. Viladgos, hogy r egy C>°-
osztdlyd leképezés, amelyre fennall r(D) = S°. Az r vektorfiiggvény parcidlis derivéltjai
alapjan belathatd, hogy amennyiben vessziik az r lesziikitését a D zart tégla U belsejére,
akkor az r|U leképezés reguléris. Beldthaté az is, hogy az r|U vektorfiiggvény egy 5-
dimenziés elemi feliiletnek a paraméterezése, tovabba az r(U) alakzat lezérdsa éppen az
S5 gombfeliilet.

A fentiekbdl adédik, hogy az 5.23. Definiciét kovetve meghatdrozhatjuk az S° szféra
felszinét. Kozvetlen szamoléssal azt kapjuk, hogy barmely u € D-re a G(u) Gram-matrix
diagondlis és a determindnsara fennall

det G(u) = cos® u; - sin? u; - cos® uy - sin® us .
Ennek alapjan az RS-beli egységgomb felszinére teljesiil
w/2 /2
F(S%) = (27)*- / cos® uy sinuq duy - / COS Us SIN Us duy
0 0

3

1 /2 11 /2
=87 [—1 cos? ul} . [— sin? UQ] =87 =7".
0 2 0

11
4 2
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Az R"-beli elemi hiperfeliilet normalis egységvektormezdje

Az alabbi fogalom nyilvan kézenfekvo az olvasé szamara.

9.5. Definicié R™-beli sima elemi hiperfeliileten egy (n — 1)-dimenzids elemi feliiletet
értink.

A 9.4. Definicié alapjan értelmezni lehet az R™ tér sima hiperfeliileteit, melyek mar
nem sziikségszertien homeomorfak az R"! tér egy nyilt tartomdnyéval.

A tovabbiakban mar csak hiperfeliileteket targyalunk. Emiatt ezt kdvetéen az m, n
pozitiv egészekre teljesiil m =n — 1.

Legyen adva egy R™-beli M elemi hiperfeliilet az r : D € R*! — R" paraméteres
eléallitassal. Ez esetben értelmezni lehet az M-nek az r altal meghatarozott normalis
egységvektormezojét.

9.6. Definicié Az M hiperfeliilet v paraméterezéshez tartozo normdlis eqységuektormezdjén
azt az N : D — R"™ leképezést értjiik, amelynek tetszoleges u € D helyen vett értékét az
alabbi két feltétel hatdarozza meg:

(1) N(u) egy olyan egységuektor, amely merdleges a Tyw)M érintétérre.

(2) AzR"™-beli yr(u),...,0,—1r(u), N(u) bdzis a tér természetes orientdcidjat képviseli.

Alkalmazzuk az R"-beli vektoridlis szorzat fogalmat, melyet az 1.17. Definiciéval
vezettiink be. Kénnyt belatni a fenti definicié alapjan, hogy ekkor fennall az

1
|| [Oir(u),...,0h—1r(u)] H

N(u) = [Oir(u), ..., 0p—1r(u)] (9.1)
egyenldség. Innen az (1.3) kifejezésb6l mar adddik, hogy N egy C*°-osztalyu leképezés.

Megjegyzés Ha egy olyan elemi feliiletet vennénk R™-ben, amelynek dimenzidja kisebb
(n—1)-nél, akkor azon a paraméterezés méar nem hataroz meg egyértelmiien egy normalis
egységvektormezot. Egy ilyen esetben a gorbiileti jellemzés mar csak komplikaltabb
targyaldssal lenne elvégezhetd, és erre a jegyzetiinkben nem tériink ki.

Célszerti kimondani az alabbi fogalmat is.

9.7. Definicié Az M = r(D) hiperfeliilet p = r(a) pontbeli érintd-hipersikjinak nevezzik
azt az R"-beli hipersikot, amely dthalad a p ponton és merdleges az N(a) vektorra.

Az 5.2. alfejezetben leirt targyalas alapjan beldthatd, hogy a sima hiperfeliiletekkel
kapcsolatban igazak az alabbi kijelentések, amelyek az 5.15. Tételnek és az 5.16. Allitasnak
felelnek meg.
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Az R™-beli W nyilt halmazon legyen adva egy C*-osztalyu f : W — R fiiggvény,
tovabba egy olyan ¢ € f(W) szdm, amely egy reguldris értéke f-nek. Ekkor az M =
f~Y(c) alakzat egy sima hiperfeliilet. Ezen kiviil tetszéleges p € M pontban a grad f(p)
vektor merdleges a T, M érintGtérre.

A sima hiperfeliiletek gorbiileti jellemzése

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy adva van egy R"™-beli M elemi hiperfeliilet az
r: D C R™ — R" paraméterezéssel, ahol m =n — 1.

A 6.1. alfejezetben leirtak szerint egy p = r(a) pontban vehetjitk M-nek az érint6ira-
nyokhoz tartozé normalmetszet gorbéit. Ezek palyéi olyan p-n atmend sikoknak M-mel
vett metszetei, amelyek parhuzamosak az N(a) normalvektorral.

Igazolhato, hogy a w € T, M érintévektorhoz tartozé sikbeli normalmetszetnek, mint
sikbeli gorbének, az elGjeles gorbiilete megegyezik a (6.3) kifejezéssel definidlt normal-

gorbiilettel.
Az r leképezés masodrendii parcidlis derivéltjait alkalmazva a (6.4) dsszefiiggés alapjan
definidlhatdak a b;; : D — R mdsodik fémennyiségek. Ezek tetszélegesu = (uy, ..., uy) €

D helyen meghatéroznak egy m x m-es B(u) méatrixot, amely szimmetrikus.

A 6.2. alfejezet targyalasat kovetve elobb értelmezni lehet feliileti vektormez6 irany-
menti derivaltjat, majd pedig a 6.8. Definiciéval az érintétéren vett A, : To,M — T, M
Weingarten-leképezést, amelynél tetszéleges w = Y " | w; d;r(a) érintévektorra fenndll
az

Ap(W) = =322, wi- OiN(a)

egyenléség. A Weingarten-leképezés alapjan a (6.8) egyenlettel definidlhato a 11, masodik
alapforma, amely egy szimmetrikus bilinedris forma a T, M érintétéren.

Mivel az A, leképezés onadjungélt, emiatt van olyan vi,...,v,, ortonormalt bazis
T, M-ben és vannak olyan kq, . . ., k,,, szamok, melyekre teljesiilnek az Ay (v;) = k; v; (i =
1,...,m) Osszefuggések. Az itt szerepl ki, ..., kK, egyiitthatékat az M hiperfeliilet p-
beli f6gorbiileteinek, a vy, ..., v,, sajatvektorokhoz tartozé iranyokat pedig féiranyoknak
hivjuk.

9.8. Definicié Az M hiperfelillet v paraméterezés szerinti szorzatgorbiletén a p pontban
a Kp = [, ki szdmot értjik. A Hy = L 3" k; szdmot a hiperfeliilet p-beli kizép-
gorbiiletének nevezziik.

Megjegyzés A szakirodalomban a pontbeli K, szorzatgorbiiletre a Gauss-Kronecker-
féle gorbiilet elnevezést is szokas hasznalni. Irdnyitasvalto atparaméterezés esetén a
fégorbiiletek eldjelet véltanak. Emiatt ha az n dimenziészam paros, akkor a K, szorzat-
gorbiilet is el6jelet valt az iranyitasvalté atparaméterezésnél.

A 6.2. alfejezetben leirtakbdl adddik, hogy tetszoleges u € D esetén az r(u) pontbeli
Ay Weingarten-leképezést az A(u) = G(u)™' - B(u) matrix frja le a T, M-beli
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oir(u),...,0,—1r(u) bézisra nézve. Emiatt a szorzatgorbiiletre ez esetben is fenndll a

det B(u)
Kiw)y = ——— 16ség.
™ = 4ot G(u) egyenléség

Mint ismeretes, a fogorbiiletek megegyeznek a féiranyokhoz tartozé normalgorbiiletek-
kel. A normalgorbiiletre vonatkozé Euler-tétel az aldbbiak szerint marad érvényben.

9.9. Allitas Legyen adva a T, M érintotérben eqy w vektor, melynek az i-edik foirdnyt
add v; egységuektorral bezdrt szoge ¥; (i =1,...,m). Ekkor a w érintdirdnyhoz tartozd

normdlgorbiiletre fenndall
kp(w) =30 ki - cos® ;.

A 6.19. Allitds bizonyitdsa alapjan igaz az alabbi kijelentés.

9.10. Allit4s Legyen adva az M = r(D) elemi hiperfeliilet eqy p = r(a) pontja. Vegyiik
azt a két nyilt félteret, melyeket a p-beli érinto-hipersik hatdrol.

(1) Ha K, # 0 és a p-beli fégorbiiletek eldjele azonos, akkor a-nak van olyan U nyilt
kornyezete D-ben, hogy az r(U \ {a}) feliletdarab benne van az egyik nyilt féltérben.

(2) Ha van két olyan fégorbiilet, amelyek eldjele ellentétes, akkor az a-nak bdarmely U
nyilt kornyezetét is vessziik D-ben, az v(U) hiperfeliilet-darabnak mindkét nyilt féltérben
vannak pontjai.

Megjegyzés Amennyiben a p € M pontban az A, Weingarten-leképezés nem tiinik el,
akkor a 6.2. alfejezetben leirtaknak megfelelden értelmezni lehet a Dupin-indikatrixot a
T, M érintStérben, amelyet ez esetben azonositunk az R"~! euklideszi térrel. Ily médon
a Yoo, Ki(x;)* = £1 mdsodfokud egyenlettel leirt alakzathoz jutunk.

Vegyiik észre, hogy a p-beli f6gorbiiletek elGjele azonos akkor és csak akkor, ha a
Dupin-indikatrix egy R™-beli ellipszoid.

A 6.3. alfejezetben leirtaknak megfeleléen beszélhetiink umbilikus pontokrol és umbi-

likus hiperfeliiletekrél. Konnyt belatni, hogy a megfelel6 atfogalmazas mellett igaz
marad a 6.21. Allités.
Kozvetlen szamoléssal igazolhatd, hogy a 6.23. Tétel érvényben marad. Eszerint a (6.19)
variaciénal fellépé kompakt hiperfeliilet-darabok felszinét méro f; fiiggvény derivaltja
pontosan akkor tiinik el a 0 helyen az Osszes variaciondl, ha a H kozépgorbiileti fiiggvény
eltlinik. Emiatt az M-et akkor mondjuk minimal-hiperfeliiletnek, ha H = 0 teljesiil.

A 6.25. Definicié alapjan lehet értelmezni az M = r(D) hiperfeliilet gorbiileti
vonalait. A fenti eredményekbol adodik, hogy az r vektorfiiggvény paramétervonalai
gorbiileti vonalakat adnak, ha az 0sszes olyan ¢, j indexpar esetén, ahol i # j, a g;; és
b;; fémennyiségek eltiinnek.
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9.11. Feladat Tekintsik R*-ban a D = (0,00) x (=%,%) x (=%, %) nyilt téglat. Vegyiik

2
azt azr: D — R* vektorfiigguényt, melyre tetszéleges (ui1, us, u3) € D helyen fenndll

r(uy, ug, uz) = chuy(cosus e + cosug ey) + shuy(cosuses + cosugey) .

Beldthato, hogy az v leképezés eqy olyan R*-beli elemi hiperfeliiletnek a paraméteres
elédllitdasdt adja, amely rajta van az (x1)* + (x2)* — (x3)? — (24)* = 1 implicit egyenlettel
leirt sima hiperfeliileten. Szdmitsuk ki az M = r(D) elemi hiperfeliilet szorzatgorbiileti
fiigguényét.

Alkalmazzuk az u = (uq, us, ug) jelolést. Az r fiiggvény elsérendii parcidlis derivéltjaira
az alabbi kifejezések adddnak:

Oir(u) = shuy(cosug ey + sinug €y) + chuy(cosuz es + sinugey),

Oor(u) = chuy(—sinug e; + cosug es), Osr(u) = shu;(—sinug ez + cosugey) .
Ezek kovetkeztében az els6 fomennyiségekre fennall

911(11) = ch’ u + sh? Uy = Ch(2 Ul), 922(11) = ch’ Uq, 933(11) = sh? Uy,

tovabba g;; = 0 teljesiil feltéve, hogy i # j.
A (9.1) és (1.3) osszefiiggések alapjan a normalis egységvektormezére az

1
N(u) = —— (ch uy(cosug ey + sinug €3) — shuy(cosug ez + sinug e4))

\/ Ch(2 ul)
kifejezést nyerjiik. A masodik fomennyiségek meghatarozasahoz az r leképezés méasodren-
di parcialis derivaltjait is venniink kell:

O1ar(u) =r(u), 01 or(u) = shuy(—sinug e + cosug ey),
01 3r(u) = chuy (—sinug ez + cosuz eyq), Opor(u) = — chuy(cosug e + sinug es),
Os3r(u) = 0, O3 3r(u) = —shwuy(cosuges + sinuz ey).

Ezek alapjan barmely u € D helyen igaz

1 ch? uy _ ShQ—ul
b11<u) = m, bgg(u) = —m, b33(u) - \/ma

tovdbba i # j esetén teljesiil b;; = 0. Mivel a 3 x 3-as G(u) és B(u) métrixok minden
helyen diagonélisak, az r vektorfiiggvény paramétervonalai gorbiileti vonalak. Emiatt a
bi;
i) = 2%
gi(u)
Célszerti megjegyezni, hogy a fégorbiiletek most nem azonos eléjeliiek. Az r paramétere-
zéshez tartozé szorzatgorbiileti fiiggvényre pedig fennall K (u) = —(ch? u; + sh? uy)~%/2.

(1 = 1, 2, 3) osszefiiggéssel megkaphatjuk a f6gorbiileti fiiggvényeket is.
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Az elemi hiperfeliiletre vonatkozé derivacios egyenletek

Az M hiperfeliilet r : D — R™ paraméterézéséhez tartozd kisér6 Gauss-bazis fogalmat
a 7.1. Definiciénak megfeleléen adhatjuk meg. Eszerint a oir,...,0,1r, N: D — R"
C>-osztalyu leképezések, mint az M mentén vett sima vektormezdk, egyiittesen alkotjak
a kiséré Gauss-bazist.

A (7.1) derivacis egyenlet alapjan be tudjuk vezetni a Christoffel-féle szimbdélumokat,
amelyek a D paramétertartomanyon vett valos fiiggvények. A 7.3. Allités bizonyitasat
kovetve belathatd, hogy ezek kifejezhetéek az els fémennyiségekbdl a (7.2) egyenlettel.
Nyilvan most is teljesiil a (7.4) derivéaciés formula.

A 7.2. alfejezetben kozolt targyalds teljes mértékben athozhaté a hiperfeliiletek
esetére. Mindossze arra kell {igyelni, hogy amikor egy egyenletben Gsszegzés szerepel,
akkor az indextartomany mar 1-tél (n — 1)-ig terjed. Ily médon érvényben maradnak a
(7.5) Gauss-egyenletek és a (7.6) Mainardi-Codazzi-egyenletek. FEzek azt mutatjak, hogy
az r paraméterezésbol nyert elsé és masodik fomennyiségek nem fiiggetlenek egymastol.

Az 5.5. alfejezetben leirtaknak megfelelden értelmezni lehet a sima leképezést az R”™
tér hiperfeliiletei kozott, tovabba be lehet vezetni az izometria fogalmat is.

Emlékezziink ra, hogy amennyiben az n dimenzidszam péros, akkor a szorzatgorbiilet
a hiperfeliilet iranyitasvalté atparaméterezése esetén eldjelet valt. Ily médon a Theorema
egregium csak az alabbi formaban marad érvényben.

Az R™-beli M és M elemi hiperfeliiletek kézott legyen adva egy olyan p : M — M
sima bijekcio, amely egy izometria. Ez esetben, ha az n egész szam paratlan, akkor a
szorzatgorbiiletekre fennall a Kp = K u(p) egyenl6ség barmely p € M pont esetén.

A hiperfeliiletek geodetikus gorbéi

A 8. fejezet targyaldsat véve mintanak a hiperfeliileten is be lehet vezetni a stacionarius
gorbe fogalmat. Ertelmezni lehet a hiperfeliileti gérbe mentén vett érindleges vektormezok
parhuzamossagat is. Ugyancsak be lehet vezetni a geodetikus gorbe és a geodetikus
gorbiilet fogalmat. Konnyen belathato, hogy a 8. fejezet Osszes eredménye érvényben
marad a magasabb dimenzidju terek hiperfeliileteire is.
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egyszerii zart, 36 normélmetszet gorbe, 108
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gorbiileti vonal, 125
grafikon (fiiggvényé), 67, 87
Gram-matrix, 11

hengeres csavarvonal, 20
hengerfeliilet, 85
hiperfeliilet

sima elemi, 172
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simulékor, 35
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Meusnier-tétel, 111 Weingarten-leképezés, 113
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