A bolygék mozgasara vonatkozé Kepler-torvények igazolasa

Geometriai alapok. A kipszeletek polarkoordinatas egyenlete

A sikbeli méasodrendi gérbék koziil az ellipszist, a hiperbolat és a parabolat mondjuk nem
elfajuld kupszeletnek. Tekintsiink vagy egy ellipszist vagy pedig egy hiperbolat. Jeldlje 2¢
a kapszelet fokuszainak tavolsagat, tovaibba 2a az ugynevezett tengelyhosszt. Az e = ¢/a
hanyadost mondjuk a kiipszelet numerikus excentricitasanak. Célszerdi megjegyezni, hogy
az ellipszis esetében fenndll 0 < e < 1, a hiperbolanal pedig e > 1.

Vezessiik be a b* = |a* — ¢?| jeldlést. A p = b?/a pozitiv szamot nevezziik a kupszelet
paraméterének. Az ellipszist és a hiperbolat az e, p értékek egybevagosig erejéig mar
meghatarozzak. A kort olyan specialis ellipszisnek tekintjiik, amelynél a két fokuszpont
egybeesik, tehat a kornél fenndll c =0, e =0 és a, p egyenlGek a kor sugaraval.

A parabola excentricitasa definicioé szerint e = 1. A parabola fékuszanak és vezér-
egyenesének p tavolsaga a parabola paramétere.

A kupszeleteket le lehet irni polarkoordinatas egyenlettel is. Kepler 1. torvényének
igazolasdhoz a polarkoordinatas egyenleteket fogjuk alkalmazni.

1. abra. Polarkoordinata-rendszer megvalasztasa egy parabolahoz és egy ellipszishez.
A hiperbolaagnal alkalmazott koordinatazast is jol szemlélteti a parabolas abra.

A sikbeli polarkoordinata-rendszert a kovetkezGképpen értelmezziik. Helyezziik az O
kezdGpontot a kupszelet egyik fokuszaba. A sikbeli kezdGiranyt (vagy mas a szoval polar-
tengelyiranyt) a fenti Abranak megfelelGen vegyiik fel oly modon, hogy az legyen ellentétes
az O-bdl a kipszelet legkdzelebbi pontjaba mutat6 irannyal. Mint ismeretes, egy sikbeli
P (P # O) pont pozicidjat meg lehet adni az r = OP tavolsaggal és a ¢ forgasszoggel,
amelyet a kezdGirany és az OP vektor hataroznak meg. (Jeldlés: P(r,p).)



A kupszeletek kanonikus egyenletét véve alapul alkalmas transzformaciokkal igazolha-
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és csak akkor, ha polarkoordinataira fennall az

p
"= 1 —ecosp (1)
egyenlGség. Ezt mondjuk a kiupszelet polarkoordinatas egyenletének. Az egyenlet bi-
zonyitasa fellelhet a Hajos Gyorgy altal irt Bevezetés a geometridba c. tankonyv 42.
fejezetének végeén.
Fontos itt megjegyezni, hogy a hiperbola esetében, vagyis amikor e > 1, az (1) egyenlet
a kupszeletnek csak azon agat irja le, amelyik kozelebb van az O fékuszhoz. A hiperbola

masik aganak polarkoordinatas egyenlete r = ——.
—1—ecosp

Toémegpont mozgésa centrilis gravitiacios erGtérben

A tovabbiakban alkalmazni fogjuk a térbeli vektorokkal kapcsolatos miiveleteket és a veliik
kapcsolatos Osszefiiggéseket. Valamely u, v vektorok skalaris szorzatat (u, v), vektorialis
szorzatat pedig u x v fogja jelolni.

Amennyiben a térbeli vektoroknal régzitiink egy i, j, k ortonormalt bazist, akkor azok
V tere azonosithaté a valos szamharmasok R3 vektorterével.

Vegyiink a térben egy olyan koordinata-rendszert, amely tigynevezett inerciarendszert ad.
Tegyiik fel, hogy az O kezd6pontban egy igen nagy M tomegi, mozdulatlan test van elhe-
lyezve. A térben egy olyan tomegpont mozgasat szeretnénk leirni, amelyre csak a O-beli
test gravitacios vonzereje hat és amelynek m tomege elhanyagolhat6o az O kezdGpontban
elhelyezett test M tomegéhez képest (m << M). Feltessziik azt is, hogy a tomegpontnak
az O-beli testre kifejtett gravitacios vonzereje (a mérhetGség hatarait figyelembe véve) nem
mozditja azt el az O kezdGpontbdl, tovibba az M tdmegi test mérete kicsi a tomegpont
O-t6l mért tavolsagdhoz képest.

TetszGleges t (t € R) idépillanatban a tomegpont helyvektora legyen ~(t). Ezzel a
hozzarendeléssel egy C>-osztalyt v : R — R? leképezést kapunk. Ezen « vektorfiiggvény
~'(t) derivaltja adja a tomegpont sebességvektorat, a 4" () masodrendii derivalt pedig a
gyorsuldsvektort a ¢ pillanatban.

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy a mozgd tomegpontra csupan a kezdSpontban
elhelyezett M tomegi test gravitacios vonzereje hat. Jelolje F(t) ezt a tomegpontra kifej-
tett gravitacios erét. A Newton-féle gravitacios torvény szerint F(¢) kifejezhets az

m M
F(t) = =k 7= y(t) (2)
Iy @I
Osszefiiggéssel, amelyben k az dgynevezett gravitacios allando. (Mint ismeretes, ennek
3
kozelits értéke az SI mértékegység-rendszerben k ~ 6,67 - 107 m =)
g-s

A dinamika alaptorvénye szerint az m tomegi tomegpont ~”(t) gyorsulésara fennall
m~"(t) = F(t). Ebbdl a (2) osszefiiggés alapjan a

v'(t) = E v() (3)
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egyenlGséget nyerjiik. Azt kaptuk, hogy a 4" (t) gyorsulasvektor parhuzamos (és ellentétes
iranyt) a «y(t) helyvektorral.

Fizikai tanulmanyokbol mar ismeretes, hogy a P(t) = m (y(t) x 4/(t)) vektor adja a
tomegpontnak az O kezddpontra vonatkozo perdiiletét (méas szoval impulzusmomentumat)
a t pillanatban. Tekintsiik most az

L(t) = 4(1) x ¥/(t) = - P(1) (1

kifejezéssel leirt L : R — R? vektorfiiggvényt, melyet nevezziink el sebességmomentum-
nak. Az alabbiakban belatjuk, hogy az L értéke konstans.

1. Allitas. A centrélis gravitaciés erétérben mozgé témegpont L sebességmomentum-
vektora allando.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy az L vektorfiiggvény derivéltja eltiinik. Ugyan-
is, ez esetben a Lagrange-féle kozépértéktételbsl adodik, hogy az L értéke konstans. A (3)
egyenlGség szerint a ~y(t), 4"(t) vektorok parhuzamosak, tehat a vektorialis szorzatuk 0.
Ily médon az L vektorfiiggvény derivaltjara a Lebniz-szabaly alapjan teljesiil

Li(t) =~'(t) x v'(t) +v(t) x¥"(t) = 0
tetszéleges ¢ pillanatban. [J

Tegyiik fel, hogy valamely ¢, pillanatban a témegpont ~(to) helyvektora és a ~/(to)
sebességvektor parhuzamosak. Ekkor (3) kovetkeztében a tomegpont palyaja az O origon
és a y(to) ponton athalado egyenesre esik, tovabbéa az L = «(t) x+/(t) sebességmomentum-
vektor eltiinik, azaz L = 0. Ebben az igen specialis esetben, amikor a palya egy egyenesre
esik, megtorténhet, hogy a tomegpont iitkozik az O kezdGpontba helyezett M tomegi

testtel. Nem nehéz igazolni, hogy az iitkozés csak akkor marad el, ha a ~(ty), ~'(t)

2kM
vektorok ellentétes iranytak és teljesiil az ||v/(to)||*> — ——— > 0 egyenlGtlenség. (A

[l (o)l
késGbbi targyalas alapjan ez majd konnyen belathato lesz.)

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy a sebességmomentum-vektorra fennall L # 0.
Ennek kovetkeztében a ~(t), ~'(t) vektorok vektorok linearisan fiiggetlenek barmely t
pillanatban. A kovetkezé allités szerint a tomegpont egy sikmozgast végez.

2. Allitas. A centralis gravitacios er6térben mozgé témegpont péalyaja benne van azon
sikban, amely illeszkedik az O kezdépontra és merdleges az L vektorra.

Bizonyitas. Tekintsiik a térben azt az S sikot, amely illeszkedik az O kezdGpontra és
meréleges az L momentumvektorra. Az L = ~(t) X 4/(t) egyenldség miatt az L vektor
tetszéleges t mellett merdleges a ~(t) helyvektorra, vagyis a skalaris szorzatukra fennall
(v(t),L) = 0. Emiatt a y(t) helyvektorta pont benne van az S sikban. Tehat a tomegpont
végig ebben az S stkban mozog. [

Kepler II. torvénye

Az el6bbiek soran mar belattuk, hogy a centrélis gravitacids erdtérben mozgd tomegpont
palyaja benne van az O origon atmend és az L vektorra meréleges sikban. A tovabbiakban
alkalmazzuk az L = |L|| jelolést a konstans sebességmomentum-vektor hosszara.
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Az O centrumbdl a tomegpontba htzott szakaszt mondjuk sugarszakasznak. L # 0
teljesiilése miatt a tomegpont ~(t) helyvektora egy forgéast ir le az S sikban. A mozgas
soran valamely ¢, és to (t; < t3) id6pontok kozott ez a sugarszakasz egy olyan sikbeli
szektortartomanyt ir le, amelynek van teriilete. (Ha a sugarszakasz valamely tartoméanyt
tobbszordsen ir le a [tq,ts] idGszakasz alatt, akkor annak teriiletét tobbszorosen vessziik
figyelembe.) A tartomény teriiletére vonatkozik az alabbi kijelentés.

3. Allitas. A sugarszakasz altal a t, és ty idépontok kézott leirt sikidom teriilete

At t) = % Lita—t). (5)

Bizonyitas.
Vezessiik be az r : R — R valos fliggvényt, amelyre fennall r(¢) = ||v(¢)|| = (v(¢),y(¢))
Eszerint r a tomegpont O kezdGponttdl valo tavolsagat adja meg az id6 fliggvényében.

A sugarszakasz altal végzett forgas szogsebességét egy t pillanatban az alabbi modon
definidljuk. Jelolje a(u) a ~(t) és v(t + u) vektorok szogét. A ~ vektorfiiggvény t-beli

/2.

szogsebességén az  w(t) = lim, g hatarértéket értjiik. Emiatt azt mondhatjuk,

a(u
Jul _ ,
hogy az w(t) szogsebesség a tomegpont ~ helyvektoranak iranyvaltozasi sebessége a ¢
pillanatban.

_ () xy(E+ )

= Ol TG+

A vektorok a(u) szogének szinusza kifejezhets a sin o(u)

ban. Konnyi belatni, hogy a hatarértékre fennall

. ofu) . sina(u) 1
lim —% = lim = 1m(
w=0 ul w0 ul w=O\ [y ()] Iy (t+u

7 () < (/0 +0) = O)]).

Vegyiik észre, hogy lim, .o % (y(t 4+ u) —~(t)) = ~v'(t). Eszerint a « leképezés szogsebes-
ségére teljesiil

0 x YOl ) x40
O="hor - ez ©)

Az Analizisbdl ismeretes, hogy a sugéarszakasz altal leirt sikbeli szektortartomany te-

riletét az .
1 2
A(tl,tQ):-./ r()? - w(u) du

2 t1

integral adja meg. A (6) Osszefiiggés szerint pedig fennall 7(u)? - w(u) = ||y (u) x v'(u)].
Ebbdél mar kévetkezik, hogy a sugéirszakasz altal leirt sikidom teriilete

I IR 1
Attt =5+ [ It <y (@l du=5 - [Ldu=3 Lt 1)
t1 t1

0

A 3. Allitasbél mar kovetkezik az alabbi eredmény.
1. Tétel (Kepler II. térvénye). A gravitacios centrumbél a tomegpontba hizott sugdrsza-
kasz egyenld id6kézok alatt egyenld teriiletii sikidomokat ir le.



A palya tengelyiranyanak kijel6lése a mozgas sikjaban

Bevezettiik az r : R — R fiiggvényt az 7(t) = ||y(t)|| = (v(t),~(t))"/? bsszefiiggéssel.
(r(®), (1))
(y (1), v ()
Azt mar igazoltuk, hogy a tomegpont egy sikgorbét ir le. Az alabbiakban megadunk egy
olyan vektort, amely a leirt palya szimmetriatengelyének az irdnyaba mutat.

Tekintsiik az

Vilagos, hogy ennek derivaltjara fennéll az r'(t) = egyenl@ség.

Bl = X+ i (LX) )

kifejezéssel leirt E : R — R? vektorfiiggvényt. Emlékezziink ra, hogy k jeloli a gravitacios
allandot és M az O-beli test tomegét. Vegyiik észre, hogy E(t) merdleges az

L = ~(t) x 4'(t) sebességmomentumra, tehat E(¢) benne van a mozgas S sikjaban. Be
fogjuk latni, hogy az E vektorfiiggvény konstans. Az E fiiggvény derivalasanal alkalmazzuk
a szorzatfiiggvényekre vonatkozé Leibniz-szabalyt. Ily modon az

B(1) = s (00,4007 (1) — (0.7 () (D) + 75 (L x ()

(y(@),~(1))

Osszefiiggést kapjuk. A fenti egyenlet jobb oldalan szereplé masodik tagnél alkalmazzuk
a (3) egyenlbséget, tovabba a vektorialis szorzasra vonatkozo kifejtési tételt. FEszerint
teljesiil

1 , 1 kM 1 ,
1 © 57 0) = 157 (D pp YO % L) = (00 x 0 x v ()

Y
= W((’Y(ﬂa’)”(t» ")/(t) — <’Y(t),"y(t)> 7/<t)>.

Az el6bbi két egyenletbdl mar kovetkezik, hogy E'(t) = 0 barmely ¢t mellett. Ily modon
mar igazoltuk is az alabbi kijelentést.
4. Allitas. A (7) dsszefiiggéssel leirt E vektorfiiggvény konstans.

Amennyiben E # 0, akkor ezen E vektorral ki tudunk tiintetni egy irdnyt a mozgas S
sikjaban. Azonban elGszor azt a specialis esetet vizsgéljuk majd meg, amikor E = 0.
Az egyenletes kGrmozgas speciilis esete

Tegyiik fel, hogy a (7) kifejezéssel értelmezett E vektor elttinik, azaz E = 0 teljesiil. Ekkor
fennéll a
y(t) 1

= ('(t) x L)
YOI kM
egyenlGség. Ennek mindkét oldalat szorozzuk meg skalarisan a «y(t) vektorral. Azt kapjuk,

hogy teljestl

Alkalmazva a harom vektor vegyes szorzataval kapcsolatos felcserélési tételt az

00 = (0. 78) x L) = o () x 7). 1) =



egyenldséget nyerjilk. Eszerint a tomegpont O-t6l mért r(t) = ||v(¢)| tavolsaga allando.
L2

A fenti Osszefiiggés alapjan a témegpont az O centrumi és r = T sugard korpalyan
mozog az L-re meréleges S sikban.

Mivel az r(t)? = (v(t),v(t)) kifejezés is konstans, ennek derivilaséval adodik, hogy
(¥'(t),~(t)) = 0, tehat a v'(t) sebességvektor mindig merdleges ~y(¢)-re. Emiatt teljesiil
L =r-[|v/'(t)||. Ebbdl mar kivetkezik, hogy a «/(t) sebességvektor ||v/(¢)|| nagysaga is
alland6. A fentiek alapjan igaz a kovetkezd kijelentés.

5. Allitas. Amennyiben fennall E = 0, akkor a tomegpont egyenletes kirmozgast végez
az O kezddépont koriil.

A tomegpont sebességének nagysagara vezessiik be a v(t) = ||¥/(¢)]| jelolést.
Megjegyzés. Egyenletes kormozgas esetén a sebességmomentum nagysaga L = r v, ahol
2

r jeloli a korpalya sugarat és v a konstans sebességet. Ily moédon az r = T kifeje-
zésb6l a v? = —— Osszefiiggés adodik a sebességre. Az r, v értékek ismeretében tehat
r

2

vir
kiszamithatjuk M értékét is az M = - képlettel.

Megjegyzés. Amennyiben a Foldnek a Nap koriili forgésat kormozgéssal kozelitjiik, akkor
a Fold sebességének kozelits értéke v ~ 3-10*m/s, a palya sugara pedig r ~ 1,5-10* m.
Korabban mar emlitettiik, hogy a gravitacios allandé &k ~ 6,67 - 1071 #22. Eszerint a
Nap tomegének becsiilt értéke M ~ 2 - 1030 kg.

Egyébként a Fold altal leirt ellipszispalya numerikus excentricitasa igen kicsi, konkré-
tan ep = 0,0167 = 1,67 - 1072, tehét a korpalya egy igen jo kozelitést ad.

Kepler I. torvénye

A tovabbiakban feltessziik, hogy E # 0 teljesiil. Jeldlje ezen vektor hosszét e, azaz legyen
e = ||E||. A téomegpont mozgasanak S sikjaban tekintsiik azt a polarkoordinata-rendszert,
amelynél E adja meg a tengelyiranyt és az E, L x E meréleges vektorpar hatarozza meg
a pozitiv forgasiranyt.

Egy sikbeli P (P # O) pont poziciojat egyértelmiien meghatarozza az O kezdGponttol
mért r = OP tavolsaga és az E, OP vektorok elGjeles forgasszoge.

Eddigi ismereteink birtokdban mér igazolni tudjuk az alabbi tételt.
2. Tétel (Kepler 1. térvénye). A mozgd témegpont palydja egy kiipszeleten van. Ezen
kiipszelet egyik fokuszpontja megegvezik az O centrummal, amelyben az M tdomegi test
van. A tomegpont palyaja aszerint lesz ellipszis, parabola vagy hiperbolaag, hogy
|E|| <1, |E| =1 vagy ||E| > 1 teljesiil.
Bizonyitas.
Az E vektort definialo (7) egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg skalarisan a () hely-
vektorral. Ekkor a
1
V(@) E) = Iyl + 577 (v @), Lx v (@) = IO = 7 (1), ~'(8) x L)

osszefiigéshez jutunk. Mivel fenndll (v(t),v'(t) x L) = (y(¢t) x v/(t), L) = ||L||?, ebbdl a



egyenlet adodik. Jeldlje () a kezddiranyt ado E vektor és a ~(t) vektor elGjeles szd-
gét. Fejezziik ki a (y(t), E) skalaris szorzatot a két vektor hosszaval és a bezart szog
koszinuszaval. Ily modon a fenti egyenlethdl az

L2

r(t) - Bl - cosp(t) = r(t) — 7

osszefiiggést nyerjiik, amelyben r(t) = ||v(¢)|| az O centrumbol a témegponthoz huzott
sugarszakasz hossza. Eszerint a témegpont r(t), () sikbeli polarkoordinataira teljesiil

()1~ B - cos p(t) = - 0

L2
Alkalmazzuk a p = i és e = ||E|| jeloléseket. Ez esetben (8)-bol azt kapjuk, hogy az
r(t), (t) koordinatakra fennall az

p
rit) = 1 —e-cosp(t)

egyenlGség barmely ¢ pillanatban. Eszerint a tomegpont palyaja megegyezik az (1) egyen-
lettel meghatarozott kupszelettel, és ezen kupszelet egyik fokusza az O kezdGpont.

A leirt péalya e < 1 fennallasa esetén ellipszis, e > 1 esetén hiperboladg, e = 1 esetén
pedig parabola. [J

A fenti bizonyitasban szerepls (8) Gsszefiiggésbdl kovetkezik az alabbi kijelentés.
2

kM’

1. Kévetkezmény. A tomegpont altal leirt kiipszelet paramétere p = a numerikus

excentricitisa pedig e = ||E||.

Kepler III. térvénye az ellipszispalyan mozg6 égitestekre

Tegyiik fel, hogy a tomegpont ellipszispalyat ir le, azaz a (7) kifejezéssel megadott E vektor
hosszara fennall ||E|| < 1.

Az ellipszispalya egyszeri befutasanak idejét jelolje T. Fzt mondjuk a tomegpont
keringési idejének, illetve az O koriili keringés periddusidejének. A tomegpont altal leirt
ellipszis nagytengelyének félhosszat jeldlje a, a kistengely félhosszat pedig jel6lje b.

3. Tétel. A tomegpont altal leirt ellipszis nagytengelyének a félhosszaval és a T keringési
idével fennall az 5
a M
=i Q
T2 472
osszefiiggés, amelyben M a centralis gravitacios eréteret létrehozoé test témege.
Bizonyitas.
Ismeretes, hogy az ellipszis teriilete A = a b, ahol b a kistengely félhossza. A teljes ellip-
szist a T keringési id6 alatt irja le az O centrumot a tomegponttal 6sszekots sugarszakasz.
A 3. Allitasban szerepls (5) kifejezés alapjan teljesiil az

abm = lLT
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egyenlGség. Bzt négyzetre emelve és felhasznalva, hogy az ellipszis paramétere p = b?/a

az 1
a3p7T2 — _L2T2
4
2

L
egyenletet nyerjiik. Korabban azt kaptuk, hogy fennall p = TR Emiatt a fenti egyen-
letb&l kovetkezik

8 112 kM
a4 r O

T2 4dpr2  4n?

A fentiek soran igazolt (9) Gsszefiiggésh6l mar kovetkezik az alabbi tétel.
4. Tétel (Kepler III. torvénye). A Naprendszerben a Nap kériil ellipszispalyan mozgo
égitestek keringési idejeinek négyzetei gy aranylanak egymashoz, mint a leirt ellipszisek
félnagytengelyeinek kébei.

Megjegyzés. A Naprendszerbeli bolygoknal az ellipszispalyak a félnagytengelyeire és a
3 3

o N a m
T keringési idékre vonatkozé hanyados kozelits értéke ik 3,38- 10" —-.
s

A palya tipusanak és a témegpont mechanikai energidjanak kapcsolata

A tovébbiakban is azt a targyaljuk, hogy miként mozog az m témegd tomegpont a O
centrumba helyezett M tomegi test gravitacios erGterében. Fzt kdvetGen is feltessziik,
hogy a konstans L = ~(t) x 4'(t) sebességmomentumra fennall L # 0.

A mozg6 tomegpont t pillanatbeli mozgési (vagy mas szoval kinetikus) energidjan a
K(t) = m- ||/ (¢)|]* értéket értjiik. Ha a sebességvektor nagysagara a v(t) = [|+/(t)||
jelolést alkalmazzuk, akkor a mozgési energia a K (t) = 3 muv(t)? kifejezéssel frhato fel.

Azt a munkét, amelyet az O-beli test gravitacios tere végez a tomegponton mialatt az
egy adott pontbol végtelen tavol keriil az O kezd6ponttol, a témegpont adott helyzethez
tartozo potencialis energidjanak mondjuk. Nem nehéz belatni, hogy ennek értéke csakis

az adott pont O-t6l mért tavolsagatol fiigg. Igazolhatd, hogy a ~y(t) helyvektori ponthoz
m

t
meg, amelyben k jeloli a gravitacios allandot. Az elGjel azért neg‘gi(v? !nert a gravitacios
erGtér negativ munkat végez, mialatt a tomegpont a ~(t) pontbdl végtelen tivol keriil az
O kezdGponttol.

A mozgasi energia és a potencialis energia H(t) = K(t) + U(t) 0Osszegét mondjuk
a tomegpont mechanikai energidjanak. A fentieknek megfelelGen a centralis gravitacios
erGtérbe helyezett tomegpontnak a ¢ pillanatbeli mechanikai energidja a

1 , , m M
H(t) = 5 m-('(£),7'(1)) 0]

2
érték. Kordbban mar belattuk, hogy a tomegpont egy kupszelet mentén mozog. A kovet-
kez6 allitas szerint H(t) kapcsolatban van az E vektor hosszéaval.

tartozo potencialis energia értékét az U(t) = U(||v(®)|]) = —k - Osszefiiggeés adja

(10)

6. Allitas. A palya tengelyiranyat meghatarozé E vektor hossza és a H(t) mechanikai

energia kozott fennall az
2 L2
IE[* —1= 2o 2 H(t) (11)

8



Osszefiiggés.
Bizonyitas. Vegyiik az allitasban szerepld

(1) 1 )
Fon " war &)

t
vektort. Mivel V(1)

(@)l

egy egységvektor, az EE 0nmagéaval vett skalaris szorzatéira igaz

2
(E,E) =1+ ———— (7(t), Lx¥'(t)) +
kM [l (#)]]
Amennyiben az egyenlet jobb oldalanak masodik tagjanal alkalmazzuk a felcserélési tételt,
a harmadik tagnal pedig felhasznaljuk, hogy L és ~/(¢) merdlegesek egymaésra, akkor azt
kapjuk, hogy teljesiil

s (L X Y(0),Lx Y1)

2
E E) = L. L)+ L|J*- ||y 2,
(B.B) = 1~ et (L L) + s LI [/0)
Ebbél mar kovetkezik, hogy fenndll az
2L /1 m M
E,E—l:—(- A (O = k- )
©.8) -1 =t (Gme IO k-

Osszefiiggés, amely éppen a (11) egyenletnek felel meg. O

Az alabbi tétel szerint a mechanikai energia elGjelétdl fiigg, hogy a tomegpont milyen
kupszeletet ir le mozgésa soran.
5. Tétel. A centralis gravitacios erétérben mozgo tomegpont mechanikai energidja allan-
do. A tomegpont altal leirt kiipszelet aszerint lesz ellipszis, parabola vagy hiperbolaag,
hogy a témegpont H mechanikai energidjara H < 0, H =0 vagy H > 0 teljesiil.
Bizonyitas.
Mivel az E vektor konstans, (11) osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a (10) kifejezéssel értel-
mezett H(t) mechanikai energia is allando.

A (11) egyenl@ség szerint a mozgo tomegpont altal leirt kiupszelet e = ||E|| numerikus

excentricitasara teljesiil
e2=1+ 2—[12 H.
k2 m M?
Ebbél adédoan valoban a H mechanikai energia elGjele donti el, hogy e < 1, e =1
vagy e > 1 teljesiil. Mint ismeretes, e értékétdl fiigg, hogy milyen tipusu kiipszelet lesz a

tomegpont (8) egyenlettel leirt palyaja. O

Megjegyzés. A fenti tétel szerint a tomegpont palyaja akkor ellipszis, ha H < 0.

Az egyenletes kormozgas (amikor E = 0) egy specialis esetet jelent. Ekkor a kor r
km M 1 9

= ——muv°.

2r 2

sugaraval és a konstans v sebességgel fenndll H = —



