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1) Az egybevagobsagi és a hasonlosagi transzformaciok

Ebben a fejezetben részletesen targyaljuk a sikbeli és a térbeli egybevagosagi transzfor-
maciokat. Tébbek kozott megadjuk a sikbeli egybevagosagok osztalyozasi tételét.

A korabban mar bevezetett jeloléseket alkalmazzuk. Ennek megfelelGen X a tér pont-
jainak halmazat jeloli. A d : X x X — R tavolsagfiiggvény alapjan értelmezziik a tér
pontjainak tavolsagat. Valamely P, @ pontok tavolsagat d(P, Q) vagy egyszeriibben PQ
fogja jellni. A két pont 6sszekots szakaszat PQ, a P kezdGponta és  végpontu iranyitott
szakaszt pedig P(Q) jeloli majd.

A tér szabad vektorainak terét V fogja jeldlni. A szabad vektorokat félkdvér betiikkel
jeloljik. Az u, v vektorok skalaris szorzatara az u - v, vektorialis szorzatukra pedig az
u X v jelolést hasznaljuk.

Az egybevagdsagi transzformaciék alapveté tulajdonsagai

Idézziik fel a térbeli egybevagosagi transzformacié fogalmat.

1.1. Definici6. Egybevagosagi transzformacion (révidebben egybevagosagon) egy olyan
¢ : X — X bijektiv leképezést értiink, amelynél barmely P, () € X pontokra fennall a
d(P,Q) = d(o(P),p(Q)) osszefiiggés.

Megjegyzés. Az egybevagosagi transzforméciokra legegyszertibb példa a pontra tiikrozés
és az adott vektorral torténd eltolas.

Az eltolast korabban mar értelmeztiik. Eszerint a térnek az u vektorral valé eltolasan
azt az € : X — X leképezést értjiik, ahol tetszéleges P pont P’ = ¢(P) képére fennéall

—
PP =nu.

Megjegyzés. Azt az egybevagosagi transzforméciot, amely minden pontot fixen hagy, id
fogja jelolni. A fenti 1.1. Definiciobol adodik, hogy igazak az az aldbbi kijelentések.

(1) Ha @1 és ¢y térbeli egybevagosagi transzforméciok, akkor a kompoziciojukkal nyert
poop1 : X — X leképezés is egy egybevagosag. Ez a ps0p; egybevagosagi transzformaciod
tetsz6leges P € X pontot a ¢o(¢1(P)) pontba képez. Tehat elGszor a p; transzformaciot
hajtjuk végre, majd ezt kdvetden a ¢o egybevagdsigot.

(2) Ha @ egy térbeli egybevagosag, akkor a ¢! : X — X inverz leképezés is egy egybe-
vagosagi transzformacio.

1.2. Definicio. Legyenek adva a o és ¢y térbeli egybevagosagi transzformaciok. Ezek
szorzatan a w0 1 1 X — X egybevagosagot (azaz a két leképezés kompoziciojat) értjiik.

Megjegyzés. Konnyt belatni, hogy amennyiben @1, @y és @3 térbeli egybevagosigok,
akkor szorzataikra fennéll a @30 (p2091) = (w30(p2)op1) egyenléség. Ugyanis, mindkét
zérojelezés esetében egy P pont képe egyazon ¢3(p2(p1(P))) pont lesz.

Megjegyzés. A tavolsagtartas miatt az egybevagdsdgokat szokds a tér izometridinak
(vagy izometrikus leképezéseinek) is nevezni. A leképezések kompoziciojara (mint szor-
zésmiveletre) nézve a térbeli egybevagosagok egy csoportot alkotnak, amelyet a tovabbi-
akban Iso(X) fog jelolni.



Eddigi ismereteink alapjan méar igazolni tudjuk az alabbi tételt.
1.3. Tétel. Tetszdleges p : X — X egybevagosagra igazak az alabbi kijelentések:
(1) Egyenest egyenesbe, szakaszt szakaszba képez.
(2) Béarmely siknak a ¢ szerinti képe sik.
(3) A ¢ egybevagosag parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez.
(4) Ha valamely A, B, C, D pontokra fennall az zﬁ = @ Osszetiiggés, akkor az

A'=p(A), B'=¢(B), C'"=¢(C), D' = ¢(D) képpontokkal teljesiil A'B' =C"D'.

Az egybevagosag altal indukalt linearis leképezés a szabad vektorok terén

Az 1.3. Tételben szerepls (4) kijelentés alapjan az egybevagosagi transzforméciohoz hozzé
lehet rendelni egy olyan leképezést, amely vektort vektorba képez. Emlékezziink ra, hogy
az euklideszi tér szabad vektorainak terét 1 jeldli.

1.4. Definici6. Legyen adott egy ¢ : X — X egybevagosag. A ¢ altal a szabad vektorok
terén indukalt leképezésen azt a ¢ : V — V fiiggvényt értjiik, ahol tetszéleges u = A

vektor képére fennall p(u) = p(A) go(B;.

Megjegyzés. A fenti definicié alapjan egy u € V szabad vektornak a ¢(u) képét az
aldbbi modon nyerjiik. Vesziink egy olyan A B iranyitott szakaszt, amely az u vektort
reprezentalja, vagyis amelyre igaz u = A B. Ezt kovetGen teki%ﬁk az A, B pontok
A" = p(A), B' = p(B) képeit. A képpontok altal meghatélgz_o_t;t A’ B’ iranyitott szakasz
adja meg az u vektor ¢ altali képét, vagyis fennall p(u) = A’ B'.

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy az 1.3. Tétel (4) kijelentése szerint az igy kijelolt
©(u) vektor nem fiigg az u-t reprezentalo irdnyitott szakasz megvalasztasatol.

Megjegyzés. Konnyen beldthato, hogy tetszGleges € : X — X eltolas esetén az indukalt
€ :V — V leképezésre fennall £(u) = u barmely ueV vektor esetén.

Legyen a 7 : X — X leképezés a tér tiikrozése egy O pontra. Vegyiik észre, hogy ekkor
teljesiil 7(u) = —u barmely u € V vektorra.

A fenti definicioval kapcsolatos az alabbi allitas, amely tobbek kozott kimondja, hogy
a  leképezés megérzi a vektorok skalaris szorzatéat.
1.5. Allitas. Legyen adott egy ¢ térbeli egybevagosag. Az altala indukalt
@V — V leképezésre tetszlleges u, v € V vektorok és A € R szam esetén igazak az
alabbi Osszetiiggések:
(1) ¢(ut+v)=@)+ov),  (2) pAu)=A¢(),  (3) ¢(u)-H(v)=u-v.
Emellett ¢ egy bijektiv leképezés.

Célszertinek tiinik megadni az alabbi definiciét is, amely a Lineéris algebra egyik alap-
vetd fogalméarol szol.
1.6. Definici6. A szabad vektorok terén legyen adott egy o : V — V leképezés. Az a—t
linearis leképezésnek (vagy linearis transzformacionak) mondjuk, ha tetszéleges u, v € V
vektorok és A\ € R szam esetében teljesiilnek az alabbi Gsszefiiggések:
a(u+v) =a(u) + a(v), a(Au) = Aa(u).
Amennyiben az « linearis leképezés bijektiv, akkor a—t linearis izomorfizmusnak nevezziik.



A sikbeli egybevagoésagok

A térben vegyiink egy o sikot. A sikbeli egybevagdsag fogalma megfelel a térbeli egybe-
vagosag fogalmanak.

1.7. Definici6. A o sik egybevigosagi transzformaciojan egy olyan ¢ : 0 — o bijektiv
leképezést értiink, amelynél tetsz6leges P, () € o pontok esetén fennall

d(¢(P),¢(Q)) = d(P, Q).

Megjegyzés. Vilagos, hogy az eltolasok és az elforgatasok sikbeli egybevagosagi transz-
formaciokra. Célszerid itt megjegyezni, hogy a o siknak egy C pontra torténd tiikrozése
megegyezik a C' koriili, 7 szogl elforgatéassal.

Megjegyzés. Az 1.3. Tételnek megfelelGen a sikbeli egybevagosag egyenest egyenesbe,
szakaszt szakaszba képez, tovabba megérzi az egyenesek parhuzamossagat. Mivel a para-
lelogramma egybevagosaggal nyert képe paralelogramma, igaz az 1.3. Tétel (4) kijelentése
is.

Ertelmezziik most a sikbeli tengelyes tiikrozést.
1.8. Definicié. A o sikban legyen adott egy ¢ egyenes. A siknak a t egyenesre torténd
tiikrozésén azt a 7 : 0 — o leképezést értjiik, amely a ¢ egyenes pontjait fixen hagyja és
egy a t-re nem illeszkeds P pont 7(P) = P’ képét az alabbi feltételek hatarozzak meg.
(1) A P’ pont rajta van azon az egyenesen, amely merdleges t—re és athalad P-n.
(2) A merdleges egyenesnek a t-vel vett metszéspontja felezi a P P’ szakaszt.

Az egyenesre torténd tiikkrozést tengelyes tiikrozésnek is szokas nevezni.
1.9. Allitas. A tengelyes tiikrézés egy egybevagosagi transzforméacioja a siknak.
Bizonyitas. Tekintsiik a ¢ egyenesre torténdé 7 : 0 — o tengelyes tiikrézést. Legyenek P
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1. dbra. Szemléltets abra a tengelyes tiikrézéshez.

és () valamely sikbeli pontok. Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor P és () a t egyenes
altal hatarolt egyazon félsikban vannak. A képpontok legyenek P = 7(P) és Q' = 7(Q).



A tiikrozés definicioja kovetkeztében a (P, P') és (Q, Q') egyenesek derékszogben metszik
el a t egyenest. A metszéspontokat jelslje £ és F. Vegyiik a PE és P'F szakaszokat is.

Vilagos, hogy a PEFA és P'EF /A haromszogek egybevagoak, hiszen az E'F oldal ko-
z0s, fenndll EP = EP’, és az E csucsbeli sz6gek derékszogek. Ebbdl viszont az kovetkezik,
hogy PF = P'F és PFE< = P'FE<is teljesiil. Vegyiik észre, hogy emiatt fennéll a
PFQ< = P'FQ'< egyenlGség is.

A PFQA és P'FQ /A haromszogek ugyancsak egybevagoak egymaéssal, mivel az F
cstucesbeli szogeik egyenlGek, tovabbé igaz FP = FP' és FQQ = FQ'. Ennek kovetkeztében
teljesiil PQ = P'Q".

Megfelels haromszogek egybevagosagat felhasznalva belathato, hogy a d(P, Q) = d(P’, Q')
egyenldség akkor is fennall, ha a P, () pontok a t altal hatarolt mas—mas félsikban vannak.

A leirtak alapjan a tengelyes tiikrozés megérzi a pontok tavolsagat. [

Az alabbi fogalom megfelel az 1.2. Definicionak.
1.10. Definici6. Legyenek adva a ¢y : 0 — 0 és ¢; : 0 — o egyazon o sikbeli
egybevagosagi transzforméciok. Ezek szorzatan a ¢, 0 ¢ 1 0 — o sikbeli egybevagosagot

c sz

Az alabbi allitas arra a kérdésre ad valaszt, hogy milyen egybevagosagot kapunk két

tengelyes tiikrozések szorzataként.
1.11. Allitas. A o sikban legyenek adva aty, ty (t; # to) egyenesek. A ty, to egyenesekre
torténd sikbeli tiikrozéseket jelblje T, és To.

(1) Ha aty, ty egyenesek parhuzamosak, akkor a 7o o 71 egybevagosag egy olyan eltolas a
sikban, ahol az eltolas vektora merdleges a két egyenesre és hossza egyvenlé a két egyenes
tavolsaganak a kétszeresével.
(2) Haaty, ty egvenesek metszik egymast egy C pontban, akkor oo egy olyan elforgatas
C koriil, amelynek szbge a két egyenes hajlasszogének a kétszerese.
Bizonyitas.

(1) Tegyiik fel, hogy a t1, t2 egyenesek parhuzamosak egyméassal. Vegyiik a o sik egy P

tl t2

2. abra. Két tengelyes tiikrozés szorzata egy eltolas, ha t, és to parhuzamosak.



pontjat. Jelolje g a P-n atmend és a tq, ty tengelyekre meréleges egyenest. A g metssze
el a T1, T; pontokban a t;, t, egyeneseket.

Tekintsiik a Py = 71(P) és P’ = 1(P,) = 75 0o 11(P) pontokat. A T) és Ty pontok a
PP, és P, P’ szakaszok felezGpontjai. Ennek kovetkeztében a vektorokra fennall
PP1:2'T1P1 es P1P :2P1 2. Ebbdl a

PP =PP,+ PP =2-T\P, +2-PiTy=2- (T, P, + PTy) = 2 - T\ T

—

Osszefliggést nyerjiik. Vegyiik észre, hogy eszerint a PP’ vektor fiiggetlen a sikbeli P pont
megvalasztasatol. Tehat a tengelyes tiikrozések 75 o 7 szorzata egy eltolas a tengelyekre
merGleges iranyban a 27175 vektorral.

(2) Tegyiik fel, hogy a t;, ts egyenesek metszik egymast egy C' pontban. A két egyenes
hajlasszogét jelolje a. Vegyiink a sikban egy P pontot és tiikrozziik az a t; egyenesre,

3. abra. Két tengelyes tiikrozés szorzata egy forgatas, ha t, és ty metszdek.

majd az igy nyert pontot tiikkrozziik a to—re. Eziattal is alkalmazzuk a P, = 71(P) és
P’ = 1(Py) = 1 0 11(P) jeloléseket a képpontokra. A mellékelt 31. abranak megfelelGen
az PP, és P, P’ szakaszok metsszék el a t1, to tengelyeket a Ty, T, pontokban. Vilagos,
hogy a C pontot mindkét tiikrozés fixen hagyja, vagyis o7 (C) = C. Mivel a tiikrozések
egybevagosagok, fennall CP = C' P, = C'P'. Belathato, hogy az abran feltiintetett esetben
a szogekre teljestil

PCP'<c<=PCP <+ PCPa=2-T1CP<a+2 - PCTyx
=2 (T10P1<I + P10T2<I) =2- T10T2<I =2a.

Tehat a PCP'< szog barmely P (P # () pont esetében megegyezik az o hajlasszog
kétszeresével. Mindezekbdsl mar kovetkezik, hogy a m o 7 egybevagdsag egy elforgatéis a
C pont koriil 2« szoggel. O



Megjegyzés. A fenti 1.11. Allitassal kapcsolatban vegyiik észre, hogy a mo7 és 107
egybevagosagok egyetlen speciélis esettdl eltekintve nem azonosak. (A specidlis eset az,
amikor t; és to merGlegesek egymasra.)

Tegyiik fel, hogy a tengelyek parhuzamosak. A t; egyenes egy T pontjaboél a to—hoz
huzott merdéleges talppontja legyen T5. Ekkor a 7 07y szorzatnal az eltolas vektora 2T 7T5,
mig a 71 o T szorzat esetében az eltolas vektora —27T75.

Kivételt képez az az eset, amikor a t; és ty tengelyek merdGlegesek egymasra. Ekkor a
TooT és Ti 0Ty egybevagosagok azonosak a C' metszéspontra valo tiikrozéssel.

Van egy olyan sikbeli egybevagosag, amelyek nem sorolhaté sem az elforgatasok, sem
a tengelyes tiikrozések, sem pedig az eltolasok kozé.
1.12. Definici6. A o sikban legyen adva egy t egyenes és egy vele parhuzamos u (u # 0)
vektor. A t egyenesre vald 7 tiikrozés és az u vektorral torténd e eltolés € o 7 szorzatét
cstsztatva tiikrozésnek mondjuk.

Megjegyzés. Az el6z6 definicioval kapcsolatban vegyiik észre, hogy a t egyenes és az
u vektor parhuzamossaga miatt a tengelyes tiikrozés és az eltolas sorrendje felcserélhetd,
vagyis fennall coT =71oe.

Jelolje V, a o—val parhuzamos szabad vektorok (vagyis a o—beli irdnyitott szakaszokkal
reprezentalt vektorok) halmazat. Egy ¢ sikbeli egybevagosagnal egy tetszéleges P pont
©(P) képére alkalmazzuk a P’ jelolést is. Az 1.3. Tétel (4) kijelentése alapjan értelmezni
lehet az alabbi fogalmat.

1.13. Definici6. A ¢ : 0 — o egybevagdsig altal a sikbeli vektorok V), terén indukalt
leképezésen azt %: V, = V, fiiggvényt értjiik, ahol tetszéleges u = ﬁ vektor képére
fennall p(u) = A'B'.

A sikbeli egybevagdsagok osztalyozasa

Mint ismeretes, a térben az iranyitas fogalmat gy vezettiik be, hogy az ortogonélis irany-
harmasokat két osztalyba soroltuk. Eszerint vannak jobbkezes és balkezes ortogonalis
iranyharmasok.

A sikot tgy lehet irdnytani, hogy kitiintetjiik az altala hatéarolt két féltér egyikét és
vessziik azt a sikra meréleges félegyenest, amely a kitiintetett féltérbe mutat. Ily modon a
sikbeli zészlokat két osztalyba lehet sorolni. Konkrétan, egy sikbeli zaszl6 akkor tartozik az
els6 osztalyhoz, ha a zaszl6 rudjanak irdnyaba mutato félegyenes, a zaszlo lapjara mutato
félegyenes és a kitiintett féltérbe mutato félegyenes egy jobbkezes irdnyharmast ad.

1.14. Definici6. A ¢ : 0 — o sikbeli egybevagosagi transzformaciot iranyitastartonak
mondjuk, ha ¢ a sikbeli zaszlok két osztalyat onmagukba képezi.

Amennyiben a ¢ egybevagosag felcseréli a sikbeli zaszlok két osztalyat, akkor o—t
iranyitasvaltonak nevezziik.

Megjegyzés. Szemléletesen az iranyitastartas, illetve az iranyitasvaltas, az alabbi modon
magyarazhaté el a kozépiskolaban. Vegyiink egy ABC'/A haromszoget és annak egy ¢
egybevagosag szerinti A'B'C'A képét. Az A, B, C és A’, B, C' pontharmasok ebben a
sorrendben meghataroznak egy-egy forgésiranyt a sikban. Ha ez a két forgasirany meg-
egyezik, akkor a ¢ egybevagosag irdnyitastartd. Amennyiben a két forgasirany ellentétes,
akkor ¢ irdnyitasvalto.



4. dbra. A tengelyes tiikrézésnél az A, B, C és az A', B', C' pontharmasokhoz tartozo
forgasiranyok ellentétesek.

Megjegyzés. Legyenek o és g egybevagosagi transzformaciok a o sikban. Vegyiik észre,
hogy amennyiben ¢, és ¢ egyarant iranyitastarté vagy iranyitasvalto, akkor a ¢o o 1
egybevagosag iranyitastarto.

Ha viszont a két egybevagosag koziil az egyik iranyitastarté és a masik iranyitasvalto,
akkor a @9 0 1 szorzat egy iranyitasvalté egybevagosag.

Megjegyzés. Vilagos, hogy az eltolasok iradnyitastartoak. Azt is konnytd belatni, hogy a
tengelyes tiikrozések iranyitasvalto sikbeli egybevagosagok. (Lasd a 4. &brat.)

Korabban méar belattuk, hogy egy sikbeli elforgatiast mindig el lehet allitani két ten-
gelyes tiikrozés szorzataként. Emiatt az elforgatasok iranyitastartoak. Vegyiik észre, hogy
a csusztatva tiikrozés egy iranyitasvalto egybevagosag.

A kovetkezd allitas fontos szerepet jatszik a sikbeli egybevagosagok osztalyozasi téte-
lének bizonyitasaban.
1.15. Allitas. A o sikban legyenek adva az Ay, By (A1 # By) és Ay, By (Ay # By)
pontparok, melyekre fennall A1 B; = AsB,. Két olyan o—beli egybevagésag van, amely az
A pontot az Ay—be, a B pontot pedig a By—be viszi.

A két egybevagosag koziil az egyik iranyitastarto, a masik pedig irdanyitasvalto.

A kovetkez§ tétel osztalyozza a sikbeli egybevagosagokat.
1.16. Tétel. Legyen adott egy ¢ : 0 — o sikbeli egybevagdsagi transzformacio.
(1) Ha a p irdnyitastarto, akkor a ¢ vagy egy elforgatas, vagy pedig egy eltolas.
(2) Ha a ¢ iranyitasvalto, akkor a ¢ egybevagosag vagy egy tengelyes tiikrozés, vagy
pedig egy csisztatva tiikrézés.



A sikbeli egybevagosagok analitikus leirasa

Legyen adva a térben egy o sik. Jelolje V, a o—val parhuzamos szabad vektorok (vagyis
a o—beli irdnyitott szakaszokkal reprezentalt vektorok) halmazat.

Rogzitsiink a o sikban egy (O, i, j) Descartes—féle koordinata—rendszert. Mint ismere-
tes, O a kezdGpont és a meréleges i, j egységvektorok a koordinétaﬂmiszer alap@;orai.
Legyenek Ey, E, a sik azon pontjai, melyek helyvektoraira fenndll OF; =1 és OF; = j.
A sikot irdnyitsuk oly médon, hogy az O koriili 7/2 szogi elforgatas az E; pontot az Fs
pontba vigye. Ez azt jelenti, hogy az O, Ei, FE, pontharmashoz tartoz6 Z(O, Fi, E»)
sikbeli zészl6 a zészlok elsG osztalyahoz tartozik.

Tekintsiink egy ¢ : 0 — o egybevagdsagi transzformaciot a o sikban. Az 1.13. Defini-

cionak megfelelGen o indukal egy ¢ : V, — V, leképezést, amelyet a $(A B) = @(A) gp(B§
Osszefiiggés ir le tetszéleges A, B €o pontokra. Az 1.4. Allitasnak megfelelsen a ¢ indu-
kalt leképezésre teljesiilnek az
plutv)=¢()+ov),  pQAu)=Ag(m),  Hu)-g(v)=u-v
Osszefiiggések.

Fejezziik ki a (i), $(j) ortonormalt képvektorokat az i, j béazisvektorok lineéris
kombinéci6jaként az

A

o(i) = a1 i+ ag j, O(j) = ar2i+ anj

egyenletek formajaban. Vilagos, hogy az ezekben szerepld egyiitthatok egyértelmiek.

ail a2

1.17. Definici6. A fenti kifejezések egyiitthat6ibol képzett A = (a 4
21 022

) matrixot
nevezziik a ¢ leképezés i, j bazisra vonatkozé matrixanak.

Megjegyzés. Mivel a ¢ indukalt leképezés megérzi a skalaris szorzatot, az A matrix osz-
lopainak megfelels a1 i+ a1 j és a2 i+ ass j vektorok egymésra meréleges egységvektorok.

Alkalmazzuk most az a = a1 és b = ao; jelolést. A fentiek alapjan az A matrix el6all

vagy az A = <Z _ab> alakban, vagy pedig az A = (Z _ba) alakban olyan a, b valos

szamokkal, melyekre fennall az a® + > = 1 Osszefiiggés.
Az algebrai tanulmanyokbol mar ismeretes, hogy az A matrix transzponéltjan az
AT = (o matrixot értjik. Vegyikk a 2 x 2-es E = 0 egységmatri-
a2 a2 0 1
xot. A konnyebb attekinthet&ségérdekében a valamely u és v vektorok skalaris szorzatat
a tovabbiakban (u,v) fogja jeldlni u-v helyett.

A fentiek alapjan mar konnyen igazolni lehet az alabbi kijelentést.
1.18. Allitas. Legyen adva egy tetszdleges o : 0 — o sikbeli egybevagosag. A ¢ indukalt
leképezés A métrixara teljesiil az AT- A = E Osszefiiggés.
Bizonyitas.
A leirtaknak megfelelGen a ¢ indukalt leképezés megérzi a sikbeli vektorok hosszat és ska-
laris szorzatat. Emiatt ¢(i) és ¢(j) olyan egységvektorok, amelyek merdlegesek egymaésra.



Ennek ismeretében kdzvetlen szamoléssal adodik, hogy teljestil

AT A = a11 G21 a11 A12 _ a11a11 + @21 G21 Q11 Q12 + G21 G2
12 G2 a1 G2 Q12 G11 + G99 A21  A12 G12 + G292 G99
(et w2 0) g,
(@), ¢(1))  (23), () 0 1

5. abra. Szemléltetd abra az 1.18. és 1.19. Allitasok igazolasédhoz.

Az egybevigosagi transzformacionél a képpont koordinatait az alabbiak szerint lehet
kifejezni a kiindulési pont koordinataibol.
1.19. Allitas. Legyen adott egy ¢ : 0 — o egybevagésdg. Az O kezdépont O' = p(O)
képének koordinatai legyenek (by,by) és a ¢ leképezést az i, j bézisra vonatkozoéan irja le
az A matrix. Ekkor tetszéleges P (x,y) pont P’ = p(P) képének (x',y') koordinatéira
matrixegyenlet.

fennall a )
x a1 a12 s bl
= + 1.1
(y’) <a21 am) (?J) (b2> a1
Bizonyitas.

Vegyiink egy o-beli P pontot, amelynek helyvektorat allitsuk el az O? = xi+yj
alakbﬂ A P" = ¢(P) képpont koordinataparja legyen (z',7'), ami annyit jelent, hogy
igaz OP' = 2/i+y'j. Vegyiik észre, hogy fennall

\ > \ H
OF = 00+ O'P = 00 + $(0OP) = 00’ + $(xi +y3j)
—
=00 +z¢(i) +y ().



—

[ly modon OO’" = by i+ byj ismeretében azt kapjuk, hogy teljesiil

OP =bii+byj+z(a1i+anj)+y(ai+ anj)
= (

ann @+ aiy +b1)i+ (a1 v +any+b)j.
Mivel OP' egyértelmiien all el az i, j bazisvektorok linearis kombinéciojaként, igy fennéll

$/:a11$+a12y+b1,

Y =anx+ axny+ b.

Ez a két egyenlet pedig egyenértéki az alabbi matrixegyenlettel

l’/ a1 A12 X b1
= + . 1.1
(y’) (am azz) (y) (bz> -y
[ly moédon az allitas bizonyitast nyert. [

Célszertinek tiinik megadni a kovetkezd fogalmat is, amellyel mar bizonyara talalkozott
az olvaso az algebrai tanulmanyaiban.
1.20. Definici6. Egy n x n—es A val6s matrixot ortogonélisnak mondunk, ha a transz-
ponaltjaval fenndll az AT- A = E sszefiiggés, ahol E az n—edrendfi egységmétrixot jeldli
(n >2).

Emlékezziink ra, hogy a tekintett o sikban régzitve van egy derékszogi koordinata—
rendszer. Igazolhato a kovetkezd allitas is.
1.21. Allitas. Legyen adott egy 2 x 2-es ortogonélis A maétrix, tovabba valamely by, by
valés szamok. Tekintsiik azt a ¢ : 0 — o leképezést, ahol tetszbleges P(x,y) pont
P’ = ¢(P) képének (2',y') koordinatait az

x T by
=A +
() =20)+ ()
matrixegyenlet adja meg. Ekkor a ¢ leképezés egy sikbeli egybevagosag.

Sikbeli egybevagosagok indukalt leképezésének matrixa

Korabban mar belattuk, hogy az id helybenhagyis mellett mindossze négyféle sikbeli
egybevagosag van: eltolas, elforgatés, tengelyes tiikrozés, csisztatva tiikrozés.

Amennyiben egy ¢ : 0 — o eltolast vesziink, akkor a ¢ indukalt leképezésre fennall
£(u) = u barmely u vektorra. Emiatt ennek méatrixa azonos az E egységmatrixszal.

A o sikban legyen adott egy C pont, tovabba egy o (—7 < o < 7) elGjeles szog. Tekintsiik
a C koriili, o sz6gi 0 : 0 — o elforgatast. Mivel a 7/2 szogi elforgatas az i bazisvektort
a j-be viszi, tovabba j-t a —i vektorba képezi, a o(i), 0(j) vektorokra fennall

0(i) = cosai+sinaj, 0(j) = cosaj+sina(—i) = —sinai+ cosaj.

cosa — sSin«

Eszerint a ¢ indukalt linearis leképezést az A = ( .
sina  cosa

) matrix irja le.
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Tekintsiink a o sikban egy ¢ egyenest. Legyen a 7 : ¢ — ¢ egybevagdsag a t egye-
nesre torténd tiikrozés. Vegyiik az egyik olyan w egységvektort, amely parhuzamos a
t-vel. Amennyiben a w-t az i alapvektor [ szogi elforgatésaval nyerjiik, akkor teljesiil
w = cosfi+ sinfj. Ez esetben a 7(i) vektor megegyezik az i egységvektor 2/ sz6-
gt elforgatottjaval, azaz fennall 7(i) = cos(28)i + sin(28)j. A 7(i), 7(j) vektorok egy
olyan ortonormalt bazist képeznek a V, vektortérben, amely a mésodik bazisosztalyhoz
tartozik. Emiatt a 7(j) képvektor (—1)-szerese a j 20 szogi elforgatottjanak, vagyis igaz
7(j) = sin(26) 1 — cos(28)j. Ily modon azt kapjuk, hogy a 7 : V, — V, indukalt linearis

cos(28) sin(25) )
sin(28) —cos(26) )

Vezessiik be a wy = cos 5, we = sin 3 jelolést. A szogfiiggvényekre vonatkozd addicios
képletek alkalmazasaval a fenti kifejezésbd6l azt kapjuk, hogy a 7 leképezés matrixa a

2(11)1)2 —1 2@0111)2
21U1'LU2 1-— 2(w2)2)

leképezés i, j bazisra vonatkoz6 matrixara teljesiil A = (

W = wy i+ ws j egységvektor koodinataival is felirhaté az A = (

alakban.

Megjegyzés. Amennyiben a ¢ egybevagosag egy csusztatva tiikrozés, akkor az egy ¢
egyenesre torténd 7 tiikrozés és egy ¢ eltolas szorzata. Belathato, hogy ekkor a ¢ leképezés
méatrixa megegyezik 7 méatrixaval.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy amennyiben a ¢ sikbeli egybevagdsag irdnyitastarto,

akkor az A matrix determinansara fennéll det A = 1. Ha a p egybevagdsagi transzformacio
irAnyitasvalto, akkor det A = —1 teljesiil.
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A térbeli egybevagosagok attekintése

A térbeli egybevagosagokra eddig a pontra valo tiikrozés és az eltolas szolgaltak példaként.
A kovetkezdkben a térbeli egybevagdsagok tovabbi osztalyait fogjuk értelmezni.

Analitikus geometriai tanulmanyaink soran a jobbkezes és a balkezes ortogonéalis irany-

harmasok alapjan mar két osztalyba soroltuk a térbeli zaszlokat. Vildgos, hogy az egybe-
vagosag ortogonalis iranyharmast ortogonalis irAnyharmasba képez.
1.22. Definicio. Legyen adva egy ¢ : X — X egybevagosagi transzformacié. A ¢t
irdnyitastarto egybevagosdgnak mondjuk, ha a jobbkezes és a balkezes ortogonalis irany-
harmasok osztalyait onmagukba képezi. A -t irdnyitasvalto egybeviagosagnak nevezziik,
ha a jobbkezes és a balkezes ortogonalis irdnyharmasok osztalyait felcseréli.

Megjegyzés. Konnyt belatni, hogy az eltolas iranyitastarto, a pontra tiikrozés pedig egy
irdnyitasvalto térbeli egybevagosag.

A térbeli egybevagosagok egyik alapvets osztalyat képezik a sikra torténd tiikrozések.
1.23. Definicié. Legyen adva a térben egy o sik. A o sikra torténé tiikrézésen azt a
7 : X — X leképezést értjiik, amely a o sik pontjait fixen hagyja és egy a o—ra nem
illeszked6 P pont P’ = 7(P) képét az alabbi feltételek hatarozzak meg.

(1) A P’ pont rajta van azon az egyenesen, amely merdleges o-ra és athalad P-n.
(2) A merdleges egyenesnek a o—val vett metszéspontja felezi a PP’ szakaszt.

Az 1.9. Allitas bizonyitasat kivetve lehet igazolni az alabbi kijelentést.
1.24. Allitas. A sikra torténd tiikrozés egy iranyitasvaltoé egybevagosagi transzforméacio.

Az irdnyitott sikban a pont koriili elforgatast (egy elGjeles szoggel) az Analitikus geo-
metria c. jegyzetben mar értelmeztiik. Fzzel kapcsolatos a kovetkez6 térbeli transzforma-
ci6 fogalma.

1.25. Definicié. Legyen adott a térben egy t egyenes, amelyen ki van jelolve az egyik
iranyitas egy vele parhuzamos v (v # 0) vektorral. Az iranyitott ¢ egyenes koriili «

(—m < a < m) elGjeles szogii elforgatason azt a o : X — X bijektiv leképezést értjiik,
amely a ¢ egyenes pontjait fixen hagyja, egy P (P ¢ t) pont P’ = o(P) képét pedig az
alabbi modon nyerjiik:

A P ponton athaladé és a t-re mer6leges i stknak a t—vel vett metszéspontjat jelolje C.
Ezen a p sikon vegyiik a v merdleges vektor altal meghatéarozott iranyitast. A P’ = o(P)
pont megegyezik P-nek a p sikbeli, C' pont koriili, o szogi elforgatottjaval.

Megjegyzés. A fenti definicioban szerepld o térbeli transzformaciora a tengely koriili
forgatas elnevezést is szokas hasznélni. A t egyenest nevezziik a forgatés tengelyének.

Megjegyzés. A t tengely koriilli « = 7 sz0gi elforgatast a ¢ egyenesre torténd térbeli
tiikrozésnek is mondjuk. Ezen p : X — X transzformacionél a fixen hagyott pontok
halmaza t. Egy a t-re nem illeszked P pont esetén a ( P, o(P)) egyenes derékszoghen
metszi a ¢ egyenest, és a metszéspont a P o(P) szakasz felezGpontja.

Evidens, hogy az a = 0 szogii elforgatas éppen az idx identikus leképezést adja.

Megjegyzés. Amennyiben az 1.25. Definicioban szerepls o : X — X elforgatas szogére
igaz a # 0 és v # m, akkor a ¢ tengelyre nem illeszkedé P pont P’ = o(P) képét az alabbi
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feltételek szintén meghatarozzak:

(1) A P’ pont rajta van a P-n athalado, a t-re merdleges p sikon.

(2) A C' = pnNt metszésponttal fennall CP = CP' és PCP'q = |al.

(3) Ha a > 0, akkor a v, Cﬁ, b—ﬁ vektorok (ebben a sorrendben) egy jobbrendszert
alkotnak. Amennyiben a < 0, akkor a v, @, C’—P>’ vektorok egy balrendszert képeznek.

Felvetddik a kérdés, hogy az egyenes koriili elforgatas vajon megérzi—e a pontok ta-
volsagat. Erre a kovetkezd allitas alapjan adhatunk valaszt. Ennek bizonyitédsa analég az
1.11. Allitas igazolasaval.

1.26. Allitas. A térben legyenek adva a oy, oo (01 # 09) sikok. A o1, oy sikokra térténé
tiikrozéseket jelolje T és Ts.

(1) Ha a oy, o9 sikok parhuzamosak, akkor a m o 11 egybevagosag egy eltolds a térben.
Az eltolas vektora merdleges a két sikra és hossza egyenld a két egyenes tavolsdganak a
kétszeresével.

(2) Ha a oy, oy egyenesek metszik egymast egy t egyenesben, akkor 75 o 11 egy elforgatas
a t tengely koriil. Az elforgatas szoge a két sik hajlasszogének a kétszerese.

Az 1.26. Allitas ismeretében az alabbi a kijelentést tehetjiik.
1.27. Kovetkezmény. A tengely koriili elforgatas egy irdanyitastarto térbeli egybevagosag.

Az irdnyitastartd egybevagosagokat nevezik mozgasoknak. Ezek fontos szerepet jat-
szanak a mechanikidban a merev testek mozgéasainak tanulmanyozéasa soran.
1.28. Definici6. Legyen adott a térben egy t egyenes és egy azzal parhuzamos u (u # 0)
vektor. Egy a t tengely koriili p elforgatés és a u vektorral valo € eltolds ¢ o g szorzatat
csavarmozgasnak mondjuk.

Igazolni a kovetkez6 alapvets tételt is, melyet eztuttal bizonyitas nélkiil mondunk ki.
1.29. Tétel. Legyen a ¢ : X — X leképezés egy iranyitastarto térbeli egybevagésag.
Ekkor a o transzformacié vagy egy eltolas, vagy egy egvenes koriili elforgatas, vagy pedig
egy csavarmozgas.

Megjegyzés. A fenti tételbsl mar kovetkezik, hogy ha egy térbeli irdnyitastartd egybe-
vagosagnak van fixpontja, akkor az egy tengely koriili elforgatas.
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A hasonlésagi transzformacidk

Mint ismeretes, egy 1 : X — X bijektiv leképezést térbeli hasonlésdgnak mondunk a
A (A > 0) arannyal, ha tetszéleges A, B pontokra fennéll a d(n(A),n(B)) = - d(A, B)
Osszefiiggés.

Konnytd belatni, hogy amennyiben 7; és 1, hasonlésagi transzforméciok a Ay, Ao ara-
nyokkal, akkor az 1, on; : X — X szorzat-leképezés is egy hasonlésidg a A; Ao ardnnyal.

A hasonloségi transzforméciok tulajdonsagainak vizsgalatanal kiemelt szerepet jatsza-
nak a kozéppontos hasonlésagok. Evidens, hogy amennyiben a x : X — X transzformécio
az O centrumii \ elGjeles aranya kozéppontos hasonlosag, akkor a s~ ! inverz—leképezés
éppen az O centrumi, 1/\ aranya kdzéppontos hasonlosagot adja.

Az egyik alapvetd tétel szerint egy tetszdleges 1 hasonlosag elGall egy ¢ egybevagosag és
egy k kozéppontos hasonlosag szorzataként, azaz teljesiil n = k o p. Ennek kdvetkeztében
egy n hasonlosagra is igazak az 1.3. Tételben szerepld (1)—(4) kijelentések. Ily modon
értelmezni lehet a hasonlosag altal a szabad vektorok terén indukalt leképezést is.

1.30. Definicio. Az n : X — X hasonlésagi transzformécio altal a szabad vektorok
terén indukélt leképezésen azt az 1) : YV — V fiiggvényt értjiik, ahol tetszéleges A, B € X

pontokra fennall 7(AB) = n(A) 7](35.

Nem nehéz belatni, hogy az 79 indukalt leképezés egy olyan lineéaris izomorfizmus a V
vektortéren, amely megérzi a vektorok hajlédsszogét.

Ugyancsak konnyen igazolhat6 az alabbi kijelentés. Ha a x transzformécio egy kozép-
pontos hasonlosiag a A elGjeles arannyal, akkor tetszéleges u vektorra teljesiil £(u) = Au,
tehat az indukalt leképezésre fennall & = A - idy.

Akércsak az egybevagdsagok esetében a hasonlosdgok kozott is értelmezni lehet az
irdnyitastarto és az iranyitasvalto transzformaciokat.

A sikbeli hasonlésagi transzformacidk osztalyozasa

A tovabbiakban a sikbeli hasonlésagokat vizsgaljuk.

Legyen adva a tér egy o sikja. Egy n : 0 — o bijektiv leképezést a o sikbeli ha-
sonlosagnak mondunk a A (A > 0) arannyal, ha barmely A, B € o pontokra teljesiil a
d(n(A),n(B)) = X-d(A, B) egyenlGség.

Evidens, hogy az egybevagosagi transzforméaciok is hasonlosagok a A = 1 ardnnyal. A
végs6 célunk megmutatni, hogy az egybevagosagoktol kiilonbozé sikbeli hasonlosagoknak
mindossze két osztalyuk van. Elgszor a két sikbeli hasonlosag fogalmat értelmezziik.

1.31. Definici6. A o sikban legyen adott egy C pont. Legyen a o : 0 — o leképezés egy
C koriili elforgatas, tovabba a k : 0 — o transzformacié egy a C' centrumu kézéppontos
hasonlosag valamely A > 0 ardnnyal. Ekkor az elforgatas és a kozéppontos hasonlosag
k o o szorzatat forgatva nyujtasnak nevezziik.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a k o ¢ forgatva nyujtas egy sikbeli hasonlésag a A
arannyal. Vegyiik észre, hogy fennall koo = pok, vagyis a forgatis és a nytjtas sorrendje
felcserélhets. Emiatt ezt a hasonlosagot szokés nytijtva forgatésnak is nevezni.

Megjegyzés. A sikbeli kdzéppontos hasonlosagokat tekinthetjiik olyan forgatva nyujta-
soknak, ahol az elforgatis szoge vagy a = 0, vagy pedig a = 7.
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1.32. Definicio. A o sikban legyen adott egy ¢ egyenes és azon egy C' pont. Legyen
a T : 0 — o leképezés a t egyenesre torténd tiikrozés, tovibba x : 0 — o egy a C
centruma kozéppontos hasonlésag valamely A > 0 arannyal. Ekkor a tengelyes tiikrozés
és a kozéppontos hasonlésdg k o 7 szorzatat tiikrozve nytjtasnak nevezziik.

Megjegyzés. Evidens, hogy a ko 7 tiikrozve nyujtas egy sikbeli hasonlésédg a A arannyal.
Konnyt belatni, hogy fenndll a kK o 7 = 7 o k Osszefiiggés, vagyis a tengelyes tiikrozés és a
nyujtas sorrendje felcserélhets. Emiatt ezt a hasonlosagot szokas nytjtva tiikrézésnek is
nevezni.

A sikbeli hasonlésag analitikus leirasa

A tovabbiakban feltessziik, hogy a tekintett o sikban régzitve van egy (O, i, j) derékszog
koordinata-rendszer.

Legyen adott egy n : ¢ — o sikbeli hasonlosag, amelynek aranya A. Tekintsiik az
O centrumi és \ ardnyi x : 0 — o kozéppontos hasonlosigot. Ekkor a ¢ = k71 op
transzformacio egy sikbeli egybevagosag, amellyel teljesiil 7 = ko . Az alabbi kijelentés
igazolasa egyszerti.
1.33. Allitas. Tekintsiink a sikban egy P (x,y) pontot. A PV = ¢(P) pont koordinatai
legyenek (zV,y"), a P' = n(P) képpont koordinatai pedig (x',y'). Ekkor fennall

=Mz és v =\y”.

A p egybevagosag analitikusan az (1.1) métrixegyenlettel irhato le. Az abban szerepld
egyiitthatokat alkalmazva tekintsiik most a a,s = Aa,s, b, = Ab. (r,s = 1,2) valos
szamokat. A fenti allitas szerint a P’ = n(P) képpont (2',y') koordinataira teljesiil az

alabbi méatrixegyenlet R
() -(e2) G)+ (@)
Yy a1 A22 Y bo

A sikbeli hasonlésagi transzformacidk osztalyozasa
Legyen n egy hasonlosag a A arannyal. Ekkor tetszéleges A, B pontok A’ =n(A), B’ =
I D/

n(B) képeivel fennall az = A egyenldség. Ebbdl mar lathato, hogy amennyiben

A # 1, vagyis az n nem egybevagosag, akkor az n egy hasonlésdgnak nem lehet két fixpont-
ja. Az alabbi tétel szerint viszont az ilyen esetben mindig van egy fixpont. A bizonyitas
a hasonlosag analitikus lefrasan és a Cramer—szabalyon alapul.

1.34. Tétel. Legyen adva egy olyan n : 0 — o sikbeli hasonlésag, amely nem egybeva-
gosag. Ekkor az m hasonlésagnak egyértelmiien létezik fixpontja.

A kovetkez§ tétel mar megadja a sikbeli hasonlésagok osztalyozasat.
1.35. Tétel. Legyen az n : 0 — o leképezés egy olyan sikbeli hasonlosag, amely nem
egybevagosag. Ekkor az n vagy egy forgatva nytijtas, vagy pedig egy tiikrozve nytjtas.
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2) Keriilet és teriilet

Sikbeli topolégiai alapfogalmak

Tekintsiink egy o sikot, abban egy O pontot és egy r pozitiv valos szamot. Mint ismeretes,
az O kozépponttal és r sugarral meghatarozott o—beli kdrvonalon (vagy mas szoval koron)
a k,(O,r)={ P€o | OP =r } alakzatot értjiik.

A korvonal kapcsan vezessiik be a korlemez fogalmét.
2.1. Definicio. Az L,(O,r) ={ Pco | OP <r } alakzatot az O kozépponttal és r
sugarral vett o—beli zart kérlemeznek mondjuk.

Az O kozépponttal és r sugarral meghatérozott o sikbeli nyilt korlemezen az
N,(O,r)={ Peo | d(O,P) <r } ponthalmazt értjiik.

2.2. Definicié. Legyen adott egy A alakzat a o sikban. Egy P € A pontot az A
ponthalmaz sikbeli bels§ pontjanak neveziink, ha van olyan r > 0 szam, hogy fennall
N, (P,r) C A.

Egy o—beli QQ pontot az A alakzat hatarpontjanak mondunk, ha tetszéleges r > 0 szam
esetén teljesiil N,(Q,r)NA#D és N, (Q,r)N(c\ .A) # 0.

Megjegyzés. A tovabbiakban egy o sikbeli A alakzat belss pontjainak halmazat Int,(A),
hatarpontjainak halmazat pedig Bd(.A) fogja jelolni.

2.3. Definicié. A o sikban lév6 A alakzatot nyiltnak mondjuk, ha az 6sszes pontja belss
pont (vagyis ha fennall Int,(A) = A).
Az A alakzatot zartnak nevezziik, amennyiben a ¢ \ A ponthalmaz nyilt.

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy az L,(O,r) zart korlemezzel kapcsolatban fenn-
allnak az Int,(L(O,r)) = N,(O,r) és Bd(L,(O,r)) = k,(O,r) Osszefiiggések.

Nem nehéz igazolni, hogy egy o sikbeli A alakzat zart pontosan akkor, ha tartalmazza
az Osszes hatarpontjat, vagyis ha fennall a Bd(A) C A Osszefliggés.

A sokszogek keriilete

Tekintslink egy P torGttvonalat vagy mas szoval poligont, melynek cstucsai legyenek az
Ay, ..., A,y pontok. A P poligon megegyezik az A;A; 1 (i = 1,...,n) szakaszok unidja-
val, és ezeket a szakaszokat mondjuk a P torottvonal oldalainak.

2.4. Definici6. A P torottvonal hosszan a h(P) = > ¢ | A;A; 11 pozitiv szamot értjiik.

Megjegyzés. A haromszog-egyenlGtlenséghdl adodik, hogy egy tordttvonal hossza nem le-
het kisebb kezd6pontjanak és végpontjanak tavolsaganal. Ha a fent emlitett P tordttvonal
nem egyetlen szakasz, akkor hosszara fennall a h(P) > A; A, 1 egyenlGtlenség.

Emlékezziink ra, hogy sokszogvonalon egy olyan egyszert zéart torottvonalat értiink,
amely benne van egy sikban. Tekintsiink egy S sokszogvonalat, a tartalmazo6 sikot pe-
dig jelolje 0. Ez a sikot két poligonalisan Gsszefiiggd tartomanyra osztja fel és a korlatos
tartomanyt mondjuk az S sokszogvonal altal sokszogtartomanynak (vagy révidebben sok-
szognek). A tovabbiakban ezt a sokszoget is S fogja jelolni. A megkiilonboztetés abban
lesz, hogy az egyik esetben sokszogvonalrol, a masik esetben pedig sokszdgrsl szolunk.
2.5. Definicio. Legyen adott egy n oldali S sokszdg, melynek csiicsai az Aq,..., A,
pontok. Ennek keriiletén a K(S) = Z:.L;llAiAiH + A,A;  pozitiv szamot értjiik.
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Megjegyzés. A fenti definicié szerint a sokszog keriilete megegyezik az 6t hatarolo sok-
szogvonal hosszaval.

Az alabbi kijelentés teljesiilését konnyti belatni.
2.6. Allitas. Legyen adott egy S sokszog és egy n: X — X térbeli hasonlésag, amelynek
ardnya \. Ekkor a hasonlésagi transzforméacié altal nyert 8" = n(S) sokszig keriiletére
fennall K(S') = X- K(S).

Konvex sokszogek keriilete

Egy o sikban vegyiink egy n oldala & konvex sokszoget, melynek cstcsai az Aq,..., A,
pontok. Tekintsiik ezen sokszog e; = (Ay, As), ..., e, = (A, A1) oldalegyeneseit. Ezek a
o sikot két félsikra bontjak fel. Mivel az S sokszdg konvex, az e; egyenes altal hatarolt egyik
félsikban benne van a sokszog. Jelolje F; (i = 1,...,n) azt az e; oldalegyenes altal hatarolt
félsikot, amely tartalmazza az S sokszoget. Vegyiik észre, hogy az oldalegyenesekhez
rendelt félstkok metszete megegyezik az S konvex sokszoggel, vagyis fennall az S = N} | F;
Osszefliggés.

A kovetkezé allitas azt mondja ki, hogy ha adva van két olyan konvex sokszog, ahol
az egyik tartalmazza a masikat, akkor a kiils§ sokszog keriilete nagyobb a belsé sokszog
keriileténél.

2.7. Allitas. Legyen adott egy S, konvex sokszég és egy masik Sy, konvex sokszég, amely
tartalmazza S,—t. Ezen sokszogek keriileteire fennall a K(S,) < K(Sk) egyenlStlenség.
Bizonyitas.

Az S, bels6 konvex sokszog oldalainak szama legyen n, az oldalegyenesei pedig legyenek
e1,...,e,. Tekintsiik az oldalegyenesek &ltal hatarolt azon F; (i = 1,...,n) félsikokat,
amelyek tartalmazzédk az S, sokszoget. A S, sokszog eldall ezen félsikok metszeteként,
vagyis teljesiil S, = N, Fi.

Rekurziv eljarassal értelmeziink egy n + 1 elemi P; (i = 0,...,n) sokszogsorozatot.
Ennek 0-adik eleme (méas szoval a kiindulasi eleme) legyen a Py = Sy, sokszog. Az
(1 — 1)—edik sokszog meghatarozasa utan a sorozatban az i—edik sokszog pedig legyen a
P; = Pi_1 N F; metszet. Tehat a P;_;1 sokszoghdl tigy nyerjiik a P; sokszoget, hogy azt
elmetssziik (vagy mas szoval elvagjuk) F; félsikkal.

Ezzel az eljarassal egy olyan S, = Py D P1 DO ... D P,_1 D P, = S sokszdgsorozatot
kapunk, amelynek kiindulasi eleme a Sy kiils§ sokszog és utolso eleme a S, bels6 sokszog.

Vegyiik észre, hogy amennyiben fenndall P; # P,_;, akkor a P; sokszdgnek van egy
olyan oldala van, amely nincs rajta a P;_; sokszoget hatarolo sokszogvonalon. Fzen oldal
végpontjai a P;_; poligonra esnek, és egy olyan toréttvonal koti Gket Gssze, amely rajta
van a P;_; sokszog hataran, de ezen torottvonal szakaszai méar nincsenek benne a P;
sokszoget hatarold sokszogvonalban. Mivel a vagasnal 1étrejové uj oldal hossza kisebb
mint az elhagyasra keriil6 toréttvonal hossza, azt kapjuk, hogy ez esetben fennall a
K(Pi—1) > K(P;) egyenlStlenség.

Mivel az egyenlGtlenség igaz a sokszogsorozatot barmely két szomszédos tagjira, azt
kapjuk hogy teljesiil a K (Sg) > K(S,) Osszefiiggés. O

Megjegyzés. A bizonyitashoz mellékelt dbran S, = A3 As A3 A4 A5 a bels6 konvex sokszog
és S, = B1 By B3 B, a kiils6 sokszog. A sorozatban szerepld sokszogek: Py = Sy,
P = C1CyB3By, Py = C1AyC3By, P3 = CiAyA3CyBy, Py = C1AA3A4Cs, Ps = Sp.
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6. abra. Illusztracio a 2.7. Allitas bizonyitashoz.

Megjegyzés. Konnyli megmutatni, a 2.7. Allitasbol nem hagyhato el az a feltétel, hogy
a tartalmazott S, sokszog konvex.

Amennyiben S, C Sy és a két konvex sokszog nem azonos, akkor K(S,) < K(Sk)
teljesiil.

A korlatos konvex sikidom keriilete

2.8. Definicio. Egy sikbeli konvex alakzatot konvex sikidomnak mondunk, ha nincs olyan
egyenes, amely az alakzatot tartalmazza.

2.9. Definicié. Legyen adott egy A korlatos konvex sikidom. Egy S sokszoget az A
sikidom egy belsG sokszogének mondunk, ha benne van az A alakzatban.

Amennyiben az S sokszog tartalmazza az A sikidomot, akkor S—t az A sikidom egy
kiils6 sokszogének nevezziik.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a konvex sikidomnak mindig vannak bels§ pontjai.
Nyilvanvalo, hogy a konvex sokszogek és a korlemezek korlatos konvex sikidomok.

Amennyiben az A alakzat egy korlatos konvex sikidom, akkor nyilvan vannak olyan
konvex sokszogek, amelyek az At tartalmazzak. A 2.7. Allitast alkalmazva adodik, hogy
amennyiben vessziik az A altal tartalmazott konvex sokszogek keriileteit, akkor az igy
nyert valés szamhalmaz feliilr6l korlatos. Ugyanis, barmely az A sikidomot tartalmazoé
konvex sokszog keriilete egy felsé korlat.

2.10. Definicio. Legyen adott egy A korlatos konvex sikidom. Tekintsiik az A altal tar-
talmazott Osszes konvex sokszoget és azok keriileteinek halmazat. Ezen valos szamhalmaz
fels6 hatéarat az A korlatos konvex sikidom keriiletének mondjuk és K (A)-val jeloljiik.
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7. abra. Az A korlatos konvex sikidom egy S, bels6 és egy Sy kiilsé sokszoge.

Megjegyzés. Mint ismeretes, egy feliilr6l korlatos valos szamhalmaz fels6 hatarat szup-
rémumnak szokas nevezni. Eszerint az A korlatos konvex sikidom keriiletén a

K(A) =sup{ K(Sy) | Sy belss konvex sokszoge az A-nak }

pozitiv szamot értjiik.

2.11. Definicié. Legyen A egy olyan korldtos konvex sikidom, amely zart. Az A hatar-
pontjaibol all6 G = Bd(A) alakzatot az A sikidom hatargorbéjének mondjuk.

Az A sikidomba beirt sokszogon egy olyan konvex sokszdget értiink, amelynek Gsszes
cstucsa rajta van az A hatargorbéjén.

Megjegyzés. Vilagos, hogy az A zart konvex sikidom tartalmazza a beirt sokszogeket.
Belathato, hogy az A barmely bels6 sokszoge benne van egy beirt sokszogben. Emiatt a
beirt konvex sokszogek keriileteinek szuprémuma is megegyezik a K (.A) keriilettel.

2.12. Definici6é. Legyen A egy olyan korlatos konvex sikidom, amely zart. Ezen sikidom
G = Bd(A) hatargorbéjének hosszan (vagy mas szoval annak ivhosszan) a K(A) pozitiv
szamot értjiik.

A 7 szdm geometriai értelmezése

A 7 szam geometriai értelmezése a korok hasonlosagan alapul.

Azt kénnyen be tudjuk latni, hogy barmely két korlemez hasonld. Legyen adott két
korlemez, melyek sugara r; és ry. Ekkor vegyilink egy olyan egybevagosagot, amely az
els6 kor centrumat és sikjat a masodik kor centruméba és sikjaba képezi. Ezt kévetGen

tekintsiik azt a kozéppontos hasonlosigot, amelynek centruma a mésodik kor kézéppontja
r .

és aranya -2, Evidens, hogy a két leképezés szorzata egy olyan hasonlosagot ad, amely az
(&

els6 kort a mésodik korbe viszi.
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Nyilvanvalo, hogy egy r sugart kor barmely atmérs-szakaszanak 2r a hossza. Emiatt
a kor atmérGjén inkabb a 2r hosszt szokték érteni.

Amennyiben nem kivanjuk hangstlyozni, hogy egy korlemez mely stkban van és melyik
pont a centruma, akkor a korlemezt egyszertien csak L£-lel jeloljiik.

2.13. Tétel. A korlemez keriiletének és atmérdjének hanyadosa nem fiigg a kérlemez
megvalasztasatol.

Bizonyitas.

Legyen adott két korlemez £, és Lo, amelyek sugara r; és ry. Tekintsiink egy olyan n
hasonlosagi transzforméciot, amely az els§ korlemezt a masodikba képezi. Evidens, hogy

‘oz L .
az 1) hasonlosdgnak a A\ = — szam az aranya.

T
Legyen S, az L, korlemeznek egy tetszdleges bels§ konvex sokszoge. Ekkor az
S, = 1(Sp) konvex sokszoget tartalmazza az Lo korlemez és fennall K(Sp) = 2. K(S,).
r

1
Vegyiik észre azt is, hogy az Lo korlemez barmely bels§ konvex sokszoge el6all az £, egy
belsé konvex sokszogének az n transzformaci6 szerinti képeként.

Ezek alapjan a belsé konvex sokszogek keriileteinek szuprémumaéra teljesiil a

sup{ K(S}) | S konvex sokszdg, S; C Lo } = :—j -sup { K(Sp) | Sp konvex sokszog, Sy C L1 }

Osszefiiggeés, amelyb6l K (L) = 2 K(L,) kovetkezik. Ez pedig azt mutatja, hogy
™
K(L K(L
fennall a (£2) = (£4) egyenldség. [J
27“2 27”1

A 2.13. Tétel ismeretében mar definidlni tudjuk a 7 szamot.
2.14. Definicio. A 7 szamon a korlemez keriiletének és atmérdjének a hanyadosat értjiik.

A fenti tételbdl és definiciobdl mar kovetkezik, hogy igaz az alabbi kijelentés.
2.15. Kovetkezmény. gy r sugari kirlemez keriiletének az értéke 2mr.

Megjegyzés. Tekintsiink egy r sugard £ korlemezt. Konnyt belatni, hogy a korbe beirt

szabalyos hatszogek keriilete 67, tovabba a kor koré irt szabalyos hatszogek keriilete 4v/3 7.
K(£)

Ily médon azt nyerjiik, hogy a m = szamra fennall 3 < 7 < 2v/3.
Egyébként mar bizonyitott, hogy a m nem racionalis szam (s6t nem is algebrai szam).

Megjegyzés. Mivel egy r sugari L korlemez hatargorbéje egy r sugard korvonal, annak
ivhossza szintén 2mr.
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A sokszogek teriiletének értelmezése

2.16. Definicio. Egy sikbeli alakzatot altaldnos sokszdgnek mondunk, ha elGall véges sok
konvex sokszog uni6jaként.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy amennyiben két altaldnos sokszog S; és Sy egyazon
sikban van, akkor azok &1 U Ss unidja szintén egy altalanos sokszog.

Megjegyzés. Mivel egy konvex sokszog mindig felbonthatd véges sok haromszogre, az
altaldnos sokszog létrejon véges sok haromszog unidjaként is. Nyilvanvalé tovabbéa, hogy
az altalanos sokszog nem feltétleniil ad poligonélisan Gsszefiiggs alakzatot.

Ha két altalanos sokszog egyazon sikban van, akkor azok uni6ja szintén egy altalanos
sokszog.

A sokszidgek teriiletfiiggvényére vonatkozé feltételek

Legyen ‘H az Osszes altalanos sokszog halmaza. Olyan T : H — R valés fiiggvényt kere-
siink, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek.

(1) Tetszbleges S altalanos sokszog esetén fennall 7'(S) > 0.

(2) Ha az S és S sokszogek egymassal egybevagoak, akkor T/(S) = T(S).

(3) Ha & és Sy egyazon sikba es6 olyan sokszogek, melyeknek nincs k6z6s bels6 pontjuk,
akkor uniojuk teriiletére fennall 7'(S; U Sy) = T(S1) + T(S2).

(4) Amennyiben az N sokszog egy 1 oldalhosszusagu négyzet, akkor T(N) = 1.

Igazolhat6 az alabbi tétel, amely egyébként kézenfekvének latszik.
2.17. Tétel. Egyértelmiien létezik egy olyan T valos fiiggvény a sokszégek H halmazan,
amelyre teljesiilnek a fenti (1)—(4) feltételek.

Megjegyzés. A tétel teljes bizonyitasa bizonyitasa megtalalhato a Hajos Gyorgy altal irt
Bevezetés a geometridba c. tankonyv 20. fejezetében.

2.18. Definicié. Tetszdleges S sokszog teriiletén a T'(S) fiiggvényértéket értjiik.

Megjegyzés. Konnyd belatni, hogy amennyiben egy S; sokszoget tartalmaz egy S
sokszog (vagyis S; C Ss), akkor teriiletiikre fennall T'(S;) < T'(Ss).

Megjegyzés. Mivel barmely sokszog elGall véges sok olyan haromszog uniojaként, melyek-
nek nincs kozos belsé pontjuk, alapvetd fontossagu szdmunkra az a kérdés, hogy miként
lehet kiszamitani egy haromszog teriiletét.

A téglalap és a haromszdg teriilete

El6szor a téglalap teriiletére vonatkozo kozismert formulat vezetjiik le a teriiletfiiggvényre
kiszabott (1)—(4) feltételekbsl. Ehhez sziikségiink van az alabbi allitasra.
2.19. Allitas. Legyenek S; és S, olyan téglalapok, melyek egyik a oldalhossza egyenld.
Ha ezen téglalapoknal a masik oldalhossz by és by, akkor teriiletiikre fennall a

b
T(S,) = b_2 -T'(S1) Osszefiiggeés.

1

Bizonyitas.

Vegyiink egy n (n > 2) pozitiv egész szamot Az elsé téglalap by oldalat osszuk fel n
egyenld részre. Az osztaspontokon 4t hizzunk parhuzamosakat a masik oldallal. Ily
modon a téglalapot felosztjuk n szamu olyan téglalapra, amelyek oldalhosszai a és by /n.
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A teriiletfiiggvényre vonatkozo (2) és (3) feltételekbdl kiovetkezik, hogy ezen téglalapok
teriiletének értéke L-T(S;). Vegyiik most azt az egyértelmten létez6 k nemnegativ egész

b b
szamot, amellyel fennall a k& - Lo<p < (k+1)- - Osszefiiggés. Amennyiben ezt
n n

megszorozzuk az % pozitiv szammal az kapjuk, hogy a két oldalhossz hanyadosara igaz

kb k+1
_§_2< R
n - b n
Dy | Cy
Dl Cl 777777777777777777777
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
by
Ay By Ay By
a a

8. abra. Téglalapok felosztdsa (n =5 és k =T eset).

A fentiek szerint a by /n hosszt k-szor lehet felmérni a masik S, téglalap by oldaléra.
A felmérésekkel osztaspontokat lehet kijeldlni ezen az oldalon. Hosszabbitsuk meg az
oldalszakaszt és jeloljiik ki a (k + 1)-edik osztaspontot is. Ha parhuzamosakat hizunk a
mésik oldallal, akkor ez esetben is olyan téglalapokat kapunk, amelyek oldalhosszai a és

by /n. Vilagos, hogy barmely két ilyen téglalap egyméassal egybevago, tehat ezek teriilete

T(S
Q. A mellékelt abra szerint k szamu keskeny téglalap unidjaként adodik egy olyan

n

téglalap, amelyet S, tartalmaz. Ugyanakkor, £+ 1 szamu keskeny téglalap uniojaként mar
egy olyan téglalapot nyeriink, amely az So-t tartalmazza. Mivel ezen téglalapok teriilete
% -T(Sy) és % -T(S), az S, téglalap teriiletére teljesiil a

% CT(8) <T(S,) < % -T(S1)

1
egyenlGtlenség. Ha ezt megszorozzuk a ——=— pozitiv szdmmal, akkor azt kapjuk, hogy

T(S)
fennéll P
ko (S2) < kE+1
n ~ T(S) n
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by , T(S2)

Vegyiik észre, hogy a fenti Osszefiiggések szerint a — és
k k+1

, raciondlis szamok kozé esnek. Ily modon a kiilonbségiik abszolut értékére igaz
n.n

hanyadosok egyarant a

T(Sy) by | 1

TS) bl ~n

Mivel ez az egyenlGtlenség barmilyen nagy n pozitiv egész szamra fennall, a két hanyados

T(Ss) by ) . .
= —. Ebb6l viszont mar kovetkezik az
T(Sl) bl

kiilonbsége csakis 0 lehet, azaz teljesiil
allitasban szerepld Gsszefiiggés. [

2.20. Tétel. Ha egy S téglalap oldalhosszai a és b, akkor a teriilete T'(S) = a - b.
Bizonyitas.

Vegyiink egy N négyzetet az 1 oldalhosszal, és egy olyan S téglalapot, amelynek oldal-
hosszai 1 és a. Alkalmazzuk az 2.19. Allitasban megadott osszefiiggést az N, S téglala-

pokra, melyek egyik oldalhossza egyarant 1. Eszerint fennall T'(S) = % -T(N) =a.

Ha ennek ismeretében a 2.19. Allitast az S, S téglalapokra alkalmazzuk, akkor azt

kapjuk, hogy T(S) = ? -T(S) =ba teljesiil. O

2.21. Allitas. Legyen adott egy olyan P paralelogramma, amelynek egyik oldala a és a
hozza tartoz6 magassag m,. Ez esetben a teriiletére teljesiil T(P) = a - my,.

Bizonyitas.

A P paralelogramma cstcsai legyenek sorrendben A, B, C, D és tegyiik fel, hogy

a = AB. Tekintsiik a C'D oldalt tartalmazoé g egyenest. Az A, B cstcsokbol a g-hez hizott
merdleges szakaszok talppontjait jelolje £ és F. Vilagos, hogy fennall AE = m,. Azt

E a F D a C
/ g
Mg mg
A a B

9. dbra. A paralelogramma teriiletének meghatéarozasa.

kellene belatnunk, hogy a P = ABC D paralelogramma és az S = ABF'E téglalap teriilete
megegyezik. Tekintsiik a mellékelt abrat. Vegyiik észre, hogy az AED és BFC derékszdg
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haromszogek egybevagoak, és emiatt a teriiletiik egyenls. Jelolje Z az ABCE trapézt. Ezt
kétféle modon felosztva azt kapjuk, hogy a teriiletére teljesiil T'(Z) = T'(S)+T(BFCA) és
T(Z2) =T(P)+T(AEDA). Mivel a két haromszog teriilete egyenld, ezen Gsszefiiggésekbol
mér kovetkezik T(P) =T(S) =am,. O

Megjegyzés. Tekintsiink egy ABC' haromszoget, melynek oldalai a, b, ¢ és magassigai
Mma, My, M. Ha a hadromszogben behiizzuk a magassagszakaszokat, akkor olyan derék-
szO0gl haromszogeket taldlunk, amelyek kozott vannak egymassal hasonldé haromszogek.
Ezek alkalmazasaval (a teriiletfogalom felhasznélasa nélkiil) igazolhato, hogy fennall az
amg = bmy = cm, Gsszefliggés.

2.22. Tétel. Legyen adva egy ABC haromszog. 'Tekintsiik az A csiiccsal szemkoz-
ti a oldalt és a hozza tartozé m, magassagot. FEkkor a haromszog teriiletére fennall
T(ABCA) = am,.

Bizonyitas.

Hajtsunk végre tiikrozést az AB oldal F felez6pontjara. Ezen centralis tiikrozésnél a C
cstcs képe legyen a C' pont. Viladgos, hogy a P = BCAC' négyszbg egy olyan parale-
logramma, amelynek egyik oldala a = BC' és ezen oldalhoz tartoz6 magassiga m,. A

10. dbra. A haromszog teriiletének meghatarozasa.

P = BCAC' paralelogramma az AB oldalaval feloszthaté az egymaéssal egybevago ABC
és BAC' haromszogekre. Mivel az egybevagd haromszogek teriilete egyenls, azt kapjuk,
hogy fennéll 2-T(ABCA) =T(P)=am,, ami mar igazolja tételiinket. OJ

Megjegyzés. Egy tetszGleges S altalanos sokszog elGall véges sok olyan haromszog uni-
ojaként, ahol az elGéllitdsban szerepld barmely két kiilonb6zé hdromszognek nincs kozos
belss pontja. Ily modon az 6sszetevs haromszogek teriileteinek dsszege megadja a T'((S))
teriilet értékét.

Ugyancsak a haromszogekre torténé felbontas alkalmazaséaval lehet igazolni a kovetkezd
allitast is.
2.23. Allitas. Legyen adott egy S sokszig és egy n: X — X hasonlésagi transzformacio,
amelynek ardnya \. Ez esetben az 8’ = n(S) sokszog teriiletére fennall T(S') = \2-T(S).
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Bizonyitas (2.23. Allitas).
Az S sokszoget osszuk fel véges sok olyan haromszogre, melyeknek paronként nincs ko-
z0s belsé pontjuk. Viladgos, hogy a felbontasban szerepld haromszogek teriileteinek az
Osszege egyenls az S sokszog T'(S) teriiletével. Ha vessziik ezen haromszogeknek az n
hasonlosaggal nyert képeit, akkor azok az &’ = n(S) képsokszognek egy felbontasat adjak.

Tekintsiikk az S sokszog felosztasaban az egyik ABC' haromszoget, melynek az A
cstcesal szemkozti oldalat jeldlje a, az a oldalhoz tartozd magassag pedig ezittal legyen
m. A 2.22. Tétel szerint a haromszog teriilete T(ABCA) = am.

Vegyiik az A" = n(A), B’ =n(B), C" = n(C) képpontokat és az A’B'C’ haromszoget.
A hasonlosag szogtarto, emiatt az ABC haromszog BC' oldalhoz tartoz6 magassagszaka-
szanak képe az A'B'C’ haromszognek lesz a magassagszakasza. Ily modon azt kapjuk,
hogy a képharomszogben a B'C’ oldal hossza o’ = X - a, a hozza tartozo6 magassag pedig
m’ = X -m. Ennek kovetkeztében teljesiil

1

T(A'B'C'A) = 5 am' ==(\a)(Am) =\ -T(ABCA).

1
2
Mivel a fenti Gsszefiigés igaz a felbontasaban szerepls Osszes haromszogre, az S és S’
sokszogek teriiletére fennall T(S') = A2 -T(S). O

Korlatos sikbeli alakzatok teriilete

Az eddigiek soran az altalanos sokszogek teriiletét értelmeztiik, illetve azt vizsgéltuk,
hogy miként lehet meghatarozni a téglalap és a haromszog teriiletét. Mint ismeretes,
egy S sokszog teriiletére a T'(S) jelolést alkalmaztuk. Az alabbiakban azt targyaljuk,
hogy a sokszdgek teriiletét felhasznélva miként lehet definidlni a korlatos sikbeli alakzatok
teriiletét.

Legyen A egy olyan korlatos alakzat, amely benne van egy sikban. Azon sokszogeket,
amelyek tartalmazzak A-t, az A alakzat kiils6 sokszogeinek mondjuk. Amennyiben az
A-nak van sikbeli bels§ pontja, akkor léteznek olyan sokszogek is, amelyeket az A tartal-
maz, és ezeket nevezziik az A alakzat belsé sokszdgeinek. Vilagos, hogy egy kiilsé sokszog
az Osszes belsd sokszoget tartalmazza, és egy kiilsé sokszog teriilete nem lehet kisebb egy
bels6 sokszog teriileténél.

A tovébbiakban, ha vesziink egy R korlatos valés szamhalmazt, akkor annak alsé
hatarat, vagy mas szoval az infimumat, inf R fogja jelolni. Az R szdmhalmaz fels6
hatarara, vagy més szoéval a szuprémumara, a sup R jelolést fogjuk hasznélni.

A belsé és kiils6 sokszogek teriiletei alapjan barmely A korlatos sikbeli alakzathoz
hozza tudunk rendelni két nemnegativ szamot az alabbi definici6 szerint.
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Sk

11. abra. Az A korlatos sikidom egy Sy kiilsé és egy S, = Py U Py belsé sokszioge.

2.24. Definicio. Legyen adott egy A korlatos sikbeli alakzat. Ennek belsé teriiletmérté-
kén (révidebben bels6 mértékén) a

t1(A) =sup ({ T(Sp) | Sp altalanos sokszog, S, C A }U{0})

nemnegativ szdmot értjiik. A

ta(A) = inf { T(Sy) | Sk altalanos sokszog, A C Sy }

szamot az A korlatos sikbeli alakzat kiilsé teriiletmértékének mondjuk.

Megjegyzés. Amennyiben az A sikbeli alakzatnak nincs bels§ pontja (pédaul amikor az
A egy sikbeli torottvonal), akkor nines olyan sokszog, amelyet az A tartalmaz. Ez esetben
t1(A) = 0 teljesiil a fenti definicio alapjan.

Megjegyzés. Ha egy S altalanos sokszoget vesziink, akkor annak t;(S) belsé mértéke és
to(S) kiils6 mértéke egyarant megegyezik az S sokszog T'(S) teriiletével.

Megjegyzés. Vilagos, hogy barmely A korlatos sikidom esetén a fennall a ¢;(A) < t5(.A)
egvenlGtlenség a belsé és a kiilsé teriiletmértékre.

2.25. Definicio. Legyen adva egy A korlatos sikbeli alakzat. Azt mondjuk, hogy az
A alakzatnak van teriilete, ha annak a belsé teriiletmértéke és a kiils6 teriiletmértéke
egyenld, vagyis ha teljesiil a t,(A) = t2(A) egyenlGség.

Az egyenl6ség fennallasa esetén az A sikbeli alakzat teriiletén a t1(A) = t5(A) szamot
értjilk. A teriiletre a T'(A) jelolést alkalmazzuk.

Megjegyzés. Amennyiben a t1(A) < t3(A) egyenl6tlenség teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy az A korlatos sikbeli alakzatnak nincs teriilete.

Az alabbi allitas bizonyitasa kézenfekvs a 2.24. Definici6é alapjan. Emiatt a leirdsatol
most eltekintiink.
2.26. Allitas. Legyen adott két olyan korlatos sikbeli alakzat A és B, amelyek egybe-
vagbéak egymassal. Ha az A ponthalmaznak van teriilete, akkor a B alakzatnak is van
teriilete és fennall T(A) = T'(B).
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A 2.23. Allitasbol pedig az alabbi kijelentés kovetkezik.
2.27. Allitas. Legyen adva egy olyan A korlatos sikbeli alakzat, amelynek van teriilete.
Tekintsiink egy n : X — X hasonlosagot, amelynek aranya A\. FEkkor az A = n(A)
képalakzatnak is van teriilete és T(A') = \? - T(A) teljesiil.

Példa olyan korlatos sikbeli alakzatra, amelynek nincs teriilete

Egy o sikban rogzitsiink egy (O, i, j) derékszogl koordinata-rendszert. Ily modon egy
tetszbleges P € o ponthoz hozzarendelhets a koordinatakbol 4ll6 (xp, yp) szampéar. Jelolje
Q a racionéalis szamok halmazat. Tekintsiik a o—beli

F={Peco|0<zazp<1, 0<yp<1}U{P€o|zpe0,1]NnQ, 1< yp<2}

korlatos ponthalmazt, melyet egy négyzet és végtelen sok (1 hossztisagn) szakasz egyesi-
tésével nyeriink.

Vegyiik észre, hogy az 1 oldalu N ={ P€o |0 <zp <1, 0<yp <1} négyzet
olyan bels6 sokszoge az F-—nek, amely az F 0Osszes bels§ sokszogét tartalmazza. Emiatt
az F bels6 mértéke ¢ (F) = 1.

Ugyanakkoraz S = { Peo |0 <xp <1, 0<yp <2} téglalap lesz a F—t tartalmazo
legsziikebb sokszog, mivel az S—t az F Osszes kiils6 sokszoge tartalmazza. Mivel ezen S
téglalap teriilete 2, az F kiils6 mértékére igaz to(F) = 2. Tehat a kiils6 mérték nagyobb
a belsé mértéknél, vagyis az F sikbeli alakzatnak nincs teriilete.

Megjegyezziik, hogy a fenti F sikbeli alakzatot raciondlis fésiinek is szokas nevezni.

Két megjegyzés a teriilet fogalmara vonatkozéan

Megjegyzés. Felvetddik a kérdés, hogy vajon lehet—e kritériumot adni a teriilet 1étezésé-
re. Természetesen igenld a valasz. Bizonyithato, hogy egy A korlatos sikbeli alakzatnak
akkor és csak akkor van teriilete, ha a hatarpontjaibél 4116 Bd (A) ponthalmaz kiilsé te-
riiletmértékére fennall to(Bd (A)) = 0. Ezen tétel hosszadalmas igazolasara nem tériink
ki.
Megjegyzés. Kézenfekvének tiinik az alabbi kijelentés helyessége, és az valoban igaz is.
Azonban a bizonyitas ez esetben is idGigényes lenne.

Egy sikban legyen adva két olyan korlatos alakzat A, és As, amelyeknek létezik teriilete

és nincs kozos belsé pontja. Ekkor a két alakzat A; U Ay unidjanak is van teriilete és
arra T(A; U Ay) = T(A;) + T(Ay) teljesiil.
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A korlemez teriilete

A korlemez teriiletét szabalyos sokszogek alkalmazésaval fogjuk meghatérozni.

A tovabbiakban feltessziik, hogy egy o sitkban adva van egy O centrumu és r sugari
L korlemez, amelyet a k, (O, r) kérvonal hatérol.

Jelolje S, (n > 3) az L korbe beirt n oldala szabalyos sokszoget, melynek dsszes csticsa
a korvonalon van. A kér koré irt n oldalt szabélyos sokszoget jeldlje S,. Az S, sokszig
oldalainak hossza legyen a,,, az S, szabalyos sokszog oldalhossza pedig legyen b,,.

Vilagos, hogy az Sy egy olyan négyzet, amelynek oldalhossza 2r és keriilete K (S;) = 8r.
A 2.7. Allitas szerint ez egy felsé korlatot ad a beirt sokszogek keriileteire, vagyis barmely
n (n > 3) egész szam esetén teljesiil K(S,) = na, < 8. Ebbdl pedig kivetkezik, hogy az
a, (n > 3) szamsorozatra fennall lim, ., a, = 0.
2.28.aLemma. A kérbe irt és a kor koré irt szabalyos sokszogek oldalaira teljesiil a

lim = =1 dsszefiiggés.

n—0o0 n

Bizonyitas.

A mellékelt abranak megfeleléen az S, sokszog cstcsai legyenek az S, oldalainak fele-
zépontjai. Vegyiik észre, hogy a korbe irt S, = AjAy... A, sokszog és a kor koré irt
S, = BB, ... B, sokszdg hasonloak egyméshoz, a hasonlésaguk ardnya pedig a,/b,,.

? Bl Al B2

F,

A, . Ay
On

B71 ) S’fl B3
L
As
Sn

12. dbra. A kérbe irt S, = A1 Ay ... A, és a kér koré irt S,, = B1 B, . .. B,, sokszég (n = 6).

Tekintsiik az S,, szabalyos sokszog beirt korét, melynek sugara legyen o,. Jelolje F az
Ay As oldal felezépontjat, amelyre fennall OF = p,,. Ha az OF A, derékszdgii haromszogre
felirjuk a haromszog-egyenlétlenséget azt kapjuk, hogy o, + a,,/2 > r, vagyis
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T —a,/2 < o,. Mivel fennall az
T—a,/2<p,<T

Osszefiiggés és lim,, , a, = 0, a beirt korok sugaraibol képzett szamsorozatra
lim, .o 0, =1 teljesiil.

Vilagos, hogy az S,,, S, szabalyos sokszdgek hasonlosaganak % aranya megegyezik a

on hényadossal, vagyis Z—n — 2 pgg oly mddon is igazolhatjuk, ha felhasznaljuk a OF A,
r n r
és OA1B; derékszogi haromszogek hasonlosagat. Figyelembe véve a leirtakat azt kapjuk,

hogy

n . n 1 . 1 . .
lim 2% = lim 22 = 2. lim op=—-r=1 teljesiil. [
n—oo b, n—oo T r n—oo r

A kor teriiletének meghatérozasahoz sziikségiink van az alabbi allitasra, amely a sza-
balyos sokszogek keriiletével kapcsolatos.
2.29. Allitas. A r sugarii korbe irt S,, és a kér kéré irt S, szabalyos sokszégek keriileteire
fennallnak a lim,,_,., K(S,) =2mr és lim, o K(S,) = 27 r Osszefiiggések, amelyekben
n (n > 3) az oldalszamot jel6li.
Bizonyitas.
Alkalmazzuk az el6zGekben bevezetett jeloléseket. Legyen a, az r sugari L korbe beirt
S, szabalyos sokszdg oldalainak hossza, b, pedig a kor koré irt S,, szabalyos sokszdg olda-
lainak hossza. Emiatt ezen sokszogek keriilete K(S,) = na, é K(S,) = nb,. A 2.28.
Lemmat felhasznélva adodik  lim K(‘?") — lim 2 —1.

n—oo K(S,) n—oo b,

Ismeretes, hogy az L korlemez keriilete K (L) = 27 r. Mivel ez megegyezik az L altal
tartalmazott konvex sokszogek keriileteinek szuprémumaval, a 2.7. Allitas szerint barmely
n (n > 3) egész szam esetén fennall

K(S,) <2nr < K(S,).

Ha a fenti egyenlGtlenséget megszorozzuk az pozitiv szdmmal,

K(S,)
K
(S_n) _ 2mr 1
K(S, — K(Sn)
K(S, . 2 . .
adodik. Ebbdl és a lim (7 ) = 1 Osszefiiggésbdl lim " _ 1 kovetkerik. Vilagos,
n—s00 K( _n) n—00 K(Sn)
: oo K(S) , _ .
hogy emiatt fennall lim =1, illetve lim K(S,) =2nr.
n—oo 2TT n—o0
K K
Ezt felhasznédlva a lim (—S") = lim (‘?") =1 0&sszefiiggéshez jutunk, amibdl a

n—oo 27T n—so0 K(Sn)
lim, .o, K(S,)=2nr hatarértéket nyerjik. O
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2.30. Tétel A r sugarii kérlemez teriilete 12 .

Bizonyitas. B
Egy sikban vegyiik az O centrumi és r sugard L korlemezt. A kor koré irt S, =
B1Bs ... B, szabalyos sokszbget osszuk fel a By B,O/A, By BsOA, ..., B,BiOA harom-

szogekre. Vilagos, hogy ezek egymassal egybevigoak és teriiletiik %bn r. BEmiatt az S,
sokszog teriiletére T'(S,) = n(3b,7) = $7(nb,) = 37 - K(S,) teljesiil. Alkalmazva a
2.29. Allitast, eszerint fennall

. 5 1 S 1 2
nh_>n010T(8n) —nh_>ngo§r - K(S,) = §r(2r7r) =rm.
Vegyiik észre, hogy ennek kovetkeztében az £ korlemez kiils6 tertiletmértékére igaz
t2(L) < r?m, mivel az S, (n > 3) sokszogek tartalmazzak L£-t.

A korbe irt S,, = A1 As ... A, szabéalyos sokszoget szintén osszuk fel az
A1 A ON, AJA3O0A, ..., AA1OA egyenls szarti haromszogekre. Ezek teriilete pedig
% ay, On, ahol g, a sokszogbe beirt kor sugara. Errél a 2.28. Lemméban mar belattuk, hogy
teljesiil ra a lim,, o, 0, = r Osszefiiggés. A felosztas alapjan az S, sokszog teriiletére fennall
T(Sn) =n(} ay0,) = 3 0n(na,) =10, K(S,). Ebbdl a 2.29. Allitast felhasznélva a

lim 7'(S,) = L lim o, - lim K(S,) = 17’(27‘77) =r’n
Osszefiiggést kapjuk. Mivel az S,, (n > 3) szabalyos sokszogek az L korlemeznek belss
sokszogei, a fenti hatarértékbdl koévetkezik, hogy az L korlemez belss teriiletmértékére
fenndll ¢, (L) > r? .

Ismeretes, hogy tetszGleges korlatos sikidom esetében a belsé mérték nem lehet nagyobb
a kiils6 mértéknél. Emiatt a fenti dsszefiiggések alapjan t1(L) = t2(L£) = r* 7 teljesiil.
Ezzel belattuk, hogy az £ kiorlemeznek van teriilete és annak mértéke r?m. [

A kovetkez§ tételt ezuttal bizonyitas nélkil kozoljiik.
2.31. Tétel. Ha az A korlatos sikbeli alakzat konvex, akkor az A—nak van teriilete.

Megjegyzés. A fenti tétel azt mondja ki, hogy egy konvex A korlatos sikbeli alakzat
esetében, mindig fennall a t1(A) = to(A) Osszefiiggés.

A korlemez is egy konvex alakzat. Azonban a kor teriiletével kapcsolatos tétel bizonyi-
tasaban nem hasznaltuk ki a 2.30. Tételt.
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A korcikk tertilete

A tovabbiakban a szdgeket nem fokban, hanem radianban mérjiik. Tehat a derékszog
mértékének a /2 valds szamot valasztjuk a szogmérésnél megadott egyik feltételként.

Legyen adva egy o sikban egy O centrumu és r sugard L zart korlemez, melyet a
k+(O,r) korvonal hatarol.
2.32. Definicio. A korvonalon vegyiink két pontot A—t és B—t. Tekintsiik az AOBZ/
szogvonallal hatarolt egyik szdgtartoményt. Az L korlemez és az AOB< szdgtartomény
C = LN AOB< metszetét korcikknek mondjuk.

Az AOB< szoget a korcikk kozépponti szogének nevezziik. A kor O centruma a korcikk
cslcsa.

Megjegyzés. Az AOB< szogtartomany és a k,(O,r) korvonal metszete a kor A, B
pontokkal hatarolt egyik ive. A C korcikket az OA, OB sugarszakaszok és az AB koriv
hatarolja. Ennek alapjan is igazolhato, hogy a korcikknek mindig van teriilete.

2.33. Allitas. Legyen adva két egyenld sugarii kérlemez L, és L, tovabba két ezekbdl
kimetszett korcikk C, és Cy. Ha ezen koércikkek kézépponti szogeinek mértéke o és [3,

akkor teriiletiikre fennall a T(Cy) = 5 -T(Cy) Osszefiiggés.
a

Bizonyitas.
Feltehetjiik, hogy a két korlemez egyazon o sikban van. A sugaruk legyen r, a kézéppon-

tokat pedig jelolje Oy és Os. A Cy és Co korcikkeket kimetsz6 szogtartomanyok legyenek
AOlB<I és COQD<I.

P

Dy (&

13. abra. A C; és Cy a kircikkek felosztésa (n = 4 eset).

Az AO;B< szoget a 13. dbranak megfelelGen osszuk fel n egyenl részre. Ezek az a/n
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mértékl szogek egybevagd kis kdrcikkeket metszenek ki C;—bél. Vilagos, hogy mivel ezek
teriiletei egyenlGek, egy kis korcikknek a teriilete % -T(Cy).
Vegyiik most azt az egyértelmiien létez6 | nemnegativ egész szamot, amellyel fennéll a

a «
l-— < B < (I+1)-— &sszefiiggés. Amennyiben ezt megszorozzuk az + pozitiv szammal
n n

[+1
B<L.

l
azt kapjuk, hogy a két szogmérték hanyadosara igaz — < — A CO;D<«

s70g [0y, C) szarahoz egymast kovetGen [ + 1 alkalomm;?l mérjiik {6l g a/n nagysagi
szogeket. Az igy nyert szogek masik szara altal a korvonalbol kimetszett pontokat jelolje
Py, ..., P, Py;. Vilagos, hogy a P,O P, < szogek altal kimetszett korcikkek teriileteinek
mértéke is = - T'(Cy).

Vegyiik észre, hogy a C'OP,< szoggel kimetszett korcikket tartalmazza Co, viszont a
COP, 1< szoggel kimetszett korcikkben mar benne van Cy. Mivel ezek teriiletei % -T(Cy)
és L. T(Cy), a C korcikk teriiletére teljesiil az

l [+1
—T(C) <T(C) < — - T(Ch)
n n
1 . .
egyenlGtlenség. Ha ezt megszorozzuk a m pozitiv szammal, akkor azt kapjuk, hogy
1
fennall P
L. (Cs) - [+1
n — T(C) n
T(C I 1+1
A fenti Osszefiiggések szerint a s és ﬁ hanyadosok egyarant az —, i racionalis
a  T(C) n
szamok kozé esnek. Ily modon a kiilonbségiik abszolut értékére igaz
TC) B, 1
-

T(C) « n

Mivel ez az egyenlGtlenség barmilyen nagy n pozitiv egész szamra fennall, a két hanyados

T
(Ca) = é Ebbél viszont méar kovetkezik az
T(Cl) [0

kiilonbsége csakis 0 lehet, azaz teljesiil
allitasban szerepld Osszefiiggés. [
A 2.33. Allitas. alapjan mar konnyen igazolni lehet a kivetkezd kijelentést.

2.34. Allitas. Az r sugarii kérlemezhez tartozé o kozépponti szégi kércikk

teriilete % r’a.
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3) Sikbeli affin transzformaciok

Ezek olyan transzformaciok, amelyek egyenest egyenesbe képeznek és megérzik azok par-
huzamossagat. Emiatt a szabad vektorok terén indukalnak egy linedris leképezést, amit
fel tudunk hasznélni a transzformaciék analitikus leirdsa soran.

Felvetddik a kérdés, hogy vajon vannak-e olyan sikbeli bijektiv leképezések (mas szoval
transzforméciok), amelyek egyenest egyenesbe képeznek, de nem hasonlésagi transzforma-
ciok. Mint hamarosan latni fogjuk, a valasz igenld.

A kollinearis pontharmas osztéviszonya

Az osztoviszony fogalméat mar korabban bevezettiik, de fontossaga miatt célszeriinek tart-
juk felidézni a vele kapcsolatos ismereteket.

Egy g egyenesen legyenenek adva az egymastol kiillonboz6 A, B, C' pontok. Jeldljiik
ki a g egyenesen az egyik irdnyitast egy vele parhuzamos u egységvektor rogzitésével. 11
modon az egyenesre ess iranyitott szakaszokhoz elGjeles hosszat tudunk rendelni. Az A
irdnyitott szakasz elGjeles hosszan az AC = AC - u skalaris szorzatot értjiikk. Eszerint
amennyiben az /ﬁ, u vektorok iranya megegyezik, akkor fennéll AC' = d(A, C'). Ha pedig
@ és az u iranya ellentétes, akkor AC' = —d(A, C) teljesiil.

3.1. Definicio. Az egy egyenesre esG A, B, C ponthdrmas osztdviszonyan az /@ és

. . . AC
C@ irdnyitott szakaszok elGjeles hosszainak hanyadosat, azaz az (ABC) = Yal?] szamot
értjiik.
Megjegyzés. A kollinearis A, B, C' pontharmas osztoviszonya nem fiigg a tartalmazo

egyenes iranyitasanak megvalasztasatol. Ugyanis, ha az ellentétes iranyitast vessziik, akkor
AC és CB elgjeles hossza egyarant a (—1)-szeresére valtozik.

Megjegyzés. Egy g egyenesen rogzitsiik az A, B pontokat és C' legyen a g—nek egy
tovabbi pontja. Ha a C pont rajta van az AB szakaszon, akkor az AC' és C@ irdnyitott
szakaszok iranya megegyezik, tehat fennall (A B C) > 0. Amennyiben C nincs rajta van

az AB szakaszon, akkor az AC ¢s OB iranya ellentétes, amibsl (A BC) <0 adédik.

Megjegyzés. Egy g egyenesen rogzitsiik az A, B pontokat és P fussa be g—nek az Gsszes
tobbi pontjat. Ekkor az (A B P) osztoviszony értéke felveszi a valos szamok R halmazanak
a 0-to6l és —1-t6l kiilonbo6z6 elemeit. Barmely u (u # 0, u # —1) valos szimhoz pontosan
egy olyan P pont van a g egyenesen, amelyre fennall (A B P) = u.

A paralel vetités tulajdonsagai

Amennyiben egy térbeli alakzatot sikbeli vetiiletével szeretnénk abrazolni (vagy més szoval
szemléltetni), akkor ahhoz tobbnyire paralel vetitést alkalmazunk. A paralel vetitéshez
sziikség van egy o képsikra és egy a vetités irdnyat meghatirozo v egynesre, amely nem
parhuzamos a o sikkal.

Ez esetben a tér tetsz6leges P pontjdhoz vegyiik a P—n atmend és v—vel parhuzamos
egyenest, majd annak P’ metszéspontjat a o képsikkal. Ezt a P’ pontot mondjuk a P pont
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v irdnyu paralel vetiiletének a o sikon. Egy gorbe paralel vetiiletét tgy kapjuk meg, hogy
kijeloljiik az alakzat Osszes pontjanak a vetiiletét a képsikon és vessziik ezen képpontok
uniojat.

VetitGegyenesnek (illetve vetitésiknak) neveziink egy egyenest (illetve egy sikot), ha az
parhuzamos a vetités irdnyat megado v egyenessel. Vilagos, hogy a vetitGegyenes vetiilete
egyetlen pont, a vetitGsik képe pedig egy egyenes.

C

: \
M /@ \C, {4/
S \ \

14. abra. A paralel vetités megérzi az osztéviszonyt, azaz fenndll (ABC) = (A’ B’ C").

g

A paralel vetitéssel kapcsolatban a kovetkezd megallapitasokat tehetjiik.
(1) Ha vesziink egy e egyenest, amely nem parhuzamos v-vel, akkor pontosan egy olyan
sik van, amely tartalmazza az e—t és parhuzamos v—vel. Ezen siknak a o képsikkal vett
metszésvonala adja az e egyenes e’ képét.
(2) Ha az a, b egyenesek parhuzamosak egyméassal és nem vetitdgyenesek, akkor az o/, b’
képeik is parhuzamosak egyméssal.
(3) Ha vesziink egy paralelogrammat, amelynek egyik oldalegyenese sem vetitGegyenes,
akkor a vetiileti négyszog is egy paralelogramma.
(4) A parhuzamos szelgk tételébdl kovetkezik, hogy a paralel vetités megérzi a kollinearis
pontharmasok osztoviszonyat. Ugyanis, tekintsiink egy a v—vel nem parhuzamos e egye-
nest és azon az A, B, C pontokat. Ha a tételt az e, €' egyenesek szogére alkalmazzuk,

akkor az elGjeles szakaszhosszak hanyadosaiként nyert osztoviszonyokra fenndll az
AC A

(ABC) = CE- OB (A’ B'C") 0Osszefiiggés. (Lasd a 14. &brat.)

(5) Legyen p egy olyan sik, amely nem parhuzamos a vetités irdnyat megado v egyenessel.

Ha a paralel vetitést lesztikitjiik a o sikra, akkor egy olyan p: o — o bijektiv leképezést

kapunk, amely egyenestartd és megé6rzi a kollinearis pontharmasok osztoviszonyat.
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Két paralel vetités szorzataként nyert sikbeli transzformacié

Tekintsiink a térben a o, p sikokat, amelyek egy ¢ egyenesben metszik egymast. Vegyiink
olyan vy, vy egyeneseket, amelyek egyik sikkal sem parhuzamosak. Hajtsunk végre paralel
vetitést a o sikrél a o sikra vy irdnyban. Ily modon egy py : 0 — o bijektiv leképezést
kapunk, amely egyenestart6, megérzi az egyenesek parhuzamossagat és a kollineéris pont-
harmasok osztoviszonyat. Ezt kovetGen hajtsunk végre paralel vetitést a o sikrol a o sikra
vy irdnyban. Az igy nyert uy : 0 — o bijektiv leképezés is ugyanezen tulajdonsagokkal
rendelkezik.

15. abra. Két paralel vetités szorzataként nyert leképezés a o sikban (P' = pa(pn(P))).

Tekintsiink a sikok kozotti paralel vetitések ¢ = o o uy szorzatat. Viladgos, hogy a
@ 0 — o leképezés bijektiv és megtartja a kolline4ris pontharmasok osztoviszonyat.
Vegyiik észre, hogy a ¢ bijekcio a t egyenes Osszes pontjat fixen hagyja.

Megjegyzés. A 15. Aabra szerinti ¢ leképezés nem lehet hasonlosagi transzformacio.
Ugyanis, a t egyenes pontjai fixen maradnak. Ha ¢ hasonlésig lenne, akkor emiatt az
aranyszamanak A = 1 adoédna, tehat ¢ egyittal egybevagdsag lenne. Marpedig csak két
olyan sikbeli egybevagdsag van, amelyek t—t fixen hagyjak, konkrétan az ¢d helybenhagyas
és a t egyenesre torténd tiikrozés. Vilagos, hogy az dbrazolt ¢ = us o py transzformécio
ezektdl kiilonbozik.

Ezzel belattuk, hogy vannak olyan egyenestartd és osztoviszonytartod bijektiv leképe-
zések a sikban, amelyek nem hasonlosagok.
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A sikbeli affin transzformacidk alapvetd tulajdonsagai

Az alabbiakban bevezetjiik a sikbeli affin transzformacio (vagy méas szoval az affinités)
fogalmat. Jeloljiink ki a térben egy o sikot.

3.2. Definici6. FEgy o sikbeli affin transzformacién egy olyan ¢ : ¢ — o bijektiv
leképezést értiink, amely egyenest egyenesbe képez és megérzi a kollinearis pontharmasok
0sztoviszonyat.

Megjegyzés. Az affin transzforméaciot révidebben affinitasnak is szokas nevezni.
Vilagos, hogy a sikbeli hasonlosagi (és egybevagosagi) transzformaciok egyuttal affin
transzformaciok is.
Az el6z6ek soran a paralel vetitések alkalmazasaval megmutattuk, hogy vannak olyan
affin transzforméciok, amelyek nem hasonlosagok.

Az alabbi allitasban osszefoglaljuk a sikbeli affinitasok alapvets tulajdonsagait.
3.3. Allitas. Legyen adott egy ¢ : ¢ — o affin transzformacié. Ekkor igazak az alabbi
kijelentések.
(1) A ¢ affinitds szakaszt szakaszba képez.
(2) Péarhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe

képez.
(3) Ha valamely A, B, C, D pontokra fennéll az ﬁ = @ Osszefiiggés, akkor az
A= o(A), B' = o(B), C' = o(C), D' = (D) képpontokkal teljesiil A’ B' = C" D,
Bizonyitas.
(1) Tekintsiink a o sikban egy AB szakaszt és a hatarpontok A’ = p(A), B' = ¢(B) kép-
pontjait. Vegyiik az AB szakasznak egy tetszéleges P bels6 pontjat. Ekkor az A, B, P
pontharmas osztoviszonyéara fennall (A B P) > 0. Mivel a ¢ affinitds megdrzi az oszto-
viszonyt, a képpontokra teljesiil az (A’ B’ P’) > 0 egyenl6tlenség. Ez viszont azt jelenti,
hogy a P’ = ¢(P) pont az A’'B’ szakasznak lesz egy belsé pontja. Ily médon azt kaptuk,
hogy az AB szakasz képe megegyezik az A’ B’ szakasszal.
(2) Legyenek a és b parhuzamos egyenesek a o sikban. Mivel a ¢ affinitas egy bijektiv
leképezés (vagyis kiilonb6z6 pontok képei kiilonbozdek), az o' = p(a) és V' = p(b) kép-
egyeneseknek nincs kozos pontja, tovabba mindketts benne van a o sikban. Ez pedig azt
jelenti, hogy o’ és b’ is parhuzamosak egymassal.
(3) Az el6z6ekben mar belattuk, hogy ¢-re teljesiilnek az (1), (2) kijelentések. A parhu-
zamossag megtartasa miatt a ¢ affin transzformécio paralelogrammét paralelogrammaba
képez, illetve egy szakasz felez6pontjat a képszakasz felezGpontjaba viszi. Ebbél viszont

mar kovetkezik, hogy amennyiben az irdnyitott szakaszokra fennall az AB = C@ egyen-
16ség, akkor a képpontokkal teljesiill A’ B'=C'D’. O

Az el6z6 allitasban szerepld (3) kijelentés alapjan az affin transzforméacio is meghataroz
egy leképezést a sikbeli vektorok V), terén.
3.4. Definicio. A ¢ : 0 — o affinitéas altal a sikbeli vektorok V, terén indukalt leképezésen
azt a cﬁ:_V)U — V, fiiggvényt értjiik, ahol tetszGleges u = ﬁ vektor képére fennall
o(u) = A'B.

A kovetkezd allitas igazoldsa ugyanigy torténik mint az egybevagosagok esetében.
Emiatt a bizonyitasra eztuttal nem tériink ki.
3.5. Allitas. Legyen adott egy ¢ : 0 — o affin transzformacié. A ¢ indukalt leképezésre
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tetszoleges u, v € V, vektorok és \ szam esetén teljesiilnek az
o(u+v) =¢(u) + ¢(v), Po(Au) = X-p(u)  Osszefiiggések. Emellett ¢ egy bijektiv
leképezés.

Megjegyzés. Az affin transzformaciok (ellentétben a hasonlosagokkal) altalaban nem
6rzik meg a szogek mértékét, mas szoval nem szogtartoak.

A sikbeli affinitasok csoportja és annak részcsoportjai

A 3.2. Definici6 alapjan konnyt belatni, hogy amennyiben ¢, és ¢, affin transzforméciok
a o sikban, akkor a kompoziciojukkal nyert @5 0 ¢ : 0 — o leképezés is affinités.

Ha pedig ¢ egy affinitas a o sikban, akkor a ¢ ~! : ¢ — o inverz leképezés is egy affin
transzformacio.

3.6. Definici6. Legyenek adva a o sikbeli ¢y és 5 affin transzformaciok. Ezek szorzatén
a @900 — o affinitast értjiik.

Konnytd belatni, hogy amennyiben 1, ¢o és 3 affin transzformaciok egy o sikban,
akkor szorzataikra fennall a @30 (w20 1) = (@30 ¢2) 0 1 egyenlGség. Ezzel kapcsola-
tosan azt szokas mondani, hogy az affinitasok korében értelmezett szorzas egy asszociativ
miivelet. Ez esetben is kitiintett szerepet jatszik az id identikus leképezés, amely a sik
Osszes pontjat fixen hagyja. Ezzel barmely ¢ affinitasra teljesiilnek az idoyp = poid = ¢
és pop =g lop=1id Osszefiiggések.

A fentiek alapjan a leképezések kompozicidjara (mint szorzdsmiiveletre) nézve a o
sikbeli affinitasok egy csoportot alkotnak, amelyet a tovabbiakban Af f(o) fog jeldlni.

Tekintsiik most a o sikbeli egybevagosagok (vagy mas néven az izometriak) [so(o)
csoportjat, tovabba a sikbeli hasonlosagok Sim(co) csoportjat. (A jelolés ez esetben az
angol similarity szobol ered.) Vegyiik észre, hogy ezen transzformaciocsoportok koézott
fennall az Iso(o) C Sim(c) C Aff(o) tartalmazas.

Tengelyes affinitasok

Az affin transzformaciok kozott kitiitetett szerepet jatszanak az tgynevezett tengelyes
affinitasok. A fogalom értelmezése kézenfekvének tiinik.
3.7. Definici6. Egy ¢ : o0 — o affin transzformaciot tengelyesnek mondunk, ha van a
sikban olyan t egyenes, amelynek dsszes pontjat fixen hagyja ¢ (és fennall ¢ # id).

Ez esetben a t egyenest az affinitas tengelyének nevezziik.

3.8. Allitas. A o sikban legyen adva egy t egyenes és az arra nem illeszkedé P, Q (P # Q)
pontok. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan ¢ : 0 — o tengelyes affinitas, amelynek t a
tengelye és amelyre fennall ¢(P) = Q.

Bizonyitas.

A transzformacio létezésének igazolasa. (Léasd a 16. abrat.)

Vegyiink a térben egy olyan o sikot, amely a ¢ egyenesben metszi el a o sikot. Jeldljiink ki
o-ban egy olyan S pontot, amely nincs rajta t-—n. Tekintsiik a v; = (P, S) és vy = (S, Q)
egyveneseket. Legyen py : 0 — p az a bijektiv leképezés, amelyet gy nyeriink, hogy a o
sikot ravetitjiik a o sikra a v; egyenes irdnyaban. Ezt kovetSen vegyiik azt a o : 0 — 0
bijektiv leképezést, amelyet gy kapunk, hogy a o sikot ravetitjiik a o sikra a vy egyenes
irAnyaban. Az eldz6 15. dbran ez esetben S = uy(P) és QQ = ps(S) teljesiil.
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Ezen paralel vetitések pso 1 szorzata egy olyan affinités a o sikban, amely fixen hagyja
a t egyenes pontjait és a P pontot a ) pontba képezi.

A transzformaci6 egyértelmiiségének igazolasa.

Legyen ¢ egy olyan tengelyes affinitas, amelynek a t egyenes a tengelye és a P pontot a
Q pontba viszi. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a t tengely és a P, P’ = () pontpar
mér a sik barmely pontjanak a képét meghatarozza.

1. eset. Tegyiik fel, hogy a P, ) pontok g 0sszek6ts egyenese elmetszi a t tengelyt egy
T, pontban. Mivel a T, pontot ¢ fixen hagyja, a g = (T}, P) egyenes ¢’ képe a képpontok
(T,,Q) egyenese lesz, vagyis fennall ¢’ = g.

Vegyiink a sikban egy tetszéleges A pontot, amely nincs rajta g—n. Az A ponton atme-
ng és g—vel parhuzamos h egyenes metssze el a t tengelyt a Tj, pontban. Ismeretes, hogy az
affinitds parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez, tehét a h egyenes képe
atmegy a T}, ponton és parhuzamos a ¢’ = g egyenessel. Ennek kovetkeztében a h egyenes
képe is 6nmaga, azaz h' = h teljesiil. Lasd a 16. abrat.

Tegyiik fel, hogy az e = (P, A) egyenes az M pontban metszi el a t tengelyt. Vilagos,
hogy ezen egyenes képe az ¢/ = (Q, M) egyenes. Mivel az A megegyezik a h, e egyenesek
metszéspontjaval, az A’ = p(A) pont csakis a h, €' egyenesek metszéspontja lehet.

Amennyiben az e = (P, A) egyenes parhuzamos t—vel, akkor annak e’ képe a Q) = P’
ponton atmend t-vel parhuzamos egyenes lesz, amely a h egyenest az A’ pontban metszi
el.

16. abra. Az A pont képének kijelélése t és a P, () = P’ pontok ismeretében (g ||t eset).

2. eset. Tegyiik fel, hogy a P, Q = P’ pontok g 6sszek6ts egyenese parhuzamos a t
tengellyel. Mivel az affinitds megdrzi a parhuzamossagot, a ¢’ képegyenes atmegy a @
ponton és parhuzamos t—vel. Legyen A egy olyan pont a o sikon, amely nincs rajta g—n.
Az A képét az affinitas egyenestartd és osztoviszonytarto tulajdonsaga alapjan ezuttal is ki
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lehet jelolni. Az e = (A, P) egyenes metssze el a ¢ tengelyt az M pontban. Vilagos, hogy
ennek képe az ¢/ = (M, Q) egyenes, hiszen M’ = M. Mivel az affinitas osztoviszonytarto,
az A’ képpont az €' egyenesnek azon pontja, amelyre teljesiil a (PMA) = (Q M A)
Osszefiiggés. Tlyen pont pedig csak egy van a €’ egyenesen. A parhuzamos szelSk tétele
szerint ezt a pontot a g-—vel parhuzamos h egyenes metszi ki az ¢’ egyenesbél. [J

17. dbra. Az A pont képének kijelélése t és a P, () = P’ pontok ismeretében (g || t eset).

Az el6z6 3.8. Allitas bizonyitasa soran az alabbi eredményt is igazoltuk.
3.9. Kovetkezmény. Legyen adott egy ¢ : 0 — o tengelyes affinitas, melynek tengelye
t. Vegyiink egy a t-re nem es6 P pontot és annak P' = ¢(P) képét. Ekkor a g = (P, P’)
egyenes iranya nem fiigg a sikbeli P pont megvalasztasatol.

A fenti 3.9. Kovetkezmény alapjan egy tjabb fogalmat tudunk bevezetni.
3.10. Definici6. A ¢ tengelyes affinitasnél legyen P egy olyan sikbeli pont, amely nincs
a tengelyen. ¢ iranyan a g = (P, P') egyenessel meghatéarozott iranyt értjiik.
Amennyiben az irany meréleges az affinitas tengelyére, akkor ¢—t merdleges tengelyes
affinitdsnak nevezziik.

3.11. Definici6. Legyen adva egy ¢ : 0 — o tengelyes affinitds. Ezt nyirasnak mondjuk,
ha ¢ iranya parhuzamos a tengellyel.

Sikbeli affinitds meghatarozasa pontharmasokkal

A tovabbiakban azt a kérdést fogjuk megvalaszolni, hogy hany sikbeli pont és képe hata-
roznak meg egyértelmtien egy affin transzformaciot.

3.12. Tétel. A o sikban legvenek adva az Ay, By, Ci és Ay, By, Cs pontharmasok,
amelyek nincsenek egy egyenesen. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan ¢ : 0 — o affin
transzforméacio, amelyre fennall p(Ay) = A, @(By) = By és p(Cy) = Cs.
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Bizonyitas.
A transzformécio létezésének igazolasa.
Els6ként vegyiik a u = A Ay vektorral torténé € : ¢ — o eltolast a sikban. Evidens, hogy
ez az eltolas az A; pontot az As—be viszi. A By és () pontok eltolassal nyert képeire
alkalmazzuk a B, = e(By), C) = £(C}) jelolést.
Tekintsiik az o = By Ay By el6jeles szoget. Legyen n az a forgatva;l n)gljtast, amelynek
252

Ay By

r4, hogy a forgatva nyujtas valojdban az Ay pont koriili elforgatas és az A, centrumd,
A aranyu kozéppontos hasonlosdg szorzata. Vegyiik észre, hogy ez a transzformécio a
B, pontot a By-be képezi. A C; pont képére ezittal hasznaljuk a C, = n(é’l) jelolést.
Veégiil tegyiik fel, hogy a Cy és Cy pontok kiilonbozéek. Tekintsiik most azt a 7—val jelolt

centruma az A, pont, a forgatas szoge « és a hasonlésag ardnya A = . Emlékezziink

18. abra. Az Ay, By, C pontok atvitele a ¢ = Tonoe affinitdssal az Ay, By, Cy pontokba.

tengelyes affinitast, amelynek tengelye a t = (A,, B) egyenes és amely a C1 pontot a C
pontba képezi. A 3.8. Allitas szerint egyértelmien létezik ilyen 7 tengelyes affinitas.

Vegyiik az € eltolas, az i forgatva nytjtés és a 7 tengelyes tiikrozés szorzataként adodo
p =T1onoe affin transzformaciot. Vilagos, hogy ez a transzformacié egy olyan affinitas,
amely az Ay, By, Cy pontharmast az Ay, By, C5 pontharmasba képezi.

A transzformaci6 egyértelmiiségének igazolasa.

Tegyiik fel, hogy egy affin transzforméacional a nem kollinearis A;, By, C; pontok a meg-
adott As, Bs, (5 pontokba képez&dnek. Az affinitis egyenestartd és osztoviszonytartod
tulajdonsiga alapjan megmutatjuk, hogy ekkor a o sik barmely pontjénak képe méar egy-
értelmiien meghatarozott.
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Tegyiik fel, hogy egy @ pont rajta van az A; B1C haromszog egyik oldalegyenesén. Ez
esetben legyen (B, () a tartalmazo oldalegyenenes. Vegyiik a By, €y, @) ponthéarmas
osztoviszonyat. Mivel az affinitds megérzi az osztoviszonyt a @ pont képe a (B, Cy)
egyenes azon (' pontja lesz, amelyre fennall (B, Cy Q') = (B; C1 Q). Marpedig a (Bsy, Cs)
egyenesen csak egyetlen ilyen pont létezik.

Tekintsiik most a o sik egy olyan P pontjat, amely nincs rajta az A; B1C1 /A egyik
oldalegyenesén sem. Ekkor mindig van olyan csics a haromszdgben, hogy annak a P—vel
vett Osszekots egyenese elmetszi a szemkozti oldalegyenest. Jelen esetben tegyiik fel, hogy
g = (Aq, P) elmetszi a (B, C) oldalegyenest a () pontban. Az osztoviszonytartas alapjan
jeloljiik ki elbb a " képpontot. Vilagos, hogy ¢ affin képe az (As, Q') = ¢’ egyenes, amely
tartalmazza a P’ képpontot. Ezt a P’ pontot méar egyértelmtien kijeloli a ¢ egyenesen az
(A2 Q' P') = (A Q P) Osszefiiggés.

Mivel barmely o-beli pont affin képe mar egyértelmiien meghatarozott, csak egyetlen
olyan affinitas van, amely az A;, By, C pontokat az Ay, By, (5 pontokba képezi. []

Amennyiben az id helybenhagyast egy speciélis tengelyes affinitasnak tekintjiik, akkor
az el6z6 tétel bizonyitasa alapjan igaz az alabbi kijelentés.
3.13. Kovetkezmény. Egy sikbeli ¢ affin transzformacié mindig el6all egy hasonlosag és
egy tengelves affinitas szorzataként.

A sikbeli affinitasok egy osztalyozasa

Mint ismeretes, az iranyitott sikban a sikbeli zaszlokat két osztalyba lehet sorolni. Aho-
gyan az egybevigosagok esetében tortént, az affin transzformaciokat is osztalyozni lehet a
sikbeli zaszlok és képeik alapjan.
3.14. Definici6. A ¢ : 0 — o affin transzforméaciot irdnyitastartonak mondjuk, ha ¢ a
sikbeli zaszlok két osztalyat onmagukba képezi.

Amennyiben a ¢ affinitas felcseréli a sikbeli zaszlok két osztalyat, akkor iranyitasval-
tonak nevezziik.

Megjegyzés. Szemléletesen a ¢ affinitas irdnyitéstartd vagy iranyitasvalto jellege az
alabbi modon donthets el. Vegyiink egy ABC/A haromszoget és annak egy ¢ affinitas
szerinti A’B'C'A képét. Az A, B, C és A", B’, C' pontharmasok ebben a sorrendben

meghataroznak egy—egy forgasiranyt a sikban. Ha ez a két forgasirany megegyezik, akkor a
© affinitas irdnyitastart6. Amennyiben a két forgasirany ellentétes, akkor ¢ iranyitésvalto.
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A sikbeli affin transzformaciok analitikus leirasa

A térben vegyiink egy o sikot, és ezen adjunk meg egy irdnyitast a sikra merdéleges egyik
egységvektorral, melyet ezittal jeloljon k. Ily modon azt a o altal hatarolt félteret tiin-
tetjiik ki, amelyikbe a k vektor mutat. A o sikban régzitsiink egy (O, i, j) Descartes—féle
koordinata-rendszert. Ennek i, j alapvektorait agy valasszuk meg, hogy az i, j, k orton-
ormalt vektorharmas egy jobbrendszert képezzen. Legyenek F, és Es azon sikbeli pontok,
melyekre fenndll OF; =i és OF; = j.

Tekintsiink egy ¢ : ¢ — o affin transzformaciot. Mint ismeretes, a ¢ meghataroz (vagy
més szoval indukal) egy oV, =V, leképezést a sikbeli szabad vektorok V, terén, és ezt

a G(AB) = p(A) go(Bj Osszefiiggés irja le tetszéleges A, B €0 pontok esetében.

A 3.5. Allitasnak megfelelGen a ¢ indukalt leképezésre teljesiilnek a
olu+v) = ¢(u) + ¢(v), S(Au) = A - p(u)  osszefiiggések barmely u, v € V,
vektorokra és A € R valos szamra.

Fejezziik ki a ¢(i), ¢(j) képvektorokat az i, j bazisvektorokbol a

@(i) = an i+ axj, @) = a12i+ agsj
egyenletekkel.
3.15. Definicio. A fenti kifejezések egyiitthatoibol képzett A = (ZH 312) matrixot
21 (22
nevezziik a ¢ altal indukalt ¢ leképezés i, j bazisra vonatkoz6 matrixanak.
A fentiek alapjan mar igazolni lehet az alabbi kijelentést.
3.16. Allitas. Legyen adva egy ¢ : 0 — o sikbeli affin transzforméaci6. A ¢ indukalt
leképezés A matrixanak determindnsara fennall a det A # 0 dsszefiiggés. Ha det A > 0
teljesiil, akkor o irdnyitastarté. Ha pedig det A < 0, akkor a o affinitas iranyitasvalto.
Bizonyitas.
Mivel az O, F, E5 pontok nincsenek egy eg;zenesen, az O', E}, El képpontok sem kolli-
nearisak. Ennek kovetkeztében a o(i) = O'EY], ¢(j) = O'EY, vektorok nem parhuzamosak

egymassal, tehat a vektorialis szorzatuk nem lehet 0. Egyszert szamolassal adodik, hogy
a vektorialis szorzatukra fennall

¢(i) x ¢(j) = (a11 a22 — a12a91) k = (det A) - k,

amib6l det A # 0 adodik.

Tekintsiik a g = (O, E) egyenest és a sikbeli Z = ([0, Ey), [g, E2)) zaszlot, amely
a k vektorral tortént irdnyitas miatt a sikbeli zaszlok els¢ osztalyahoz tartozik. Ennek
@ szerinti képe a Z' = ([0, EY), ¢, EY)) zaszlo. Vegyiik észre, hogy a Z' zaszlo asze-
rint tartozik az elsé (illetve a méasodik) osztalyhoz, hogy a ¢(i), ¢(j), k vektorharmas
jobbrendszert (illetve balrendszert) képez. Emlékezziink ra, hogy a jobbrendszert ado
vektorharmas esetében a vegyes szorzat elGjele pozitiv, balrendszer esetében pedig nega-
tiv. Marpedig a vektoridlis szorzat fenti kifejezése szerint a vegyes szorzatra fennall a
(P(A) X ¢(j)) - k = det A Gsszefiiggés. Ebbdl pedig mar kovetkezik a fenti allitas. [

A koordinatazott sikban az affin transzformaciot is egy matrixegyenlettel lehet leirni.
Ennek igazolasa ugyantgy torténik, mint az egybevagosagok esetében. (A 19. abra segit
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19. abra. A ¢ affinitds az OF, F Ey négyzetet az O' B F'E), paralelogrammaba képezi.

a levezetés megértésében.)

3.17. Allitas. Legyen adott egy ¢ : 0 — o affin transzforméacié. Az O kezddpont O' =
©(O) képének koordinatai legyenek (by, by) és a p leképezést az i, j bazisra vonatkozéan irja
le az A matrix. Ekkor tetszéleges P (x,y) pont P’ = p(P) képének (z',y') koordindtdira

fennill a / b
x a11 Q12 X 1
= + 3.1
()= () () + () o)
Bizonyitas.

Vegyiink egy o-beli P pontot, amelynek helyvektorat allitsuk el6 az (ﬁ =zi+ Y]
alakb& A P' = ¢(P) képpont koordinataparja legyen (z’,v’), ami annyit jelent, hogy

matrixegyenlet.

igaz OP' = 2’1+ y'j. Vegyiik észre, hogy fennall

; ; ; > o
OP =00 + 0P =00 + 3(0P) = 00 + ¢(zi+yj)
—
=00 +z¢(i) +y () -
Ily moédon azt kapjuk, hogy teljestil

OP = b11+b2J+$<CL111+CL21J)+y(a121+(122J)
= (a4 a2y +b)i+ (a1 +any+b)j.
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—
Mivel OP’ egyértelmien all el6 az i, j bazisvektorok linearis kombinaciojaként, igy fennéall
' =anx+any+b, Y = a9 T+ agy + by.

Ez a két egyenlet pedig egyenértékid az alabbi matrixegyenlettel
QL’/ a1 12 T bl
= + . 3.1.
(y’) (azl azz) (y) (bz> 1)

[gazolhato a kovetkezd allitas is, de a bizonyitasra most nem tériink ki.
3.18. Allitas. Legyen adott egy olyan 2 x 2—es A valés matrix, melynek determininsa
nem 0, tovabba valamely by, by valés szamok. Tekintsiik azt a ¢ : 0 — o leképezést, ahol
tetszoleges P(x,y) pont P' = ¢(P) képének (z',y') koordinatait az

/
(g/) =A (:yc) + (Zl> matrixegyenlet adja meg. Ekkor ¢ egy sikbeli affinitas.
2

Megjyegyzés. A 3.18. Allitas bizonyitasa soran azt kellene belatni, hogy a matrix-
egyenlettel leirt ¢ leképezés bijektiv, egyenest egyenesbe képez és megéSrzi a kollineéris
pontharmasok osztoviszonyat.

Azt is igazolni lehet, hogy a ¢ transzforméacio akkor és csak akkor egybevagosag, ha
az A matrix ortogonalis, vagyis AT- A = E teljesiil, ahol AT a transzponélt matrixot és
E az egységmétrixot jeloli.

Amennyiben valamely A > 0 szammal fennall az AT- A = \? - E &sszefiigés, akkor a
o affinitas egy hasonlosagi transzformacio.

A sikbeli affinitas teriileti aranyszama

A tovabbiakban is feltessziik, hogy a o sikban rogzitve van egy (O, i, j) Descartes—féle
koordinata—rendszer. Az alabbiak soran megmutatjuk, hogy barmely ¢ sikbeli affinitdshoz
hozzarendelhet6 egy teriileti aranyszam. Ennek igazoldsa soran felhasznéljuk majd az
alabbi segédtételt.

Vegyiink harom nem kollinearis pontot a koordinatéikkal. Ezek legyenek Pi(x1, 1),
P2(1E27 yg) és P3<l’3, y3> Jelolje T(P1P2P3A) a P1P2P3 héI‘OIﬂSZég teriiletét.

Tog — X1 I3 — .Tl)

Y2—U Ys— U
matrix determindnsanak abszolit értékére fenndll |det M| =2 - T (P P,PsA\)
Bizonyitas. N N
Tekintsitk a Py Py = (zo—x1) i+ (ya—11)j és PLP3 = (v3—x1) i+ (ys—y1) j vektorokat. Ezek
kifeszitenek egy sikbeli paralelograﬂgét, melynek teriilete 2 - T(P,P,PsA). Ismeretes,

3.19. Lemma. A koordinatak kiilénbségeibdl képzett M = (

hogy ez a teriilet megegyezik a P; P, x P;P3 vektoridlis szorzat hosszaval. Kozvetlen

szamolassal adodik, hogy fennall PP, x P P3 = ((xg —x1)(ys —y1) + (z3 — 1) (y2 —yl))k,
—

ahol k = i x j a sikra mer6leges egységvektor. Léathato, hogy a PP, x P, P3 szorzat

megegyezik a det M - k vektorral, amib6l ||P P, x Py Ps|| = |det M| kovetkezik. Ez mar
igazolja a segédtételt. [
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A tovabbiakban majd felhasznaljuk azt is, miszerint ha adva van két 2 x 2—es matrix
A és M, akkor a szorzatuk determinénsara teljesiil det(A-M) = det A - det M.
3.20. Allitas. Legyen adott egy ¢ : 0 — o affin transzforméacio, melyet a (3.1) matrix-
egyenlet ir le. Vegyiink a sikban egy PP, P; hdromszoget és annak P|PyP;/\ affin képét.
Ekkor a teriiletekre fennall a T(P{PyPiA) = |det A| - T(P,PoP3/\) Gsszefiiggeés.
Bizonyitas.
A cstucspontok P.(x,,y,) és P'(z),1.) koordinataira (3.1) szerint fennéallnak az

()= G i) G ()

] = +

Yy 21 A2 Yr by

egyenlGségek (r =1, 2, 3). Ha az r = 2 és r = 3 indexértékeknek megfelel matrixegyen-
letbél kivonjuk az r = 1 szerinti egyenletet, akkor azt kapjuk, hogy

xh—x} _ (e a2 To—XT] rh—x) _ (o a T3—T1
yé—yi Q21 Q22 Yo—y1 )’ yé—yll Q21 Q22 Ys—1U

teljesiil. Vegyiik észre, hogy ezt a két Osszefiiggést Gssze lehet vonni az alabbi

xh—x) i —a) _ (an ap Ty — X1 X3 — 1

Yo=Y Ys— U Q21 Q22 Y2—U1 Ys— W%
matrixegyenletbe. Eszerint a képpontok koordindtainak kiilonbségeibdl képzett M’ mat-
rixra fenndll M’ = A-M. Emiatt a determinansok abszolit értékeire

|det M'| = |det A|-|det M| teljesiil. Felhasznélva a 3.19. Lemmat ebbdl mar adodik a
T(P{PyP;A) = |det A| - T(PyPoP3/\) Osszefiiggés. O

A o sikban vett barmely S sokszog feloszthatd paronként kozos bels§ ponttal nem
rendelkezé haromszogekre. Emiatt a 3.20. Allitas alapjan igaz az alabbi kijelentés is.
3.21. Kévetkezmény. Legyen adott egy ¢ : 0 — o affinitds, melyet a (3.1) matrixegyenlet
ir le. Vegyiink o-ban egy tetszileges S sokszoget és annak S’ = p(S) képét. FEzek
T(S")
T(S)

teriileteinek hanyadosara fennéll a = |det A| Osszefiiggés.

A fenti eredmények indokoltté teszik az alabbi fogalom bevezetését.
3.22. Definici6. Legyen adott egy ¢ : ¢ — o affinitds. Tekintsiik a ¢ altal indukalt
oV, =V, leképezést, melyet irjon le az A métrix az i, j ortonormalt alapvektorokra
nézve. A o affinitas teriileti aranyszaman a t(p) = |det A| pozitiv szamot értjiik.
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4) Sikbeli inverziok

Ebben a fejezetben féként a sikbeli inverziokat targvaljuk. Mint latni fogjuk, ezek mar
nem egyenestarté transzformaciok. Az inverziot szokas korre tiikrozésnek is nevezni, mivel
az alapkorének pontjait fixen hagyja és onmagukba képezi azon egyeneseket és kordket,
amelyek derékszogben metszik el az alapkért. Az inverzio egy egyenest vagy kérbe vagy
pedig egyenesbe képez, és ugyanez igaz a kor inverzioval nyert képére is. Az inverzié
elnevezést egyébként az indokolja, hogy ezen transzformacié inverz leképezése onmaga.

A korokhoz kapcsolodoé geometriai fogalmak

Vizsgalatainkat a tér egy rogzitett o sikjaban végezziik. A pont korre vonatkozo hatva-
nyanak fogalmaval mar kordbban megismerkedtiink. A hatvany fontos szerepet jatszik az
inverzi6 targyalasdban, emiatt célszertinek tartjuk felidézni a vele kapcsolatos ismereteket.
A hatvany értelmezése az alabbi allitdson alapul.

4.1. Allitas. Legyen adott a o sikban egy k korvonal, amelynek centruma C és sugara
r. Vegyiink a sikban egy P pontot és egy arra i]leszkecli}q egyenest, amely az My, M,
pontokban ﬂh@zi_f}l) a k kort. Ez esetben a P—]Wl> , PM, vektorok skalaris szorzatara
fennall a PM, - PMy = CP? — r? {$sszefiiggés.

Bizonyitas.

A kor centruméabol a g egyeneshez hiizott meréleges szakasz talppontja legyen T'. Vilagos,

20. abra. A k kornek egy P ponton dtmend g, s szelGegyenesei (PM;-PMy = PN;-PNs).

"
hogy T felez()’pontl/'a az MM, szakasznak. Emiatt fennallnak a TM; + T My = 0,
PM, = PT +TM, és PM, = PT — T M, 6sszefiiggések. Ily modon a skalaris szorzatra

PM, - PM, = (PT +TM,) - (PT — TM,) = PT- PT — TM, - TM, = PT* — (TM,)?
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teljesiil. A CTP és C'TM; derékszogi haromszogek oldalaira pedig nyilvan igazak a
PT? = CP? — CT? és (TM,)? = r* — CT? egyenl6ségek. Ezeket felhasznalva a fenti

—
osszefiiggésbdl adodik, hogy a skalaris szorzatra fennéll PM, - PMy, = CP? — 2. [0

Megjegyzés. A g egyenesen adjuk meg az egyik irdnyitast. Ez esetben a ]W, FW
irdnyitott szakaszokhoz elGjeles hosszat lehet rendelni. Vegyiik észre, hogy a PM; - PM,
szorzat valojaban megegyezik ezen elGjeles hosszak szorzataval.

A fenti allitas szerint ez a szorzat nem fiigg attol, hogy a P ponton athaladé szels-
egyenesek koziil melyiket véalasztjuk.

4.2. Definici6. A o stkban legyen adva egy k kor, amelynek kézéppontja C' és sugara r.
Egy P pontnak a k korre vonatkozo hatvanyan a h(P, k) = CP? —r? szamot értjiik.

Megjegyzés. Vilagos, hogy amennyiben P egy kiilsé pontja a k kornek, akkor a hatvanyra
fennall h(P, k) > 0. Ha pedig P a k kor belsejében van, akkor h(P, k) < 0 teljestil. A
h(P, k) hatvany értéke pontosan akkor 0, ha P rajta van a korvonalon.

Az alabbiakban a metsz6 korok hajlasszogének fogalméat vezetjiik be.
4.3. Definicié. A sikban legyenek adva az egyméast metszé ky és ko korok. Vegyiik a két
metszéspont egyikét és abban a kordk e, es érintdit. A ki, ko metsz6 korok hajlasszogén
az ey, ey érintdegyenesek szogét értjiik.

21. abra. A ky, ko kérok érintdi és sugaregyenesei az M metszéspontban.

Megjegyzés. A 16. abran szerepld ki, ko korok az M, N pontokban metszik egymast.
Az M metszéspontbeli érintdk és az sy = (C1, M), so = (Cy, M) sugaregyenesek vannak
feltiintetve. Vilagos, hogy az M, N pontban a kordk érintGegyenesei ugyanakkora szoget
zarnak be egymassal. Ugyanis, a kozéppontok ¢ = (C4,Cy) egyenesére torténd tiikrozés
felcseréli az M, N pontokat és a metszéspontokban vett érintGegyeneseket.
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Az alabbi egyszeri allitas, amelyet a késébbiek soran majd felhasznalunk, az egymaésra
merGleges korokre vonatkozik.
4.4. Allitas. A sikban legyen adott két egyméast metszé kor ki és ky, melyek centrumai
C és O, a sugaraik pedig ry és ro. A két kor derékszoghen metszi egymast akkor és csak
akkor, ha a kézéppontok tavolsagara fennall a
(C1Co)* = (r1)? + (rq)? Osszefiiggés.
Bizonyitas.
Tekintsiik a 21. abrat, amelyen M és N jeloli a két kor metszéspontjait. Vegyiik észre, hogy
az M pontbeli e, es érintGegyenesek, illetve az sy, sy sugaregyenesek szoge megegyezik.
Ez abbol is kévetkezik, hogy az M pont koriili 90°-o0s elforgatis az érintGegyeneseket a
sugaregyenesekbe viszi.

A sugaregyenesek pedig akkor merélegesek egymasra, ha a Cy M Cy<t sz0g derékszog. A
Pitagorasz—tétel szerint C; M Cy<t = 90° pontosan akkor teljesiil, ha fenndll a (C1Cy)? =
(r1)* + (r2)? egyenlgség. [

4.5. Definici6. Két egyazon sikbeli korr6l azt mondjuk, hogy érintkeznek egymassal, ha
a két kornek egyetlen kozos pontja van. A kdzos pontot a két kor érintkezési pontjanak
nevezziik.

Megjegyzés. Vildgos, hogy érintkezés esetén az egyetlen kozds pont és korok centrumai
egyazon egyenesre esnek.

Ha két kor ugy érintkezik egymaéssal, hogy az egyik tartalmazza a masikat, akkor ezt
beliilr6]l valo érintkezésnek hivjuk. A maésik esetben pedig azt mondjuk, hogy a korok
kiviilr6l érintkeznek.

Természetesen megadhato a kor és azt 6t metsz6 egyenes hajlasszogének fogalma is.
4.6. Definici6. Legyen adva a sikban egy k kor és egy azt metsz6 g egyenes. Az egyik
metszéspontban vegyiik a k kor e érintGjét. A k kor és a g egyenes hajlaszogén az e, g
metszd egyenesek szogét értjiik.

A sikbeli inverzio értelmezése

Rogzitsiink a o sikban egy r sugart k korvonalat, melynek kozéppontjat ezittal jelolje
O. Mint ismeretes, ha a sikbol elhagyjuk az O pontot, akkor az igy nyert ponthalmazt
o\ {O} jeloli.

4.7. Definici6. A k korre vonatkozo inverzion azt a ¢ : o \ {O} — o\ {O} bijektiv
leképezést értjiik, ahol barmely P pont P’ = 1(P) képét az alabbi két feltétel hatarozza
meg;:

(1) A P’ pont rajta van az O kezd6pontu és P-n atmend [O, P) félegyenesen.

(2) A O—to6l mért tavolsagok szorzatara teljesiil OP - OP' = r2.

A k kort az inverzio alapkorének, az O pontot a ¢ polusanak mondjuk. Az r? pozitiv
szamot nevezziik az inverzié hatvanyéanak.
Megjegyzés. Vilagos, hogy az inverzié fixen hagyja a k alapkor pontjait. A k korvonal a
sikot felosztja két tartomanyra, és az inverzio felcseréli a bels§ pontok és a kiilsé pontok
tartomanyat.

Vegyiik észre azt is, hogy a sik tetszbleges P (P # O) pontjara fennall .o ((P) = P.
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Megjegyzés. A hagyomanyokat kovetve azt a definiciot mondtuk ki, amelyben a kép-
pontot két feltétel adja meg. Azonban vektorok alkalmazasa esetén barmely P (P # O)
N 2
pont P’ = (P) inverz képét az OP' = OTPQ O? Osszefiiggés egyediil is meghatarozza.
Egy sikbeli P pont inverz képe konnyen kijelélhetd (illetve kiszerkeszthets) a befogo-
tétel alkalmazésaval. Lasd a 22. abrat.

22. abra. Egy sikbeli P pont P’ = ((P) inverz képének kiszerkesztése.

Tekintsiik a k korvonal egy P kiils6 pontjat, vagyis egy olyan P pontot, amelyre
igaz OP > r. A P pontb6l a k korhoz huzott érinték érintési pontjai legyenek Ey, Es.
Ezek m 0sszekOt6 egyenese metssze el a ra meréleges p = (O, P) egyenest az M pont-
ban. Alkalmazzuk a befogdtételt az OFE; P derékszogili haromszdgre. Ez alapjan fennall
(OE;)?> = OP - OM, azaz OP - OM = r?. Ennek kovetkeztében a M pont azonos a P’
képponttal.

Az egyenesek és korok inverzioval nyert képei

Az alabbiak soran azt fogjuk bizonyitani, hogy egy egyenes (illetve egy kor) inverzioval
nyert képe vagy egy egyenes vagy pedig egy kor.

4.8. Tétel. A o sikban tekintsiik azon k alapkorre vonatkozo . inverziét, amelynek
kozéppontja az O pont. Igazak az alabbi kijelentések.

(1) Az O péluson athaladé egyenes képe dnmaga.

(2) Az O péluson nem athaladé egyenes inverzioval nyert képe egy olyan kir, amely
atmegy az O centrumon.

(3) Az O péluson dthalado kor képe egy olyan egyenes, amely nem dtmegy az O ponton.
Bizonyitas.

(1) A definiciobol kovetkezik, hogy a polusra illeszkedd egyenes képe Gnmaga.
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(2) Legyen adva egy olyan g egyenes a sikban, amely nem illeszkedik az O pontra. Az
O-n atmend és a g—re merGleges m egyenes metssze el g—t a T pontban. A fentiekben leirt
szerkesztéssel jeloljiik ki a T' pont 7" = «(T') inverz képét. Az m egyenes ezen pontjaval
tehat fennall az OT - OT' = r? egyenlGség. Ezt kovetSen vegyiik az OT szakasz |
Thalész—korét, vagyis azt az [ kort, amelynek az OT szakasz az egyik atmérgje.

Be fogjuk latni, hogy ez az [ kor lesz a g egyenes képe. Tekintsiik a g egyenes egy
tetszéleges P (P # T) pontjat. Ennek az O polussal vett h Osszek6ts egyenese metssze el
az | kort az M pontban (az O mellett). Vilagos, hogy az OT'P és az OMT' derékszogi

haromszogek hasonléak, mivel az O csicsbeli hegyesszogiik kézos. Emiatt a megfelels

orP OT
oldalak hanyadosaira fennall az OT ~ OM egyenl@ség. Ebbdl viszont az OP - OM =
OT - OT" = r? osszefiiggés kovetkezik, tehat a P pont inverz képe az [ kor M pontja.

23. 4bra. A péluson nem atmend g egyenes inverz képe.

A fentiek alapjan a g egyenes barmely pontjanak képe rajta van az [ koron. Vegyiik
észre azt is, hogy az [ kor barmely (az O poélustol kiilonb6z§) pontjanak az O—val vett
0sszekots egyenese elmetszi egy pontban a g egyenest, és ezen metszéspontnak az inverz
képe az | koron kivalasztott pont lesz. Ezzel belattuk, hogy a g egyenes inverz képe az [
kor, pontosabban az [\ {O} alakzat.

A (3) kijelentés mar konnyen igazolhato a fenti eljaras alapjan. Vegyiink egy olyan [
kort, amely athalad az O poéluson. Ennek centrumat az O—val 6sszekoté m egyenes két
pontban metszi el a k kort. Jellje ezattal T a masik metszéspontot. Szerkessziik ki ennek
T’ képét az m egyensen. Egyszertien belathato, hogy a T” ponton atmend és az m-re
merGleges g egyenes lesz az [ kor inverz képe. Ennek részletezését az olvasoéra bizzuk. [
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Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas soran kideriilt, hogy a po6luson nem atmendé g egyenes
inverz képe az [ kor. Ezt ugy kaptuk meg, hogy kijeloltiik az O-bol a g-hez huzott
merdleges T' talppontjanak 7" képét, majd vettiik az OT" szakasz [ Thalész-korét. Ennek
kovetkeztében az [ kornek az O pontbeli t érintGje parhuzamos g—vel.

A péluson nem athalado kordk inverz képére vonatkozok az alabbi tétel. Ennek bizo-
nyitasa sordn alkalmazni fogjuk a hatvany fogalmét is.
4.9. Tétel. A o sikban vegyiik azon k alapkérre vonatkozo o inverziét, amelynek kézép-
pontja az O pont és sugara r. Legyen g egy olyan sikbeli kér, amely nem megy at az O
poluson. Ekkor g—nek a 1(g) inverz képe egy olyan a péluson nem dtmend kor, amelyet
egy O centrumi kézéppontos hasonlésaggal nyeriink a g kérbél.
Bizonyitas.
Az O pontnak a g korre vonatkozo hatvanyat jelolje h(O, g). Tekintsiik azt a Kk : 0 — o

kozéppontos hasonlésidgot a o sikban, melynek centruma O és elGjeles aranya \ = h(gg) .

24. abra. Az O péluson nem atmend g kérnek a k alapkorre vonatkozé inverz képe k(g).

Legyen a g kor centruma a K pont, a sugara pedig 0 Az O ponton athalad6 egyik s
@;ne&netssze el a g kort a P;, P pontokban. A 4.1. Allitds alapjan ezekre fennall az
OP, - OP, = KO? — 0*> = (0, g) osszefiiggés.

A P, P, pontoknak a x hasonlésdggal nyert képei legyenek Q1= k(P) és Qg = K(Py).
Ezen pontokra tehat teljesiil OQ1 = \-OP; és OQ, = )vO—P;. Ily moédon az O—Pl> és (TQ;

vektorok skaléris szorzatara az

OP, - 0Q, = A(OP, - OF) =

h(O,g) ’ h<Oag> =r?
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Osszefliggést nyerjiik. Mivel az O, P, ()» pontok kollinedrisak, ez azt mutatja, hogy a P,
pont inverz képe éppen a ()3 pont, vagyis fennéll ((P)) = k(P,).

Hasonloan adodik, hogy igaz az OP; - OQ1 = r? egyenl6ség is, vagyis fennall
L(Py) = Q1 = k(Py). Ebbdl viszont mar kovetkezik, hogy a g kornek a ¢ inverzioval nyert
t(g) képe megegyezik a r(g) korrel. [.

Megjegyzés. A bizonyitashoz rendelt 24. abran az az eset szerepel, amikor a h(O, g)
hatvany értéke pozitiv, vagyis A > 0. Az O-bol a g korhéz htzott e érinté E érintési
pontjanak F' = k(FE) = «(E) képe is megszerkesztésre keriil az abran.

Viladgos, hogy amennyiben az O polus egy belsé pontja a g kornek a s kdzéppontos
hasonlésag A elGjeles aranya egy negativ szam.

Megjegyzés. Egy a poluson nem atmend kor inverz képét meg lehet szerkeszteni az
alabbi moédon. Kijel6liink a kéron harom pontot, megszerkesztjiik ezek inverz képét, majd
megszerkesztjiik a harom képponton athaladé kort.

A képkor elGallithatd a kovetkezd eljarassal is. Vessziik a kérnek azt az atmérdjét,
amelynek egyenese dtmegy az O péluson. Megszerkesztjiik az atmérd végpontjainak inverz
képét. Végiil megszerkesztjiik a két képpontot 0sszekotd szakasz Thalész-korét.

02



Az inverzié altal fixen hagyott kdrék és egyenesek

Az aldbbiak soran kideriil, hogy miért szokas korre tiikrozésnek nevezni a sikbeli inverziot.
Ugyanis, az eddigi eredmények alapjan mar igazolni lehet a kovetkez§ allitast.

4.10. Allitas. A o sikban tekintsiink egy . inverziot, melynek alapkére k. Legyen g egy
sikbeli kor vagy egyenes. A g alakzat inverziéval nyert képe énmaga akkor és csak akkor,
ha g derékszégben metszi el a k kort.

Bizonyitas.

A k alapkor centrumét jelolje O a sugarat pedig r. Vilagos, hogy egy g egyenes pontosan
akkor metszi derékszoghben a k kort, ha atmegy az O poluson. Ez pedig egyenértéki azzal,
hogy fennall t(g) = g.

Vegyiink egy olyan g kort, amely az M, N pontokban metszi el a k-t. Legyen a g
kor centruma C' és a sugara o. Tegyiik fel, hogy a g, k korok hajlasszoge derékszog. A
4.4. Allitas szerint ekkor fennall a CO? = r? + ¢®> egyenl6ség. Emiatt az O polusnak
a g korre vonatkozo hatvanyéra teljesiil h(O, g) = CO? — p? = r?. Tekintsiink egy olyan
m egyenest, amely athalad (%nielrﬂ}szi gt a P, P, pontokban. A 4.1. Allitas
kovetkeztében ezekre fennall az OP, - OP, = CO? — ¢* = r? Osszefiiggés. Ez pedig azt
igazolja, hogy a ¢ inverzio egyméasba képezi a P;, P, pontokat, vagyis teljesiil «(Py) = P,
és 1(Py) = P;. Tehat barmely az O poluson dtmend szelGegyenesét is vessziik a g kornek,
az inverzio felcseréli a két metszéspontot. Ebbdl mar kovetkezik, hogy fennall «(g) = g¢.

25. abra. Az inverzio k alapkorét merdlegesen metszé g kor képe énmaga.

Térjlink most ra a forditott irdny igazolasara. Legyen g egy olyan kor a sikban, amely-
nek a ¢ szerinti képe 6nmaga. Vilagos, hogy ekkor g nem lehet sem a k koron beliil, sem
pedig a k koron kiviil, vagyis g elmetszi a k kort. Legyen m egy O-n atmend egyenes,
amely a P, P, pontokban metszi g-t. Mivel ¢ egymasba képezi a két metszépontot,
az O polusnak a g-re vonatkozd hatvanyara teljesiil h(O,g) = OP;, - OP, = r?, vagyis
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CO? — ¢*> = r2. Ujbol alkalmazva a 4.4. Allitast, azt kapjuk, hogy a g, k metsz6 korok
hajlasszoge derékszog. [J

Az el6bbi eredmény bizonyitasa a 4.1. és 4.4. Allitasokon alapult. Ezek alapjan
kénnyen belathatd, hogy igaz az alabbi kijelentés is.
4.11. Koévetkezmény. A o sikban tekintsiink egy ¢ inverziot, melynek alapkére k. Ve-
gyiink a sikban egy olyan P pontot, amely nincs rajta k—n, és annak a P’ = (P) képét.
Ekkor barmely a P, P’ pontokon atmend kor derékszogbhen metszi a k alapkort.

Az inverzi6 szégtartd tulajdonsaga

Belattuk, hogy egy egyenes inverzidval nyert képe vagy egy egyenes, vagy pedig egy Kkor.
Ily modon felvetédik a kérdés, hogy két metsz6 egyenes esetében van—e kapcsolat azok
hajlasszoge és az inverz képek hajlasszoge kozott. Erre ad valaszt az alabbi kijelentés.
4.12. Allitas. A o sikban tekintsiink egy . inverziét, melynek alapkore k és poélusa O.
Legyenek e, és e; olyan sikbeli egyenesek, amelyek metszik egymast egy P
(P # O) pontban. Ekkor az egymast metsz6 e = 1(e1), ey = i(es) képalakzatok hajlas-
szoge megegyezik az ey, es egyenesek szogével.
Bizonyitas.
Azt az altalanos esetet targyaljuk, amikor az ey, ey egyenesek egyike sem megy at az O
ponton. Alkalmazzuk a 4.8. Tétel (2) pontjanak bizonyitasanal leirt eljarast. Eszerint
az ey, ey egyenesek inverz képeit ugy kaphatjuk meg, hogy vessziik az O-bol az egyene-
sekhez huzott merdlegesek T, T, talppontjainak a 77, T, inverz képét, majd pedig az
OT], OT, szakaszok Thalész—korét. Lasd a 26. abrat. Az €, e, képkordk az O, P’
pontokban metszik egymast. Mivel az OT], OT} kératmérck merdlegesek az ey, ey egye-
nesekre, az O pontbeli t;, t5 érintGik parhuzamosak az ey, ey egyenesekkel. Ebbé] viszont
mar kovetkezik, hogy az ¢/, e}, képkorok hajlasszoge egyenls az ey, ey egyenesek szogével.
A fenti eljarast kovetve abban az esetben is igazolhat6 a hajlasszog megtartasa, amikor
a két egyenes egyike athalad a poluson. [

Az alabbi allitds azt mondja ki, hogy az inverzi6 megdrzi a korok és az egyenesek
érintkezését is.
4.13. Allitas. A o sikban legyen adott vagy egy egyenes és egy azt érinté kir, vagy pedig
két egymast érintd kér. Ha ezek P érintési pontja kiilonbézik a v inverzio O polusatél,
akkor a képalakzatok is érintik egymast a P’ = ((P) pontban.
Bizonyitas.
Az érintkez6 alakzatot jeldlje g és e. Mivel ezek P érintési pontja nem esik egybe az O
polussal, ¢ = 1(g) és € = i(e) koziil legalabb az egyik kor. A ¢ inverzio egy bijektiv
leképezés, emiatt a ¢’, € képalakzatoknak egyetlen k6zos pontja van, nevezetesen a P’ =
t(P) pont. Ez pedig azt jelenti, hogy ¢’ és ¢’ érintik egymast a P’ pontban. [

Az el6z6 két allitas alapjan lehet igazolni a kovetkezd tételt, amely kimondja az inverzid
szogtartasat.
4.14. Tétel. Legyen ¢ egy inverzié a o sikban. Vegyiink a sikban vagy két metsz6
kort, vagy két metsz6 egyenest, vagy pedig egy kort és egy azt metszé egyenest, melyeket
jeloljon g, és go. Ekkor a g} = 1(g1), g5 = t(g2) képalakzatok hajlisszoge megegyezik g,

24



26. dbra. Az e, ey egyenesek és az €] = i(e1), € = 1(eq) kirék hajlisszoge egyenld.

és go hajlasszogével.
Bizonyitas.
Azt az esetet targyaljuk, amikor g; és gs olyan egymast metszd korok, amelyek egyike sem
megy at a ¢ inverzio O polusan. Korabban mar belattuk, hogy ekkor a g = «(g1), g5 =
t(g2) képalakzatok is korok. Legyen g; és g, egyik metszéspontja P. Vegyiik a P pontban
a korok e, ey érintGegyeneseit. Ezek €] = i(e1), €, = t(ey) inverz képei a P’ pontban
érintik a g7, ¢ koroket. Ennek kévetkeztében az e}, e, alakzatok szdge egyenls a g7, ¢5
korok hajlasszogével. Mivel a 4.12. Allitas kimondja, hogy az e;, e, egyenesek szoge
megegyezik az e}, e, képalakazatok szogével, azt nyerjiik, hogy ez teljesiil a g1, g2 korok
és azok g}, ¢ inverz képei esetében is.

Osszegezve a fentiekben leirtakat, az alabbi egyenldségek teljesiilnek a metszé korok
és egyenesek hajlasszogeire:

(gla92)< = (617 62)< = (6/17 6/2)<I = (g/bgé)q

A t0bbi esetben hasonléan torténik a tételben szerepld kijelentés igazolasa a 4.12. és 4.13.
Allitasok felhasznalasaval. O
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A sikbeli inverzio analitikus leirasa

A o sikban legyen adva egy k kor, amelynek centruma O és sugara r. Tekintsiik a k

alapkorre vonatkozo ¢ : 0\{O} — o\{O} inverziot. Valasszunk ki a sikban egy P (P # O)

pontot. A 4.7. Definicié szerint a P’ = «(P) képpont rajta van az [O, P) félegyenesen
2

—
és az O—tol mért tavolsagara fennall OP’ = # Tehat az OP’ helyvektor megegyezs

irdnyu az O? egységvektorral és hossza 5. Ennek kovetkeztében pedig fennéll

OF = i,y L,y 3

OP OP OP2
A o sikban rogzitsiink egy (O, i, j) Descartes—féle koordinata-rendszert, melynek O
kezdGpontja megegyezik a ¢ inverzioé pélusaval.
Legyenek a kivéalasztott P pont koordinatai (z,y), vagyis a helyvektora legyen

O? =xi+yj. A fenti 6sszefiiggés szerint

. r’r ry .
Opz(ﬁ—ﬁ_,_ 2'(x1+y‘]):x2+y21+x2+y2‘]'

teljesiil. Ebbs6l mar kévetkezik, hogy igaz az alabbi kijelentés.
4.15. Allitas. Az O centrumi és r sugarii k korre vonatkozoé . inverzié a koordinatézott
sik tetszoleges P (x,y) pontjat azon P’ pontba képezi, amelynek koordinatai
2 2
/ rr DU ™Yy

aj2_|_y2 Yy x2+y2

Tekintsiink egy kétvaltozos f : R? — R folytonos fiiggvényt és egy ¢ € R szamot.
Mint ismeretes, az f(x,y) = c egyenlettel leirt g alakzat a sik azon pontjainak halmaza,
amelyek koordinatai kielégitik az egyenletet. Meg tudjuk adni a ¢(g) képalakzat egyenletét
is, mivel a 4.15. Allitas alapjan igazolni lehet az alabbi kijelentést.

4.16. Allitas. Tekintsiik a sikban az O centrumu és r sugart kérre vonatkozoé ¢ inverziot,
tovabba az f(x,y) = c¢ egyenlettel megadott g alakzatot. Ekkor az

f <$2r+:cy2’ x27“+yy2> = c egyenlet a 1(g) képalakzatot irja le.

Bizonyitas.

Vilagos, hogy agy P(x,y) pont akkor eleme a ¢’ = 1(g) képalakzatnak, ha az 6sképe, vagyis
a t~1(P) pont rajta van a kiindulési g alakzaton. Csakhogy a ¢ inverzi6 inverz leképezése
onmaga, vagyis fennall .~1(P) = +(P) = P'. Ezek alapjan a P pontot akkor tartalmazza
a ¢’ alakzat, ha a P’ pont rajta van a g alakzaton. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha
P'—nek az 2/, y koordinatéi kielégitik a g—t leiré egyenletet. Ily modon azt kapjuk, hogy

r?x r2y

o f<x2 + 427 22 4 y?

) = c egyenlettel leirt alakzat valoban ¢(g). O
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Egy korabbi tétel analitikus igazolasa

Korabban szintetikus médon igazoltuk az inverziéra vonatkozo allitdsokat, vagyis nem
hasznaltunk koordinata-rendszert. A fentiek alapjan meg tudjuk hatarozni az egyenletével
megadott g sikbeli alakzat ¢’ = 1(g) képének az egyenletét. Ily modon az allitdsok egy
részét analitikus modon, koordinatak alkalmazasaval is bizonyitani lehet.

Példaként igazoljuk a 4.8. Tétel (2) kijelentését. Vegyiink a sikban egy az O poluson
nem atmend g egyenest, amelynek egyenlete ax+by+ c = 0. Viladgos, hogy ¢ # 0, hiszen
az O nincs rajta g—n. Egyébként lathato az is, hogy g-nek egy normalvektoran = ai+bj,
tovabba az O-bol g-hez hiuzott mer6leges szakasz T talppontjanak helyvektorara fennall

c . .
A 4.16. Allitas szerint a ¢ inverzidval nyert ¢’ = 1(g) képalakzatot irja le az

T‘QIL‘ T2£E

ax2+y2+b$2+y2+c:0

egyenlet. Szorozzuk ezt meg a 0-t6l kiilonb6z6 @ kifejezéssel. Ezaltal az

2 2
ar br
Ayt ——y=0

egyenlethez jutunk. Vilagos, hogy az altala leirt alakzat egy olyan kor, amely athalad az
O poluson. Ezen kor sugarat és () centrumanak koordinatait az

ars\?2 br2\2 rt 9

— — ) —— b?) =0
(x—i— c) —|—<y+20> 402(a+ )
egyenletbdl lehet kiolvasni. Kozvetlen szamolassal adodik, hogy a ¢(g) kor @) centruma
megegyezik az OT' szakasz felezGpontjaval, ami 6sszhangban van a korabbi szintetikus
bizonyitas eredményével.

A sikbeli inverzio alkalmazasai

Az inverziérol mar tudjuk, hogy egyenest és kort vagy egyenesbe vagy korbe képez, megérzi
azok érintkezését és hajlasszogét. Ezen kedvezs tulajdonsigok miatt az inverziot jol lehet
alkalmazni euklideszi szerkesztési feladatok megoldaséra is.

Meg kell még emliteniink azt is, hogy a hipebolikus sikgeometria tigynevezett Poincaré—
modelljeiben is fontos szerephez jutnak az inverziok. Azonban a Bolyai-Lobacsevszkij—féle
geometria alapjainak targyalasara csak a késébbi tanulmanyok soran keriil majd sor.

Mint ismeretes, az euklideszi szerkesztés sordan az 5 szerkesztési lépés véges szamd,
egymas utani végrehajtasaval kell megoldani a kitiizott feladatot. Az alabbi példa jol
mutatja az inverzié alkalmazhatosagat.

Egy Apolléniosz—téle szerkesztési feladat megoldasa inverziéval

A o sikban adva van egy O pont, tovabba a g, és g kérok a C;, Cs kozéppontokkal. A
g1, go korok nem mennek at az O ponton, nem metszik egymast, tovibba egyik kor sem
tartalmazza a masikat és az O pontot. A feladat az, hogy szerkessziik meg azon kéroket,
amelyek athaladnak az O ponton és érintik a g;, go kordket.
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27. abra. A g1, go kéroket érintd és az O ponton dthalado korék szerkesztése inverzidval

A kitlzott szerkesztési feladat egyszeriibben megoldhat6 az inverzié alkalmazasaval,

mivel a 4.13. Allitas szerint az inverzidé megdrzi a korok és az egyenesek érintkezését. Az
alabbiak soran vazlatosan leirjuk az eredményre vezets szerkesztési eljarast.
szintén korok.

Tekintsiink egy O centrumu k kort és az erre vonatkozo ¢ : 0 — o sikbeli inverziot.
Elgszor szerkessziik meg a g1, g2 korok g; = t(g1), g5 = t(g2) inverz képeit, melyek

Ezt kovetSen szerkessziik meg a g, g5 korok kozos érintGegyeneseit, amelyek a fenti
abran az ey, e, ez és ey egyenesek.

Végiil szerkessziik meg ezen érintGegyenesek inverz képeit. Vilagos, hogy az érinték
inverz képei olyan korok, amelyek athaladnak az inverzié O poélusan és érintik a g, ¢o
koroket. Tehat a szerkesztési feladat megoldésai az €}, €}, e} és e/ korok.
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5) Korlatos alakzatok térfogata

Ebben a fejezetben el6bb a poliéderek, majd a korlatos alakzatok térfogatat fogjuk targyal-
ni. A térfogattal kapcsolatos vizsgalataink menete, az alapvetd definiciok és a bizonyitasi
moédszerek nagyrészt megfelelnek a teriilet esetében alkalmazott eljarasnak.

Térbeli topologiai alapfogalmak

Miel6tt a poliéderek térfogatat értelmeznénk bevezetiink néhany térbeli topologiai fogal-
mat. A tér pontjainak halmazat tovabbra is X jeloli. Valamely P, ) pontok tavolsagéara
egyarant hasznaljuk a d(P, Q) és a PQ jelolést.

Legyen adott egy O pontot és egy r pozitiv valés szdm. Mint ismeretes, az O kozép-
ponttal és r sugarral meghatarozott gémbfeliileten a G(O,r) = { Pe X | OP =7r }
alakzatot értjiikk. A kovetkezGkben fontos lesz majd szamunkra a gombtest (vagy maés
szoval a golyo) fogalma is.

5.1. Definicio. A B(O,r) = { Pe X | OP < r } alakzatot az O centrummal és r
sugarral vett zart gdmbtestnek mondjuk.

Az O kozépponttal és r sugarral meghatarozott nyilt gombtesten az
N(O,r)={ PeX |d(O,P) <r} ponthalmazt értjiik.

A bels6 pont és a hatarpont értelmezéséhez a nyilt gbmbtesteket alkalmazzuk.
5.2. Definicio. Legyen adott egy A alakzat a térben. Egy P pontot az A ponthalmaz
térbeli belsé pontjanak neveziink, ha van olyan r > 0 szam, hogy fennall N'(P,r) C A.
Egy @ pontot az A alakzat hatarpontjanak mondunk, ha tetszéleges r > 0 szam esetén

teljesiil M(Q,r)NA#D és N(Q,r)N(X\ A #0.

Megjegyzés. A tovabbiakban egy A alakzat térbeli bels6 pontjainak halmazat Int(.A),
hatarpontjainak halmazat pedig Bd(A) fogja jeldlni.

5.3. Definici6. Az A alakzatot nyiltnak mondjuk, ha az 6sszes pontja belsé pont, vagyis
ha fennall Int(A) = A.
Az A alakzatot zartnak nevezziik, amennyiben az X \ A ponthalmaz nyilt.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a B(O,r) zart gombtesttel kapcsolatban fennallnak az
Int(B(O,r)) =N(O,r) és Bd(B(O,r)) =G(O,r) osszefiiggések.

Nem nehéz igazolni, hogy egy A térbeli alakzat zart pontosan akkor, ha tartalmazza
az Osszes hatarpontjat, vagyis ha fennall a Bd(A) C A Gsszefiiggés.

Idézziik fel a konvex poliéder fogalméat, melyet a korabbi tanulmanyok sordn egyszer
méar bevezettiink.
5.4. Definici6. Konvex poliéderen egy olyan () alakzatot értiink, amelynek van belsd
pontja, korlatos és elGall véges sok féltér metszeteként.

Megjegyzés. A fenti definicionak megfelelGen egy ) konvex poliéder megegyezik véges
sok zart féltér metszetével. A tovabbiakban csak azon JFi,...,F; féltereket vesszik az
Q = NL_,F -el6allitasban, amelyek nem hagyhatoak el, mivel elhagyasuk esetén az
poliédernél egy bé&vebb alakzatot kapnank.

Legyen o; az F; félteret hatarold sik. Mint ismeretes, az S; = 0; N () metszet egy
konvex sokszdg, melyet az () konvex poliéder egyik lapjanak mondunk.
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Igazolhato, hogy egy Q = N._, F; poliéder hatarpontjainak halmaza megegyezik lapja-
inak az unigjaval, vagyis fennall Bd(Q) = U._,S;.

Megjegyzés. A poliéderek kozott a tetraéder tolti be azt a szerepet, amit a sokszogek
kozott a haromszog. Mint ismeretes, a tetraéder négy féltér metszeteként 4ll elG.

A poliéderek térfogatanak értelmezése

5.5. Definicio. Egy alakzatot altalanos poliédernek mondunk, ha el6all véges sok konvex
poliéder uniojaként.

Megjegyzés. Vilagos, hogy az altalanos poliéder egy korlatos alakzat. Ha pedig adva van
két altalanos poliéder €2 és €2y, akkor azok €2y U2, unidja szintén egy altalanos poliéder.

Megjegyzés. Mivel egy konvex poliéder mindig felbonthatd véges sok tetraéderre, az
altaldnos poliéder létrejon véges sok tetraéder unidjaként is.

A poliéderek térfogatfiiggvényére vonatkozoé feltételek

Legyen H az Osszes altalanos poliéder halmaza. Olyan V : H — R valos fliggvényt
keresiink, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek.

(1) Tetszdleges 2 altalanos poliéder esetén fennall V(Q) > 0.

(2) Ha az Q és Q poliéderek egymassal egybevagoak, akkor V() = V().

(3) Ha € és Qy olyan poliéderek, melyeknek nincs kozos belsé pontjuk, akkor uniojukra
fennall a V(Q; U Qo) =V (Qy) +V(Qy) Osszefiiggeés.

(4) Amennyiben a K poliéder egy 1 élhosszisagu kocka, akkor V(K) = 1.

Igazolhat6 az alabbi tétel, amely megfelel a varakozasoknak. A teljes bizonyitas azon-
ban hosszadalmas.
5.6. Tétel. FEgyértelmiien létezik egy olyan V valos fiiggvény a poliéderek ‘H halmazan,
amelyre teljesiilnek a fenti (1)—(4) feltételek.

Megjegyzés. A tétel teljes bizonyitasa bizonyitasa megtalalhaté a Hajos Gyorgy altal irt
Bevezetés a geometriaba c. tankonyv 27. fejezetében.

5.7. Definici6. Tetsz6leges () poliéder térfogatan a V(92) fiiggvényértéket értjiik.

Megjegyzés. Béarmely poliéder el6all véges sok olyan tetraéder unidjaként, melyeknek
paronként nincs kdzos belsé pontjuk.

Konnyen belathatd, hogy amennyiben egy €2, poliédert tartalmaz egy mésik €25 poli-
éder, akkor térfogatukra fennall V(Q;) < V(Qy).

A téglatest és a paralelepipedon térfogata

Elgszor a téglatest térfogatara vonatkozd formulat vezetjiik le a V' fiiggvényre megadott
(1)—(4) feltételekbsl. Mint ismeretes, a téglatest egyik cstcsabol kiinduldé harom élnek a
hossza egybevagosig erejéig mar meghatarozza a téglatestet.

5.8. Allitas. Legyenek T, és Ty olyan téglatestek, melyeknek két élhosszuk a és b egyenlé.

Ha ezen téglatesteknél a harmadik élhossz ¢, és csy, akkor térfogatukra fennall a
2

V(T2) = e, V(T1) Osszefiiggés.
c
Bizonyitéé.
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Vegyiik a két téglatest egy—egy csicsat, melyeket jeloljon A; és As. A bel6liik kiindulé élek
legyenek A;B;, A;D; és A;F; (i =1, 2). A kiindulasi feltevésiink szerint ezekre fennallnak
az a = A1By = A3By és b = A1Dy = Ay D, egyenlGségek. Emiatt az Ay B1C1 Dy és
Ay ByCy Dy lapok egybevagoak.

Legyen n (n > 2) egy rogzitett pozitiv egész szam. Az els6 téglatest ¢; hossztsagi
A1 E; élét osszuk fel n egyenls részre. Tekintsiik az osztaspontokon athalad6 azon sikokat,
amelyek parhuzamosak az A; B;C; D, lap sikjaval. Ezekkel a szeletelGsikokkal a 77 téglat
felosztjuk n szamu olyan kisebb téglatestre, amelyek élhosszai a, b és ¢;/n. A 'V térfogat-
fiiggvényre kiszabott (2) és (3) feltételek alapjan lathato, hogy ezen téglatestek térfogata
5 V(T

n

c c
Legyen k az a nemnegativ egész szam, amellyel fennall a % - 2 << (k+1)- -
n n

1
Osszefiiggés. Ha ezt megszorozzuk az — pozitiv szammal azt kapjuk, hogy a két élhossz

&1
, , . k Co E+1
hanyadosara igaz — < — < .
n - ¢ n
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28. abra. Téglatestek felosztdsa egybevago kisebb téglikra (n =4 és k = 6 eset).

A fentiek szerint a ¢;/n hosszt k-szor lehet felmérni a T; téglatest ¢y hosszisagiu AsFy
élére. A felmérésekkel jeloljiink ki osztéaspontokat az AsEo élen. Hosszabbitsuk meg az
Ay Ey szakaszt és jeloljiik ki rajta a (k4 1)—edik osztaspontot is. Vegyiik az osztaspontokon
athalado6 azon sikokat, amelyek amelyek parhuzamosak az As BoCs Do lap sikjaval. Ezeket
alkalmazva olyan téglatesteket nyeriink a 75 téglabol, amelyek élhosszai rendre a, b és ¢1/n.
Vilagos, hogy barmely két ilyen téglatest egymaéssal egybevagd, és emiatt ezek térfogata
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V(Th)

. A mellékelt abranak megfelelen k darab c;/n magasségi tégla uniojaként adodik

n
egy olyan téglatest, amelyet 75 tartalmaz. Ugyanakkor, k+ 1 darab ilyen tégla unidjaként
mar egy olyan téglatestet nyeriink, amely a 75—t tartalmazza. Mivel ezen téglak térfogata
EV(T) és =L V(Th), a T téglatest térfogatara teljesiil a

k E+1

V(T S V() < —— - V(T)

n

—_

egyenlGtlenség. Szorozzuk ezt meg az pozitiv szammal. Ekkor azt kapjuk, hogy

V(Th)
fennall . V(Th) ki1
Y < 2 .
n — V(Th) < n

racionélis

. . V(Ts

A fenti Osszefiiggések szerint a 2 (7:) hanyadosok egyarant a —,
1 V(T1) n n

szamok kozé esnek. Ily modon a kiilonbségiik abszolat értékére igaz

V(T) e _1

V(T1) « n’

Mivel ez az egyenlGtlenség tetszbleges n pozitiv egész szamra fennall, a két hanyados

V(T _ 2 Ebbdl viszont mar kivetkezik az

V(T.) o

kiilonbsége csakis 0 lehet, azaz teljesiil

allitasban szerepl§ Osszefiiggés. [

5.9. Tétel. Ha a T téglatest egy csiicsbdl kiindulé éleinek hosszai a, b és ¢, akkor a
térfogatara fennall V(T)=a-b-c.

Bizonyitas.

Vegyiink egy K kockat az 1 élhosszal, egy olyan AN négyzetes oszlopot, amelynek élhosszai
1, 1 és a, tovabba egy olyan T téglatestet, amelynél az élhosszak 1, a és b. Alkalmazzuk
az 5.8. Allitasban szereplé dsszefiiggést a specidlis K, N téglatestekre, melyek két—két

élhossza egyarant 1. Eszerint fennall V(N) = % -V(K) = a.
Az N négyzetes oszlopnal és az T téglanal is egyenlé két-két élhossz, emiatt igaz

VT) = V) = ba

Végiil alkalmazzuk az 5.8. Allitast a 7, 7T téglatestekre. Ily moédon azt kapjuk, hogy
V(T) = % -V(T) =cba teljesiil. O

A hasabokat szokas prizméaknak is nevezni. Emiatt a kdvetkezGkben a hasabot tobb-
nyire P fogja jeldlni. A hasidbok kozott fontos szerepe van a paralelepipedonnak, amelynek
lapjai paralelogrammak.

5.10. Allitas. Legyen adott egy olyan P paralelepipedon, amelynél az egyik lap teriilete
t és a laphoz tartoz6 magassag h. Ekkor a térfogata V(P) =t h.

Bizonyitas (vazlat).

A P-n kivalasztott ¢ teriiletd lap nyilvan egy paralelogramma. Ennek egyik oldala legyen
a, a hozza tartoz6 magassag pedig m, Az atdarabolds modszerével lehet igazolni, hogy
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P térfogata egyenls egy olyan téglatest térfogataval, amelynél az élhosszak a, m, és h.
Ennek kévetkeztében fennall V(P) =am,h =th. O

5.11. Allitas. Legyen adva egy olyan Q) haromoldali hasab, amelynél az alaplapi harom-
szog teriilete t és a hasab magassaga h. Ekkor teljesiil V(€) =t h.

Bizonyitas.

Az € hasab szemkoztes haromszoglapjai legyenek A1 BiCiA és As BoCs/\. Ezek szerint
fennall T (A B,C1A) = t.

29. dbra. A haromoldali hasab és a hozzarendelt paralelepipedon.

Jelolje F' az Ay By By A, paralelogramma centrumat, amely megegyezik az oldallap at-
l6inak felezépontjaval. Tiikrozziik az €2 hasdbot az F' pontra. Ez a centralis tiikrozés (2t
az (Y hasabba képezi, melynek haromszoglapjai Ay B1CyA és Ay BoClA. Vilagos, hogy
a két egybevagd hasab unioja egy P paralelepipedon, melynek egyik lapja az A;C,B,C
paralelogramma. Ennek teriilete 2¢ és a laphoz tartozo magassag h. Az 5.10. Allitas
szerint igaz V(P) = 2th. Az Q és ' hasdbok egybevagosaga miatt V(P) = 2 - V(Q)
teljesiil, ebbdl pedig a V(Q) = t h Osszefiiggés adodik. O

Mivel egy sokszog mindig felbonthatd kozos bels6 ponttal nem rendelkezé haromszo-
gekre, egy haséb is felbonthato hdromoldali hasabokra. Emiatt igaz az alabbi kijelentés.
5.12. Allitas. Legven adva egy €0 hasab, amelynél az alaplapi sokszog teriilete t és a
hasab magassaga h. Ekkor teljesiil V() =t h.

A tetraéder térfogatara vonatkozo formula igazolasahoz fel fogjuk hasznélni az alabbi
segédtételt, amely az els6 n pozitiv szam négyzetének az Osszegére vonatkozik. Maga az
Osszefliggés konnyen bizonyithato a teljes indukcié modszerével.
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5.13. Lemma. Tetszéleges n pozitiv egész szamra fennall a
n n(n+1)(2n+ 1)

Py k= 6

5.14. Tétel. Legyven adott egy T tetraéder, melynek csiicspontjai A, B, C és D.

Jelolje t az ABC haromszog teriiletét és h a hozza tartozo magassagot. Ekkor a tetraéder

Osszefiiggés.

térfogatara fennall a V(T) = %th dsszefiigges.

Bizonyitas.

Legyen o az ABCA lapot tartalmazé sik. Tekintsiink egy n (n > 2) pozitiv egész szamot.
A tetraéder DA élét osszuk fel n egyenls részre. Jelolje Ay (k= 1,...,n) a DA él azon

pontjat, amelyre fennall DA, = — DA. Az A, ponton atmené és a o—val parhuzamos oy

sik metssze el a tetraédert az Aklgka haromszogben. Vegyiik észre, hogy ez a haromszog
kozéppontosan hasonlé az ABC' haromszoghoz, tovabba ezen hasonlésag centruma a D
csucs és az aranya k/n. Ennek kovetkeztében a kimetszett haromszog teriiletére fennall
k? k2
T(ApBrCrA) = pel T(ABCA) = — -t.

n2

30. dbra. A tetraédert kozelit6 lépcsds poliéderek.

A mellékelt abranak megfelel6en a parhuzamos sikok altal kimetszett haromszogek,
mint alaplapok, folé allitsunk fel egy—egy olyan hasabot, melyek oldalélei parhuzamosak
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és egyenlGek az A D szakasszal. Ily modon n szami haromoldali hasabot kapunk, melyek
magassaga éppen h/n. Az A.ByCy (k = 1,...n) haromszoghoz csatolt hasédbot jeldlje
most Hy. Vilagos, hogy ezen hasabok L, = U}_,H; unidja egy altalanos poliéder, amely
tartalmazza a T tetraédert.

Hatarozzuk meg az L, 1épcsés poliéder térfogatat. Mivel az Ssszetevs haromoldali
hasaboknak nincs k6zos belsé pontjuk, teljesiil

V(L) =) V(Hy) :ZT(AkBkaA)-gzzk—Qt-ﬁ =th- (iz k2>.

k=1 k=1 k=1

Az 5.13. Lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy

n(n+1)(2n+ 1) 2n® +3n%+n
V En — th/ . - frg th . -
(£n) 6n3 6n3
2n3 + 3n?
a lépcsds poliéder térfogata. Vegyiik az a, = n +6 Z n szamsorozatot. Vilagos,
n
hogy barmely n-re teljesiil a, > % és lim a, = 3 Eszerint a térfogatokra fennall
n—oo

1 1

n—oo

A kimetszett haromszogek alapjan meg lehet konstrualni egy olyan lépcsss poliédert
is, amelyet a tetraéder tartalmaz. Az A;BiCy (k = 1,...n — 1) haromszogekhez, mint
fed6lapokhoz, allitsunk olyan haromoldali hasdbokat, melyek melyek oldalélei parhuza-
mosak és egyenléek az DA, szakasszal. Ezen haromoldala hasabokat jeldlje Hy, . .., Ha_1.
Vilagos, hogy ezek L, = UZ;% H;. unidja egy olyan lépesds poliéder, amelyet tartalmaz
a T tetraéder. Ennek térfogatat szintén megkaphatjuk az Gsszetevs hasabok térfogatai-
nak Gsszegeként. Mivel a My, Hj, hasabok egymasnak az eltoltjai, viszont a legalso H,,
hasabnak nincs parja az £, poliéderben, fennall

5 2n2+3n2+n 1 2n3 —3n24+n
V(L) = V(La) = V(Ha) = th- (=g = =) = th- ————

~ 1 ~ 1
Ezen kifejezésbdl mar lathato, hogy V(L) < 3 th és lim V(L£,) = §th teljesiil.

n—o0
A T tetraéder és a lépesds poliéderek kozott fenndall a £, € T C L, tartalmazasi
kapcsolat. Ennek kévetkeztében teljesiil a

V(L) <V(T) < V(L)

Osszefiiggés. A fentiek soran belattuk, hogy az V(L) és V(L,) (n € N) térfogati szam-

sorozatok hatérértéke egyarant 3¢h. EbbSl mar kivetkezik, hogy V(T) = sth. O

Az fenti tételbdl mar kovetkezik az alabbi eredmény is.
5.15. Allitas. Legyen adott egy Q giila, melynél az alaplap teriilete t és a magassag h.

Ez esetben a giila térfogatara V(Q2) = gth teljesiil.
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A korlatos alakzatok térfogata

Az alabbiakban azt targyaljuk, hogy a poliéderek térfogatanak alapjan miként lehet defi-
nidlni a korlatos alakzatok térfogatat.

Legyen adva egy A korlatos alakzat. Azon poliédereket, amelyek tartalmazzak A-t, az
A alakzat kiils6 poliédereinek mondjuk. Amennyiben az A-nak van térbeli bels§ pontja,
akkor léteznek olyan poliéderek is, amelyeket az A tartalmaz, és ezeket nevezziik az A
alakzat bels6 poliédereinek. Vilagos, hogy egy kiils6 poliéder térfogata nem lehet kisebb
egy belsé poliéder térfogatéanal.

A belsd és kiils6 poliéderek térfogatait véve barmely A korlatos alakzathoz hozza tu-
dunk rendelni két nemnegativ szdmot az aldbbi definici6 szerint.
5.16. Definici6. Legyen adott egy A korlatos alakzat. Ennek belsé térfogatmeértékén
(rovidebben bels6 mértékén) a
v1(A) = sup ({ V() | Qp altalanos polieder, Q, € A }U{0})
nemnegativ szdmot értjiik. A
vo(A) = inf { V(%) | Q altalanos polieder, A C €, }
szamot az A korlatos alakzat kiils§ térfogatmértékének mondjuk.

Megjegyzés. Vilagos, hogy barmely A korlatos alakzat esetén a fennéll a v (A) < vy(A)
egyvenlGtlenség a bels6 és a kiilsé teriiletmértékre.

Amennyiben az A alakzatnak nincs térbeli belsé pontja, akkor vy (A) = 0 teljesiil a
fenti definici6 alapjén.

Megjegyzés. Ha egy  éltalanos poliédert vesziink, akkor annak v;(£2) belsd mértéke és
v9(92) kiils6 mértéke egyarant megegyezik az €2 poliéder V() térfogataval.

5.17. Definicio. Legyen adva egy A korlatos sikbeli alakzat. Azt mondjuk, hogy az
A alakzatnak van térfogata, ha annak a bels6 térfogatmértéke és a kiilsé térfogatmeértéke
egyenld, vagyis ha teljesiil a v1(A) = vo(A) egyenlGség.

Az egyenlGség fennallasa esetén az A alakzat térfogatan a vi(A) = vy(A) szamot értjiik.
A térfogatra a V(A) jelolést alkalmazzuk.

Megjegyzés. Amennyiben a v;(A) < vz(A) egyenlStlenség teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy az A korlatos alakzatnak nincs térfogata.

Megjegyzés. A 2. fejezetben a teriilet fogalmanak bevezetése utan mutattunk példat
olyan sikbeli korlatos alakzatra, amelynek nincs teriilete. Ez volt az igynevezett raciondlis

P

térfogata.

Az alabbi allitas bizonyitasa konnyen elvégezhets az 5.17. Definici6 alapjan.
5.18. Allitas. Legyen adott két olyan korlatos alakzat A és B, amelyek egybevigoak
egymassal. Ha az A ponthalmaznak van térfogata, akkor a B alakzatnak is van térfogata
és fennall V(A) = V(B).

Eddigi eredményeink mar alapjan belathato, hogy igaz az alabbi kijelentés is.
5.19. Allitas. Legyen adva egy olyan A korlatos alakzat, amelynek van térfogata.
Tekintsiink egy n : X — X hasonlésagot, amelynek ardanya \. FEkkor az A = n(A)
képalakzatnak is van térfogata és V(A') = X3 - V(A) teljesiil.
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A kovetkez§ tételt ezuttal bizonyitas nélkiil kozoljiik.
5.20. Tétel. Ha az A korlatos alakzat konvex, akkor az A-nak van térfogata.

A gombtest térfogata

A tovabbiakban {6 célunk a gomb térfogatdnak meghatarozasa lesz. ElGbb azonban két
egyszer( allitast mondunk ki.

Ha vesziink egy h magassagu kérhengert, akkor azt kozeliteni tudjuk olyan A magassagn
hasabokkal, melyek alaplapjai a henger alapkorébe beirt szabdalyos sokszogek, illetve az
alpkor koré irt szabalyos sokszogek. Ily modon 2.30. Tétel és az 5.12. Allitas alapjan mar
konnyen igazolhat6 az alabbi kijelentés.

5.21. Allitas. Ha egy kérhenger alaplapjanak sugara r és magassaga h, akkor a kérhenger
térfogata V = r’m - h.

A kérkapot pedig gulakkal lehet kdzeliteni. Ez esetben az 5.15. Allitast kell felhasz-
nalnuk a térfogat meghatarozasahoz.
5.22. Allitas. Ha egy korkiip alaplapjanak sugara r és magassaga h, akkor a kérkip

térfogata V = 3 r?m - h.

Megjegyzés. Az el6bbi két allitas altalanosabb formaban is érvényben marad. Ha egy
konvex henger alaplapjanak teriilete t és magassaga h, akkor a henger térfogata V=t-h.
Ha egy konvex kiip alaplapjanak teriilete t és magassaga h, akkor a korkip térfogata
V=xt-h
Vizsgalataink egyik alapvet§ eredménye az alabbi tétel.

4
5.23. Tétel. Az r sugarii gémbtest térfogata V = 3 rd.

Bizonyitas.

Legyen adva a térben egy r sugart és O centrumu zart gombtest, melyet ezittal jeloljon
B. Vegyiink egy olyan o stkot, amely athalad az O kézépponton. A ¢ altal hatartolt egyik
feltér egy F félgobmbot metsz ki a gombbdl. Az alabbiak soran azt fogjuk igazolni, hogy

2
ennek térfogatara teljesiil V(F) = 3 3.

Tekintstink egy n (n > 3) pozitiv egész szamot. Az F félgdbmbot tartalmazé féltérben
vegyiik azokat a o—val parhuzamos oy, (k = 1,2,...,n—1) sikokat, ahol a k—adik o}, siknak
a o—to6l mért tavolsaga k - T A o sikot egyuttal tekintsiik a oy siknak (o9 = o).

Ezen parhuzamos sikokna felgdbmbot egy—egy korlemezben metszik el. A o, sfkkal

kimetszett kor centrumat jelolje Cy, a sugarat pedig or. Vilagos, hogy a g, sugarra
fennall a

]{32 2 /{?2
0r =1° — (0Cy)? = 1% — i :7’2<1——>

n? n?
egyenlgség. (Lasd a 31. abrat a kovetkezs oldalon.)
A o9, 01,...,0,_1 sikok altal kimetszett korlemezekre, mint alapkordkre, allitsunk
r
egy—egy — magassagi egyenes korhengert. A mellékelt 31. &dbran szerepld t egyenes a

korhengerek kézos forgastengelye, a i sik pedig tartalmazza a t tengelyt.
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31. abra. A félgombot tartalmazo L, kiilsé hengeres test oldalnézetben.

Vegylik észre, hogy a szomszédos koérhengerek csak az alapkérok mentén érintkeznek
egymassal, tehat barmely két kérhengernek nincs kozos bels§ pontja. A oy sikkal kimet-

,

szett korlemezre allitott — magassagi korhengert jeldlje Hy (k= 0,1,...,n — 1). Ezen
n

témér hengerek £, = U}~ H;, unidja egy lépcsds test, amelynek van térfogata és amely

tartalmazza az F félgdmbot.

Hatarozzuk meg az L,, 1épcsGs-hengeres test térfogatat. Mivel az 6sszetevs hengereknek
nincs kozos belsé pontjuk, térfogatra teljesiil

n—1 n—1
V(L) =) V(H) =) o %
k=0 k=0
n n—1
:gﬂ 7“2(1 i—i) :—7r-<nr2—:;—22 Zk‘2>

Ebbdl pedig az 5.13. Lemma felhasznalasaval a

V(L = rn(1- L 500) <pn(1o M= DDy g 200 Sut ey
k=1

2n3 — 3n?
Osszefliggéshez jutunk. Vegyilik a b, = n 5 ? tn (n € N) szamsorozatot. Vilagos,
n
1
hogy barmely n-re teljesiil b, < %, tovabba igaz lim b, = 3 Eszerint az L, kiils6
n—o0

2 2
lépcsds-hengeres testek térfogatara fennall V(L,) > 3 e lim V(L,) =-r’m
n—0o0

3
A parhuzamos sikokkal kimetszett korlemezek alapjan meg tudunk konstrualni egy

olyan lépcsGs-hengeres testet is, amely benne van a félgémbben. A o4 (K =1,...n — 1)
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sikokkal kimetszett korok ala, mint fed6lapi korokhoz, helyezziink el egy—egy olyan egyenes
koérhengert, amelyek magassaga .
n

w t
On—1
Of, Ok Ch
N o9
r
. o1
o |0

32. abra. A félgémb &ltal tartalmazott L, belsé hengeres test oldalnézetben.

Ezen kérhengereket jelolie H, ..., H,_1. Lathato, hogy ezek L, = UZ;} H;, unioja
egy olyan test, amelyet tartalmaz az F félgdmb. Mivel a H, és M, hengerek alapkéri sugara
egyarant oy, ezek egymassal egybevagoak, tehat igaz V() = V(Hy). Vilagos, hogy
emiatt az £, test térfogata a Ho henger térfogataval kisebb az £, kiils6 test térfogatanal.
Eszerint fennall

< o 2n3 +3n%+n
V(Cn):V(ﬁn)——:r?’ﬂ(l— — )

A fenti dsszefiiggésb6l mar kovetkezik, hogy az £, belss lépcs6s-hengeres testek térfogatara
~ 2
, <3 , . _ 4.3
fennall V(L£,) < g7 s nh_{rolo V(L) = g7

Az F félgomb és a hengeres testek kozott fennall az £, € F C L, tartalmazasi
kapcsolat. Ennek kdvetkeztében teljesiil a

V(L) < V(F) < V(L)

Osszefiiggés. A fentiek soran belattuk, hogy az V(L,) és V(L,) (n € N) térfogati szam-

sorozatok hatarértéke egyarant 2r°7. Ebb6l mar adodik, hogy a félgdmb térfogata

3
V(F)=2rm.
Ha vessziik az F félgombnek a o stkra vonatkozo6 tiikorképét, akkor ennek és F-nek
az unidjaként a B gombtestet kapjuk. Emiatt a B gémbtest térfogatara fennall
4
V(B)=2-V(F) = 57’37?. O
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Megjegyzés. A gémb térfogatara vonatkozd Osszefiiggést, ami lényegében azt mondja
ki, hogy a gémb térfogata kétharmada az 6t befoglalo korhenger térfogatanak, elséként
a gorég Arkhimédész bizonyitotta be. Az r sugart gémb befoglalé hengere az a tomor
korhenger, amelynek palastja a gombot egy f6kor mentén érinti, tovabba az alapkorei a
gombot két atellenes pontban érintik. Vilagos, hogy ezen korhenger térfogata 273 .

Arkhimédész, akit sokan az okor legnagyobb matematikusanak tartanak, az i.e. III.
évszazadban élt és alkotott.

s N~ N
4 AN
\ //
\ /
A ,

N //’ \\\
A
Ve N 7/ \\
’ N -

33. abra. A gomb és az &t befoglalo henger térfogatardnya V,:V, =2:3.

A Cavalieri—elv alkalmazasa térfogat meghatarozasara

A kovetkezd tételt, amelynek alkalmazéasaval meg lehet hatarozni egyes térbeli alakzatok
térfogatat, Cavalieri-elvként szoktas idézni.

5.24. Tétel. Legyenek Ty és Ty olyan korlatos alakzatok, amelyek egy o sik altal hatarolt
egyazon féltérbe esnek. Ty és Ty tegyenek eleget azon feltételnek, miszerint van olyan

gi (i =1, 2) egyenes, hogy a g;—vel parhuzamos egyeneseknek a T;—vel vett () halmaztol
kiilénb6z6) metszetei olyan szakaszok, amelyek egyik végpontja a o sikra esik.

Ha a o—val parhuzamos sikok T; és T5 testekkel vett metszeteinek mindig van tertilete és
ezen teriiletek paronként egyenléek, akkor a Ty, T térbeli alakzatoknak van térfogatuk és
azok egyenldek, vagyis fennall V(T;) =V (Tz).

Bizonyitas alapdétlete.

A fenti tétel bizonyitasa azon alapul, hogy mindkét test kozelithet olyan kis magassagu
hengerek uniojaval, amelyek alapteriilete paronként egyenl. Ezt a bizonyitasi modszert
kovetve integralszamitassal is meg lehet hatarozni egy testnek a térfogatat.
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6) A korlatos konvex test felszinének értelmezése

Célszert felidézni, a konvex poliéder definiciojat. Eszerint a konvex poliéder egy olyan
térbeli alakzat, amely korlatos, van belsé pontja és elGall véges sok féltér metszeteként.

Tekintsiink egy Q konvex poliédert, melynek lapjai az Sp,...,8 (I > 4) sokszo-
gek. Mint ismeretes, az () hatarpontjainak halmaza megegyezik a lapok unidjaval, azaz
Bd(Q) = U._,S;. Ezt mondjuk az Q-hoz tartozo poliéderfeliiletnek.

Els6ként a konvex poliéderek felszinének fogalmat adjuk meg.
6.1. Definici6. Legyen adva egy 2 konvex poliéder, melynek lapjai az Sy,...,S; (I > 4)
sokszogek. Vegyiik a lapok T'(Sy),...,T(S)) teriileteit. Az  poliéder felszinén az
F(Q) = Zli=1 T(S;) szamot (azaz a poliédert hatarolo lapok teriileteinek az Osszegét)
értjiik.

Az F(Q) szamot egyuttal a Bd(Q)) poliéderfeliilet felszinének is mondjuk.
Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy egy konvex poliéder barmely lapjanak a teriilete
mindig kisebb a tobbi lap teriiletének az Gsszegénél.

A 2.7. Allitas bizonyitasat kovetve igazolni lehet a kovetkezd kijelentést.
6.2. Allitas. Legyenek Q; és Qy olyan konvex poliéderek, melyekre fennall Q C Qo,
vagyis az (o poliéder tartalmazza );—t. FEzen konvex poliéderek felszineire teljesiil az
F() < F(Q2) egyenlStlenség.

Legyen adott egy 7 korlatos konvex test. Mint ismeretes a test elnevezés arra utal,
hogy a 7T—nek van térbeli bels§ pontja. A T alakzat hatarpontjainak Bd(7) halmazat a
T konvex testet hatarolo feliiletnek nevezziik.

Egy T korlatos konvex test felszinét az altala tartalmazott konvex poliéderek alapjan
definialjuk. A 6.2. Allitasbol kovetkezik, hogy ha vesziink egy a 7 testet tartalmazo
konvex poliédert, akkor annak felszine nem lehet kisebb a T testben 1év6 konvex poliéderek
felszineinél.

6.3. Definicié. A 7T korlatos konvex test felszinén az

F(T) = sup{ F(Q) | Q konvex poliéder, Q@ C T}  szamot értjiik. Mas szoval a T
korlatos konvex test F'(7T) felszine az altala tartalmazott konvex poliéderek felszineinek a
szupremuma (vagyis a fels¢ hatéra).

Az F(T) szamot egyuttal a T testet hatarolo Bd(T) feliilet felszinének is mondjuk.

Legyen adott egy O pont és egy r pozitiv valos szam. Mint ismeretes, az O kdzépponttal
és r sugarral meghatarozott gombfeliilleten a G(O,r) = { Pe X | OP = r } alakzatot
értjiik.

A B(O,r)={ PeX | OP <r } alakzatot az O centrummal és r sugérral vett zart
gombtestnek mondjuk. A B(O,r) zart gémbtestet a G(O, r) gombfeliilet hatarolja.

Az alabbi tételt ezuttal bizonyitas nélkiil mondjuk ki.
6.4. Tétel. Az r sugart gombtest, illetve az 6t hatdrol6 gombfeliilet felszine F = 4r?r.
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