Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)

1. feladatsor (Paraméterezett gérbék.)

Az R3 térbeli paraméterezett gorbén egy olyan folytonos v : I — R? leképezést értiink,
ahol I egy valos intervallum. A ~(I) = { v(t) |t € I } alakzatot mondjuk a + gorbe
palyajanak.

1) Az R? térben tekintsiik a p = (2, —3,1) és q = (8,0, —5) pontokat. Adjunk meg egy
olyan paraméterezett gorbét, amelynek palyaja megegyezik a két pontot 6sszekots
szakasszal.

22
2) A z =0 koordinatasikban vegyiik az — + i 1 (a >0, b>0) egyenleti ellipszist.
a
A szogfiiggvényeket alkalmazva adjunk meg egy olyan sima paraméterezett gorbét,
amelynek palyaja megegyezik az ellipszissel.
2?2
3) A z = 0koordinatasikban vegyiik az ST 1 (a >0, b > 0) egyenletti hiperbolat.
a
A hiperbolikus fiiggvények felhasznalasaval adjunk meg egy olyan paraméterezett
gorbét, amelynek palydja megegyezik a hiperbola egyik agaval.

4) Tekintsiik a ~y(t) = cost - |cost|e; +sint - |sint| ey Osszefiiggéssel leirt
~ : R — R? paraméterezett sikgérbét. Jellemezziik a v gorbe palyajat.

5) A z =0 egyenleti sikban egy az 0 kezdGpontra illeszked egyenes w szogsebességgel
forog 0 koriil. Ezen forgd egyenes mentén egy toémegpont halad konstans v sebes-
séggel. A t = 0 pillanatban a forgd egyenes éppen az x tengellyel esik egybe és a
tomegpont az 0 kezdGpontban van. Adjuk meg a tomegpont ~(t) helyvektorat az
id6 fiiggvényében (t > 0). A témegpont mozgasat leiré ~ gorbe pélyajat nevezik
arkhimédészi spiralnak.

6) Tekintsiik azt a v : (0,00) — R? paraméterezett sikgérbét, amelyet a
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= Ee s
a (a > 0) konstans értékét alkalmasan véalasztjuk meg, akkor a ~ sikgérbe palyaja
rajta van az z° + ¢ — a xy = 0 harmadfoku egyenlettel leirt alakzaton. (Elnevezés:
Descartes—féle levél.) Igaz-e, hogy az x—y = 0 egyenlet(i egyenes szimmetriatengelye

a gorbe palyajanak?

ey Osszefliggés ir le. Mutassuk meg, hogy amennyiben az

7) Vegyiik a v : R — R? parameéteres sikgorbét, amelyre fennall
6t 1—¢
v(t)

e; +
egy ellipszisen és adjuk meg az ellipszis egyenletét.

= 1ip e ey (t € R). Tgazoljuk, hogy a ~ gorbe palyaja rajta van

8) Vegyiik azt a v : R — R?® paraméterezett gorbét, amelynél

=— "
Y0 = Tl
be, hogy a gérbe palyaja rajta van egy ¢ = (0,1,0) centrumia gdmbéon.

2t e1 + 2t? €5 + 2t% e3) teljesiil tetszsleges ¢ esetén. Bizonyitsuk



Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)

2. feladatsor (Paraméterezett gorbék. Erinték. Ivhossz.)

Legyen adva egy ~ : I — R? regularis sima (paraméterezett) gérbe. Ennek a ty € I helyen
vett érintGjén azt az egyenest értjiik, amely athalad a +(ty) ponton és amelynek egyik
iranyvektora a v/(ty) vektor.

1)

2)

3)

1)

5)

6)

7)

8)*

4 3 2

Tekintsiik a ~(t) = e + %eg + %eg osszefiiggessel leirt ~ : (0,00) — R? regu-
laris térgorbét. Hatarozzuk meg a gérbe azon helyeit, amelyekben az érintGegyenes
parhuzamos az x — 5y + 62z = 0 egyenletii sikkal. Adjuk meg ezen parhuzamos
érintGegyeneseknek a paraméteres vektoregyenletét.

Vegyiik a v(t) = e’ coste; + ¢ sintey + e’ e3 (t€R) Osszefliggéssel leirt

~ : R — R? paraméteres gorbét, melynek palyaja rajta van az x2+y? = 22 egyenletii
forgaskupon. Igazoljuk, hogy ez a sima gorbe konstans szdghen metszi el a kipfeliilet
alkotoit.

Tekintsiik a v(t) = chte; + shte, egyenlettel leirt v : R — R? regularis sikgorbét.
Vegyiik a ¢ : (—=1,1) — R fiiggvényt, ahol p(u) = 2arthu. Hozzuk egyszertibb
alakra a ~ atparaméterezésével nyert 4 = « o v sima gorbe koordinata-fiiggvényeit.

Tekintsiik a v(t) = (¢t — sint)e; + (1 — cost) ey Osszefiiggessel leirt v : R — R?
sikgorbét, az tigynevezett kozonséges cikloist. Szamitsuk ki a ciklois egy menetének,
vagyis a ][0, 2] gorbeszegmensnek az ivhosszat.

Az R? sikban vegyiik az 22 + 3% = 1 egyenlet( kort és az azt érint6 = 1 egyenletii
egyenest. Az egyenest gorditsiik végig cstiszasmentesen a koron. Adjuk meg a kezdeti
érintkezési pont altal leirt palya (a kdrevolvens) egy olyan paraméterezését, ahol a
t paraméter a koron legordiilt szakasz hossza (7(t) =7). Hatarozzuk meg a v|[2, 3]
gorbedarab ivhosszat.

Tekintsiik a y(t) = cos®t e; +sin® t ey +cos(2t) e3 Osszefiiggessel leirt ~y : [0, 2 7] — R3
sima térgorbét. Hatarozzuk meg ezen gorbe ivhosszat.

Vegyiik a v(t) = te; + V1 — t2 ey Osszefiiggéssel meghatarozott v : (—1,1) — R?
reguléris sikgorbét. Hatarozzuk meg -~y azon ivhossznak megfelel§ v = « o ¢ atpara-
méterezését, amelyre 4(0) = ~(0) teljesiil.

A 2z = 0 egyenlett sikban vegyiik az egymést érinté 2 +y?> =1 ¢és (v —2)* +¢y* =1
egyenletd koroket. A méasodik kort gorditsiik le az els¢ koron. A kiindulasi helyzet-
ben vett érintkezési pontot tekintsiik egy rogzitett pontnak a legordiils kor keriiletén.
Adjuk meg a kezdeti érintkezési pont altal leirt palya (a szivgorbe) egy olyan pa-
raméterezését, ahol a ¢ paraméter a legordiilt koriv kozépponti szoge (v(t) =7).
Szamitsuk ki ezen gorbe (az un. kardioid) ivhosszat.



Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)

3. feladatsor (Gorbiilet, Frenet—bazis, simulékor.)

1
A v : I — R3 reguléris sima gorbe ¢ € I helyen vett gorbiiletén a k(t) = o0 |'T ()|
v

szamot értjiik, ahol T(¢) az érint6 egységvektor. Amennyiben a gorbiilet nem tiinik el,
akkor F(t) = m T'(t) a gorbe fénormalis egységvektora a t € I helyen, tovabba B(t) =
T(t) x F(t) a gorbe binormalis egységvektora.

1) Tekintsiik a ~(t) = te; —In(cost) e, Osszefliggeéssel leirt v : (=5, %) — R? sikbeli
gorbét. Tetszbleges ¢ helyen hatarozzuk meg a ~ goérbe T(t) érint6 egységvektorat

és k(t) gorbiiletét.

2) Vegyiik a y(t) = a coste; +a sinte, + btes (t€R) egyenlettel leirt v : R — R3
gorbét, ahol @ > 0 és b # 0. Ezen gorbét, illetve a palydjat, nevezik hengeres
csavarvonalnak. Mutassuk meg, hogy a v gorbe x gorbiileti fiiggvénye konstans és
adjuk meg annak értékét.

3) Hatéarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepls v gorbe (az ugynevezett hengeres csa-
varvonal) kisérg Frenet-bazisat és 7 torzio—fiiggvényét.

4) Tekintsiik a () = (2t—5) e;+Int e+ (t*+1) e3 Osszefiiggéssel leirt ~ : (0, 00) — R?
gorbét. Hatarozzuk meg ¢ = 1 helyen a gorbe simulosikjanak egyenletét, tovabba a
simul6kor sugarat és centrumat.

5) Tekintsiik a ~(t) = (1 + exp(t)) e; + (3cost —sint) ey + 4sint ez Osszefiiggés altal
leirt v : R — R3 gorbét. A ¢ = 0 helyen hatarozzuk meg a gdrbe Frenet—bazisanak
vektorait, tovabba a simulokor sugarat és centrumat.

6) Hatarozzuk meg a v(t) = e coste; + €' sintey + et ez (tE€R) Osszefiiggéssel leirt
~ : R — R3 valodi gorbe (az tgynevezett kiipos csavarvonal) x gorbiileti fiiggvényét.
Mutassuk meg, hogy van olyan térbeli irany, amellyel a « sebességvektorai konstans
szoget zarnak be.

2 2
x
7) Az R3 tér z = 0 koordinatasikjaban vegyiik az — + Z—2 = 1 egyenleti ellipszist,
a
ahol @ > b > 0. Tekintsiik ezen ellipszis egyik paraméterezését. Hatarozzuk meg az
ellipszis gorbiiletének minimumat és maximumat.

8) Adva van egy olyan ~ : I — R3 reguléris gérbe, amelynek 6sszes normalsikja athalad
az R3 tér egy rogzitett pontjan. Igazoljuk, hogy v pélyaja rajta van egy gémbfelii-
leten. (A gorbe t helyen vett normalsikjan azt a sikot értjiik, amely dthalad a ~y(t)
ponton és merdleges a v'(t) sebességvektorra.)



Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)
4. feladatsor (Feladatok térbeli és sikbeli gorbékre.)

1) Az R?sikban vegyiink egy olyan p paraméterii parabolat, melynek szimmetriatengelye
az y tengely és tengelypontja 0. Adjunk meg egy olyan paraméterezett reguléris
sima gorbét, melynek palyaja a parabola. Hatarozzuk meg a gérbe x gorbiileti
fliggvényének az értékkészletét.

2) Igazoljuk, hogy a v(t) = 2t?e; + (3t* +t+ 1) es + (4t — 5) e3  (t€R) sszefiiggeéssel
leirt ~ gorbe palyaja rajta van az R3 tér egyik sikjan, és hatarozzuk meg ezen sik
egyenletét.

3) Adva van egy olyan v : I — R3 valodi gorbe, amelynek érint§ egységvektorai egy
allando o« (0 < o < 7/2) szoget zarnak be egy rogzitett w egységvektorral. (Esze-
rint fennall (w, T(¢)) = cosa, t € I.) Bizonyitsuk be, hogy a 7 torzio-fiiggvény
és a k gorbiilet-fiiggvény 7(t)/k(t) hanyadosa allando. (Utalds: Alkalmazzuk a
Frenet—formuldkat.)

4) Tekintsiik a v(t) = (t—sint) e;+(1—cost) e; paraméterezéssel megadott kozonséges
cikloist. Hatérozzuk meg a ~ : (0,27) — R? sikgorbe kisérs Frenet-bézisat, k elGjeles
gorbiileti fiiggvényét és a maximalis sugarti simulokorének egyenletét.

5) Tekintsiik a () = (In(tgL) + cost) e; +sinte, sszefiiggéssel megadott
v : (0,7) — R? sikgbrbét. Vegyiik a t-beli (t # ) érintGegyenes azon szakaszat,
melynek az egyik végpontja v(t), a masik pedig az érint6 és az x tengely metszés-
pontja. Igazoljuk, hogy a szakasz hossza nem fiigg a ¢ megvalasztasatol. (A
palydjanak neve traktrix.)

6) Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld sikgérbe kiséré Frenet-bazisat és k
elGjeles gorbiileti fiiggvényét az I = (0,7/2) intervallumon.

7) Legyen adott egy v : [a,b] — R? regularis sikgorbe, melynek eljeles gorbiilete sehol
sem tiinik el és fennall £'(¢) # 0 tetszéleges t € (a,b) esetén. Tekintsiik a o (t) =
~(t) + ﬁN(t) egyenlettel meghatarozott o : [a,b] — R? gorbét, ahol k(t) a ~
elGjeles gorbiilete és N(t) a normalis egységvektora a ¢ helyen. Ezt a o gorbét a ~

1
evolitijanak mondjuk. Igazoljuk, hogy a o ivhosszara fennall /(o )

)=l
 lk(a) k(D)
8) Vegyiik a v : [0,27] — R? gorbét, amelynél v(t) = a coste; +b sinte, (t € [0,27]) és

2 b2
a > b > 0. Igazoljuk, hogy a -~ ellipszis o evolutajanak ivhossza: (o) =4 (%——).
a
9)* Tekintsiink egy sikot és abban egy R = 2 sugart kort. Ennek belsejében (cstszas-
mentesen) gorditsiink végig rajta egy korlemezt, amelynek sugara r = 1. Vegyiik a
leg6rdiils korlemeznek egy belsé pontjat. Igazoljuk, hogy a gordités soran a pont
altal leirt palya egy ellipszis.



Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)

5. feladatsor (Feliiletek leirasa egyenlettel és kétvaltozos vektorértéki fiiggvénnyel.)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Az R? sikban vegyiik a D = {(u,v) € R? | u®> +v? < 1} nyilt korlemezt. Ezen
a D tartomanyon tekintsiik a h(u,v) = /1 — u? — v? Gsszefiiggéssel meghatarozott
kétvaltozos, C®—osztalya h : D C R* — R fiiggvényt. Milyen sima elemi feliiletet
ad a h valos fiiggvény grafikonja?

Legyen adott egy f : R? — R differencialhato fiiggvény. Vegyiik az R? térben a
G={(z,y,2)eR®| f(2% 2) = ¢, y = 0 } alakzatot, ahol ¢ € R rogzitett. Forgassuk
meg a sikbeli G alakzatot a z koordinatatengely koriil. Igazoljuk, hogy a kapott
alakzat megegyezik az M = { (z,y,2)€R? | f(2? + y?,2z) = ¢ } ponthalmazzal.

2 22

Az y = 0 koordinatasikban tekintsiik az x_2 T 1 = 0 egyenlettel leirt hiperbolat.

Forgassuk meg a hiperbolat elébb a z koordinatatengely koriil, majd pedig az x
tengely koriil. Adjuk meg az igy nyert forgasfeliiletek (a hiperboloidok) egyenletét.

Az R? térben milyen alakzatot irlea 922 +9y? — 22 =0 mésodfoki egyenlet?

Vegyiik az (z — a)? + 2% — b? = 0 és y = 0 egyenletekkel leirt kort, ahol a > b > 0.
Ezen kornek a z koordinatatengely koriili forgataséval egy toruszt kapunk, amely
egy negyedrendi feliilet. Hatarozzuk meg a toérusz egyik leir6 egyenletét.

Adjuk meg a 3x — by + 2z — 16 = 0 egyenleti siknak egy paraméteres elGallitasat,
azaz irjuk le egy C*®—osztalyti r : D C R? — R? vektorfiiggvénnyel.

Tekintsiik a v, o : R — R3 paraméterezett gorbéket, ahol v(u) = ue; + u?/a® e3
és o(v) =vey —v?/b%e3 (u, v € R) teljesiil rogzitett a, b pozitiv szamok mellett.
Vildgos, hogy mindkét gorbe palydja parabola. A ~(R) pélyahoz tartozo R3-beli
vektorokkal toljuk el a o-nak megfelel6 parabolat és adjuk meg az igy nyert sima
felilletnek (az iigynevezett hiperbolikus paraboloidnak) egy paraméteres elGallitasat
és a térbeli koordindkra vonatkozo mésodfoku egyenletét.

Az el6z6 feladatban szereplé hiperbolikus paraboloidnak adjuk meg egy olyan para-
méterezését, amelynél az els6 és a masodik paramétervonalak egyarant egyenesek.
(Keressiink olyan r : R* — R3 paraméteres eldallitast a feliilethez, ahol a
v, (t) = r(t,v) ésv,4(t) = r(u,t) osszefiiggésekkel leirt paramétervonalak egyenesek.)

9)* Az R3 térben adva van egy g egyenes a y(t) = ae; +vot ey +v3tes (t€R) paraméte-

rezéssel, amelyben a konstansokra fennall a > 0 és vy v3 # 0. Forgasssuk meg ezt a
g =~v(R) egyenest a z koordinatatengely koriil. Bizonyitsuk be, hogy a forgatassal
nyert feliilet egy hiperboloid.



Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)

6. feladatsor (Feliiletek érintésikjai. Sima feliiletek leirdsa egyenlettel.)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Tekintsiik az r(u,v) = sin(u — 1)e; — 2 exp(1 + v) ey + (u® — 20°) e3 egyenlettel
megadott r : R? — R? vektorfiiggvényt és az altala leirt sima elemi feliiletet. Ezen
feliilet p = (0, —2, 3) pontjaban hatarozzuk meg az érintGsik egyenletét és a feliileti
normalis irdnyat megadé egységvektort.

2 2,2

Tekintsiik az R? térben az 6 + % + 36 1 egyenletii ellipszoidot. Adjuk meg az

ellipszoid p = (p1, 1,3) (p1 < 0) pontjaban az érintGsik egyenletét.

Mutassuk meg, hogy a 22% — xy? = 12 egyenlet egy sima feliiletet ir le az R3
euklideszi térben. Hatarozzuk meg a feliilet p = (1, —2, p3) pontbeli érintdsikjanak
az egyenletét.

Az R? euklideszi térben vegyiik az In(z? + 3*> — 1) + 22 — yz = 6 egyenlettel
leirt M alakzatot. Igazoljuk, hogy M egy sima feliiletet. Hatarozzuk meg a feliilet
p = (1,—1,ps) pontjaban a feliileti normalis egyenest (illetve annak paraméteres
egyenletrendszerét).

Az R?-beli D = (0,00) x (0,00) tartoményon tekintsiik azt az r : D — R3? vek-
torfiiggvényt, ahol r(u,v) = (u* + v?)e; + (uv — 2v) ey + (u? — v?) e3. Adjuk meg
az r(D) sima elemi feliiletnek azt a pontjat, amelyben az érintésik parhuzamos a
3r — 8y + 5z =0 egyenletd sikkal.

Az I nyilt intervallumon legyen adva egy olyan ~ : I — R3 sima leképezés, amely egy
egyszerd gorbét ad az R3 tér egy S sikjaban. Vegyiink egy olyan a vektort, amely
nem parhuzamos ezen S sikkal. A D = I x R tartomanyon tekintsiik az
r(u,v) = v(u) + va egyenlettel értelmezett r vektorfiiggvényt. Az altala leirt M =
r(D) elemi feliiletet egy altalanos hengerfeliiletnek mondjuk. Mutassuk meg, hogy
ezen hengerfeliilet barmely alkotéegyenese mentén az érintGsik allando.

Vegyiik az r(u,v) = ue; +vey + (u? + v?)es (u, vE€R) vektorfiiggvény altal leirt
sima elemi feliiletet, amely egy forgasparaboloid. Adjuk meg az r paraméterezéshez
tartozo N : R? — R? normélis egységvektormezdt, tovabbé a feliilet p = (2, —1, p3)
pontjaban az érintésik egyenletét.

Tekintsiik az el6z6 feladatban szerepls forgasparaboloidot. Tegyiik fel, hogy a z
tengely iranyabol egy parhuzamos fénynyalab éri el a feliiletet. A tér melyik pontjaba
fokuszalodnak a feliileten visszaver6dd fénysugarak? (Vajon mirdl kapta nevét a
parabolaantenna?)

9)* Tekintsiik R3-ban az 22 +y*+ (2 —a)? = a® egyenlettel leirt a sugart gombfeliiletet.

Amennyiben ebbdl elhagyjuk az n = (0,0, 2a) pontot, akkor az M elemi feliilethez
jutunk. Az n pontot vetitési kzéppontnak hasznalva centralisan vetitsiik le M-t a
2z =0 egyenletd sikra. Hatarozzuk meg az M-nek azt az r : R? — R? paraméteres
elgallitasat, amelyet a fent leirt sztereografikus projekcidval nyeriink.



Differencidlgeometria és nemeuklideszi geometridk c. gyakorlat
matematikatanari szak (2023/24—es tanév, 1. félév)

7. feladatsor (A feliiletdarab felszinének meghatarozasa.)

Adva van egy olyan r : D — R? vektorfiiggvény, amely egy sima elemi feliiletet ir le.
Legyen B = [a,b] X [c,d] egy olyan tégla az R*-ben, amelyet a D paramétertartomany
tartalmaz. Ekkor az r(B) feliiletdarab felszinét az F(r = [ [z Vdet G(u,v) dudv
integral adja meg, ahol det G(u,v) az els§ fomennylsegekbol képzett G(u,v) szimmet-
rikus matrix determinansat jeloli. A feliiletdarab felszine az

F(x(B / /mdu dv—/ /de)du

Osszefiiggés szerint kétszeri integrélassal szamolhatd ki, tehat az integralds soran tehat
kétszer kell alkalmazni a Newton—Leibniz-formulat.

1) Tekintsiik az R*-beli D = R x (0,00) tartomanyon értelmezett r : D — R? vek-
2

torfiiggvényt, amelyet az r(u,v) = ue; +vey + ;— e3 egyenlet ir le. Vegyiik az
v

M = r(D) elemi feliiletet, amely rajta van egy masodrend feliileten. Hatarozzuk

meg annak az r(B) kompakt felilletdarabnak a felszinét, ahol B = [0, 1] x [1, 2].

2) Adva van a y(u) = cosue; +sinue; + ues (u € R) kifejezéssel leirt v csavarvonal.
Vegyiik az r(u,v) = v(u)+v ' (u) 6sszefiiggéssel meghatarozott r : Rx (0,00) — R3
vektorfiiggvényt. Az r azon sima elemi feliilet paraméterezése, amelyet a csavarvonal
érintGegyeneseibdl nyeriink. Hatérozzuk meg a B = [0, 27] x [1,3] tartomanynak
megfelel§ r(B) kompakt feliiletdarab felszinét.

3) Vegyiik azt az r : (0,00) X (—m,m) — R® vektorfiiggvényt, ahol barmely u € (0, o)
és v € (0,2m) esetén fennall r(u,v) = 2u cosve; + 2u sinve, + u’es. Az r altal
lefrt sima elemi feliileten tekintsik a B = {(u,v)eR? |1 <u <3, 3 <0<}

2
téglalap-tartoméanynak megfelels feliilletdarabot. Hatarozzuk meg az r(B) kompakt
feliiletdarab felszinét (F(r(B)) =7?).

4) Adva van egy f : [a;b] — R akarhanyszor differencidlhaté fiiggvény, amelyre fennall
f(z) > 0 barmely x € (a,b) esetén. Ha ennek grafikonjat az x tengely koriil megfor-
gatjuk, egy forgasfeliiletet nyeriink, melyet az r(u,v) = ue;+ f(u)(cos v ey +sinv es)
osszefiiggéssel meghatarozott vektorfiiggvény ir le (u € [a,b], v € [0,27]). Igazoljuk,
hogy ezen forgasfeh'ilet felszinére fennall az

F=2r- f f(x)\/1+ f/(x)2dx Osszefiigges.

5) Az el6z6 feladat alapjan igazoljuk, hogy a g sugari gémbon vett h magassagi gombov
(vagy gombsiiveg) felszine F = 2mph.

6) Vegyiik R:-banazy=0¢és (r—a)’>+22—0*=0 (a > b > 0) egyenletekkel leirt kort
és forgassuk meg a z tengely koriil. Hatarozzuk meg az igy nyert korgytrtifeliilet
(més néven a torusz) felszinét.



