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El6szo

A geometria a legrégebbi matematikai tudomany, amelynek keretei mar az 6korban kiala-
kultak. Az okori tarsadalmakban a mezGgazdaségi termelés megszervezéséhez sziikségessé
valt a foldteriiletek nagysaganak jellemzése, vagyis a foldmérés. Emellett az épitészet-
ben, a képzémiivészetben és a kézmiivességben felléps gyakorlati problémak is igényelték
a kiilonféle térbeli alakzatok tulajdonsigainak vizsgalatat, ami egy matematikai elmélet,
a geometria kialakulasahoz vezetett. A geometria sz6 egyébként gorog eredetii, magyarra
forditva foldmérést jelent.

A koznapi szohasznalatban azt szoktdk mondani, hogy a geometria a térbeli alakzatok
(ponthalmazok) tulajdonsagaival foglalkozo tudomény. A geometriat mivelsi sokaig ugy
tekintették, mint a benniinket koriilvevs fizikai tér jol meghatarozott tulajdonsigait le-
ir6 elméletet, melynek Osszefiiggéseit (allitasait) a tapasztalat révén ellendrizni lehet. Az
okori gorog matematikusok jottek ra arra, hogy a geometria egyes Osszefiiggéseit, allita-
sait logikai iton le lehet vezetni korabbi sszefiiggésekbsl. Az ilyen logikai titon torténd
levezetést nevezik bizonyitasnak.

Az emberiség torténetében az els§ tudoményos igényl elmélet kidolgozdjanak a gorog
Euklidészt tekintik, aki az i.e. 300 koriil irt Elemek cimii miivében az akkori geometriai is-
mereteknek egy rendszeres Osszefoglalasat adta meg. Euklidész felismerte, hogy nem lehet
minden allitast levezetni korabbi allitasokbol. Az elindulashoz sziikség van "alapkovekre",
vagyis olyan allitdsokra, melyeket bizonyitas nélkiil elfogadunk. Ezeket az elmélet alap-
jaul szolgalo allitdsokat nevezziik axidomaknak. Az Euklidész altal megadott axiémakon
alapulé matematikai elméletet nevezik euklideszi geometridnak.

Az o6korban és a kozépkorban a geometriai vizsgalatok soran foként szintetikus (més
szoval elemi) eszkozoket hasznéltak. A geometriai targyaldsok szaméara egy 0j és igen
hatékony modszert adott R. Descartes francia filozofus és matematikus, aki az 1637-ben
kiadott Geometria cimd konyvében mar alkalmazta a sikbeli koordinata-rendszert, ami
lehet6vé tette a specidlis sikbeli alakzatok egyenletekkel torténd lefrasat. Ez vezetett
az analitikus geometria kialakuldsdhoz, amely a geometriai problémak targyalasihoz az
algebra és az analizis eszkozeit is felhasznélja.

A Bevezetés a geometridba c. jegyzet témaja

A jegyzet az ELTE matematikatanari szakos hallgatdinak tartott Bevezetés a geometriaba
c. el6adashoz késziilt a 2020/2021-es tanév 2. félévében. Ebben az euklideszi geometria
alapvetd fogalmainak, Osszefiiggéseinek és tételeinek targyalésara keriil sor. Nem célunk az
euklideszi geometria axiomatikus felépitése, hiszen az sokkal t&bb id6t igényelne. Azonban
célszertinek tartjuk olykor megadni azokat az alapigazsdgokat (vagy mas szoval axioma-
kat), amelyek kulcsszerepet jatszanak az euklideszi geometria egzakt felépitésében.
Targyalasunk soran f6ként szintetikus eszkozoket fogunk alkalmazni, vagyis nem hasz-
nalunk stkbeli és térbeli koordinata-rendszereket. A targyalas elején bizonyitas nélkiil
is kimondunk majd olyan allitdsokat, amelyek a szemlélettel teljes 0sszhangban allnak
és amelyeket kés6bb alkalmazni fogunk. Megjegyezziik, hogy ezen kézenfekvének latszo
kijelentések, Osszefiiggések igazolasahoz olykor hosszadalmas vizsgalatokra lenne sziikség.



1) Az euklideszi geometria alapvets fogalmai és Gsszefiiggései
Pontok, egyenesek és sikok illeszkedése

A teret egy X halmazként értelmezziik, melynek elemeit pontoknak nevezziik. Az X
tér részhalmazait ponthalmazoknak vagy alakzatoknak mondjuk. A ponthalmazok kozott
vannak kitiintetett alakzatok, amelyeket egyenesnek vagy sitknak neveziink. A pontokat, az
egyeneseket és a sikokat egyiittesen térelemeknek is szokas nevezni, de jelen targyalasban
az egyenesek és a sikok valojaban az X tér (vagy mas szoval az X halmaz) specialis
részhalmazai. A pontokat latin nagybetiikkel (példaul A, B, C, P), az egyeneseket latin
kisbetiikkel (példaul a, b, e, g), a sikokat pedig gorog betiikkel (példaul o, o) fogjuk
jel6lni.

A pontok, egyenesek és sikok illeszkedését a tartalmazas alapjan értelmezziik. Azt
mondjuk, hogy egy A pont illeszkedik egy e egyeneshez, ha A eleme az e alakzatnak,
vagyis ha fenndll A € e. Egy B pontrol azt mondjuk, hogy az illeszkedik egy o sikhoz, ha
B az egyik eleme p-nak. Egy g egyenesrdl azt mondjuk, hogy az illeszkedik egy o sikhoz,
ha g egy részhalmaza a o ponthalmaznak.

A térelemek illeszkedésével kapcsolatosan az alabbi kifejezéseket is hasznalni fogjuk.
Ha egy A pont illeszkedik egy e egyeneshez, akkor azt is mondjuk, hogy az e egyenes
illeszkedik az A ponthoz, illetve az e egyenes athalad (Atmegy) az A ponton. Analdg
modon, ha egy B pont eleme egy o siknak, akkor azt is mondjuk, hogy a o sik illeszkedik
a B ponthoz. A g C o feltétel teljesiilése esetén azt is mondjuk, hogy a o sik illeszkedik
a g egyeneshez, illetve a o sik tartalmazza a g egyenest.

Ha valamely B, D (B, D C X) ponthalmazokat véve B egy részhalmaza D-nek
(azaz B C D teljesiil), akkor azt mondjuk, hogy a B alakzat benne van D-ben, illetve a
D alakzat tartalmazza B-t.

Tekintsiink az X térben véges sok pontot. Ezen pontokat kollinearisaknak (illetve
komplanarisaknak) mondjuk, ha van olyan egyenes (illetve ha van olyan sik), amely az
adott pontok mindegyikét tartalmazza.

Az el6bbi értelmezés szerint véges sok pontrol akkor mondjuk, hogy azok komplana-
risak (illetve kollinedrisak), ha van olyan sik (illetve ha van olyan egyenes), amelyhez a
pontok mindegyike illeszkedik.

A tovabbiakban ha n szamu pontrol (egyenesrdl vagy sikrol) szolunk, akkor ezen n
szamu kiilonb6z6 pontot (egyenest vagy sikot) értiink.

A szemlételnek megfelelGen a tovabbiakban feltessziik, hogy a térelemek illeszkedésre vo-
natkozoan teljesiilnek az alabbi alapigazsigok:

[A 1) Van a térnek négy olyan pontja, melyeket egyetlen sik vagy egyenes sem tartalmaz.

IA 2) Barmely két ponthoz egy és csakis egy egyenes illeszkedik.

(

(

(TA 3) Tetszbleges egyeneshez illeszkedik legalabb két pont.

(IA 4) Barmely harom nem kollinearis ponthoz egy és csakis egy sik illeszkedik.
(

)
)
)
IA 5) Bérmely sikhoz illeszkedik harom nem kollinearis pont.
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(IA 6) Ha egy egvenes két pontja illeszkedik egy sikhoz, akkor a sik tartalmazza az
egyenest.

(IA 7) Ha két siknak van egy kozos pontja, akkor a két siknak van még egy kozds pontja.

Ha A és B kiilonb6z6 pontok, jelolje ( A, B) azt az egyenest, amely az A-—n és a Bn
egyarant athalad. Amennyiben A, B, C nem kollinearis pontok, jeldlje ( A, B, C') azt a
sikot, amelyhez mindhédrom pont illeszkedik. Ha az A pont nem illeszkedik az e egyeneshez,
jelolje (e, A) azt a sikot, amely tartalmazza az A pontot és az e egyenest.

Az egyenesek és sikok kolesonods helyzetének értelmezése

Az alabbi definiciok szerint kdlesonos helyzete alapjan két egyenest mondhatunk metszé-
nek, kitérének vagy parhuzamosnak.
1.1. Definicio. Két egyenest metszének mondunk, ha van egy koézos pontjuk.

Megjegyzés. Az (IA 1)-(IA 7) kijelentésekbdl kivetkezik, hogy amennyiben két siknak
van egy kozos pontja, akkor a metszetiik egy egyenes. Adodik az is, hogy amennyiben

adva van két metsz6 egyenes, akkor pontosan egy olyan sik van, amelyhez mindkét egyenes
illeszkedik.

1.2. Definicio. Két egyenest kitérd helyzetiinek (vagy rovidebben kitérének) neveziink,
ha nincs olyan sik, amely mindkét egyenest tartalmazza.

1.3. Definicio. Két egyenest egymassal parhuzamosnak mondunk, ha nincs kézos pontjuk
és van olyan olyan sik, amely mindkét egyenest tartalmazza.

/
.

1. abra. Két egymaéssal parhuzamos egyenes egy o sikban (g N h = ().

Ha egy sikot és egy egyenest, avagy két sikot vesziink, akkor a kolcsonos helyzetiiket
az hatarozza meg, hogy van-e koz6s pontjuk.
1.4. Definicio. Tekintsiink egy sikot és egy egyenest, amely nincs rajta a sikon. Ezeket
egymaést metszének (illetve metsz6 helyzetiinek) mondjuk, ha van egy kézos pontjuk.
Amennyiben a siknak és az egyenesnek nincs kozos pontja, akkor azokat egymaéssal
parhuzamosnak nevezziik.



1.5. Definicio. Két sikot egymast metszének neveziink, ha van kozos pontjuk. Amennyi-
ben két siknak nincs kdzos pontja, akkor a két sikot egymassal parhuzamosnak mondjuk.

A szakasz, a félegyenes, a félsik és a féltér értelmezése

Emlékezziink ra, hogy az A, B pontokon athalado egyenest jegyzetiinkben az (A, B) szim-
bélummal jel6ljiik. Kollinearis pontharmason harom olyan egyméstdl kiilonb6z8 pontot
értiink, amelyeket tartalmaz egy egyenes.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a kollinearis pontharmasok esetében értelmezve van
a kozottiik van kapcsolat, amely megadja, hogy a harom pont koziil melyik van a masik
kett6 kozott.

C

A B

2. abra. Az A, B pontok kozitt 1évé (azokat elvalaszto) C' pont.

Megjegyzés. Amennyiben az egymastol kiillonboz6 A, B, C pontok kollinearisak és C' az
A, B pontok kozott van, akkor erre azt is mondjuk majd, hogy C elvilasztja egyméstol
az A, B pontokat.

Ez alapjan értelmezziik a szakasz és a félegyenes fogalmat.
1.6. Definicio. Legyenek A és B kiilonb6z6 pontok. Az A és B végpontokkal meghata-
rozott AB szakaszon azt az alakzatot értjiik, amelyet az A, B pontok és az (A, B) egyenes
azon pontjai alkotnak, amelyek A és B kozott vannak.
Megjegyzés. A fenti definiciét kimondhattuk volna tgy is, hogy az A és B végpontokkal
meghatarozott szakaszon az
AB={Pc (A B)| PazA, B pontok kézétt van }U{A, B}
formuléaval leirt alakzatot értjiik.

Megjegyzés. Evidens, hogy barmely A, B€ X pontok esetén fennall A_iz BA.
Az A, B pontokat az AB szakasz hatarpontjainak is mondjuk. Az AB szakasznak a
hatarpontoktol kiilénb6z6 pontjait a szakasz belsé pontjainak nevezziik.

Megjegyzés. Amennyiben a két végpont megegyezik (azaz fenndll A = B), akkor a fenti
definicioval nyert AA = {A} alakzatot pontszakasznak mondjuk. A pontszakasznak nincs
bels pontja.

P, P Ps
A B

3. abra. Az A kezddponti és a Bt tartalmazé [ A, B)) félegyenes pontjai.



1.7. Definicié. Legyenek adva az egymastol kiillonb6z6 A, B pontok. Az A kezdSponti
és a B pontot tartalmazo [ A, B) félegyenesen azt az alakzatot értjiik, amelyet az (A, B)
egyenes azon pontjai alkotnak, amelyeket az A pont nem valaszt el a B ponttol.

Megjegyzés. A definicio szerint az A kezdGponti és a B-t tartalmazo félegyenesen az
[A,B) ={ P€(A,B)| A nincsa B, P pontok kozitt } alakzatot értjiik. Lasd a 3.
abréat.

Vilagos, hogy az A kezdGpont a félegyenes egy kitiintetett pontja. Ha ezt az [A, B)
alakzatbol elhagyjuk, akkor az igy nyert ponthalmazt nyilt félegyenesnek mondjuk.

A szakasz fogalma alapjan definialni lehet a haromszégvonalat is.
1.8. Definici6. Legyen adva harom nem kollinearis pont A, B és C. Az AB, BC és
C'A szakaszok uniovjaként nyert alakzatot az A, B, C cstcspontokkal meghatarozott
haromszogvonalnak (vagy rovidebben csak haromszognek) nevezziik.

Megjegyzés. Egyeldre csak a haromszogvonal fogalmat vezettiik be, mint a harom cstics-
pont altal meghatarozott harom szakasz uniojat. Az A, B, C' csicsokkal meghatarozott
haromszogvonalat a tovabbiakban ABCA jeldli.

Az AB, BC, C'A szakaszokat a haromszog oldalainak mondjuk. Az A, B, C pontokat

egyarant tartalmazoé sikot a haromszog sikjanak nevezziik.
A félsik és a féltér

Emlékezziink ra, hogy egy szakasznak a végpontoktol kiilénb6zé pontjait nevezziik a sza-
kasz bels6 pontjainak. Egy e egyenesrdl (illetve egy o sikrol) akkor mondjuk, hogy metszi
az AB (A # B) szakaszt, ha az e-nek (illetve a o—nak) pontosan egy kzos pontja van az
AB szakasszal.

A tovabbiakban a félsik és a féltér fogalmanak bevezetésére keriil sor. Mint latni fogjuk,
a félsikot a hataregyenese és egy tovabbi pontja, a félteret pedig a hatarsikja és egy tovabbi
pontja altal lehet definialni.
1.9. Definici6. Legyenek adva az A, B pontok és egy e egyenes. Azt mondjuk, hogy
az e egyenes elvalasztja az A, B pontokat, ha az e egy bels pontjaban metszi az AB
szakaszt.

4. bra. Az A, B pontokat elvalaszté e egyenes (e N AB = M).



Megjegyzés. Mivel az AA = { A} pontszakasznak nincs belsé pontja, barmely A pontra
fennall, hogy egyetlen egyenes sem valasztja el 6nmagatol.

1.10. Definicio. Legyen adott egy e egyenes és egy arra nem illeszkedé A pont. Az e—t
és az A—t tartalmazo sikot jel6lje 0. Az e egyenessel hatarolt és az A pontot tartalmazo
félsikon az

[e, A) = { P€o | e nem valasztja el az A, P pontokat }

alakzatot értjik.

5. abra. Az e egyenessel hatarolt A pontot tartalmazé télsik pontjai.

Megjegyzés. A fenti definicié szerint az [e, A) félsikot a 0 = (e, A) sik azon pontjai
alkotjak, amelyeket az e egyenes nem valaszt el az A ponttol. Nyilvanvalo, hogy az [e, A)
féelsik az A pont mellett az e hataregyenest is tartalmazza.

Amennyiben B az [e, A) félsik egy olyan pontja, amely nincs az e hatéregyenesen,
akkor fennall [e, A) = [e, B).

Megjegyzés. Tekintsiink egy o sikot és abban egy e egyenest. Pontosan két olyan félsik
van, amelyeket a o tartalmaz és amelyeknek e a hataregyenese. Ezen két félsiknak az
unidja a o sik, metszetiik pedig az e egyenes.

Megjegyzés. Ha a félsikbol kivonjuk (mas szoval elhagyjuk) annak hataregyenesét, akkor
az igy nyert ponthalmazt nyilt félsiknak mondjuk.

Amennyiben egy siknak és egy szakasznak egyetlen kézos pontja van, akkor azt mond-
juk, hogy a sik metszi a szakaszt.
1.11. Definici6. Azt mondjuk, hogy a o sik elvilasztjaaz A, B (A, B€X) pontokat,
ha a o sik egy belsé pontjiban metszi az AB szakaszt.

1.12. Definici6. Legyen adott egy o sik és egy arra nem illeszkedé A pont. A o sikkal
hatarolt és az A pontot tartalmazé féltéren a

[0,A) = {P€X | 0 nem valasztja el az A, P pontokat }

alakzatot értjiik.

Megjegyzés. A [0, A) féltér az A pontot és a o sikot is tartalmazza. Ha B a [0, A ) féltér
egy olyan pontja, amely nem illeszkedik a o hatarsikra, akkor fennall [0, A) = [0, B).
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Megjegyzés. Ha tekintiink a térben egy o sikot, akkor pontosan két olyan féltér van,
amelyeknek o a hatarsikja. Ezen félterek unidja az X tér, a metszetiik pedig azonos a o
sikkal.

A konvex alakzatok

A konvex szogtartoméany értelmezése el6tt tekintsiik a konvex alakzat fogalmat.
1.13. Definicio. Egy A ponthalmazt konvexnek mondunk, ha teszéleges P, () € A pontok
esetén a P() szakaszt tartalmazza az A alakzat (vagyis PQ C A teljesiil).

6. abra. Két konvex alakzat metszete is egy konvex ponthalmaz.

Megjegyzés. A fenti definici6 szerint egy alakzat akkor konvex, ha tartalmazza barmely
két pontjanak az Gsszekots szakaszat.

Az () iires halmaz egy konvex alakzat, mivel teljesiil ra a definiciéban szereplé feltétel.
A szakaszok, a félegyenesek, a félsikok és a félterek egyarant konvex alakzatok.

Konnyen igazolni lehet az aldbbi kijelentést, amely konvex ponthalmazok metszetére
(més szoval kozos részére) vonatkozik.
1.14. Allitas. Konvex alakzatoknak a metszete is egy konvex alakzat.

Szogvonal, szogtartomany
1.15. Definici6. Szogvonalon két kozos kezdGponta félegyenes unidjat értjiik.

Legyenek adva az O, A, B (O # A, O # B) pontok, és tekintsiik az
AOBZ =[0,A)U[0O,B) szogvonalat. Az [O,A) és [O, B) félegyeneseket ezen szog-
vonal szarainak, az O pontot pedig a szdgvonal csticspontjanak nevezziik.

Megjegyzés. Amennyiben az O, A, B pontok nem kollinearisak, akkor azt mondjuk,
hogy az AO BZ szogvonal nem elfajulo. Ekkor az O, A, B pontokhoz egyarant illeszkeds
sikot a szogvonal sikjanak nevezziik.

Az AOBZ szbgvonalat elfajuléonak mondjuk, ha az O, A, B pontok kollinearisak. Az
elfajulo szogvonalat egyenesszognek nevezziik, ha az O pont az A, B pontok kozott van.
Amennyiben fennall [O, A) =[O, B ), akkor a szdgvonalat szarszognek (vagy nullszognek)
mondjuk.



Vegyiik észre, hogy az 1.14. Allitas szerint két félsik metszete minden esetben egy
konvex alakzat.
1.16. Definici6. Legyen adva az O, A, B nem kollinearis pontokkal meghatarozott
AOB/Z szogvonal. Tekintsiik a szarakat tartalmazo a = (O, A) és b= (O, B) egyenese-
ket. Az [a, B) és b, A) félsikok metszetét a szogvonalhoz tartozo konvex szogtartomany-
nak (vagy rovidebben szégnek) nevezziik.

Az AOB/ szogvonalhoz tartozo konvex szogtartomanyt az AOB<( szimbolummal
jeloljiik. A definicio alapjan fennall AOB< = [a,B) N [b, A).

(o2
B
a
Az ,,'/ O A
b/
e
7 By

7. abra. Az AOB< konvex szigtartomany.

1.17. Definicio. Legyen adva egy nem elfajulé AOBZ szogvonal. Legyenek A, és B,
a szaregyenesek olyan pontjai, melyeket az O csics elvalaszt az A, B pontoktdl. Az
[a,B,) és [b, A, ) félsikok unidjat az AOBZ szogvonalhoz tartozo konkéav szogtartomany-
nak mondjuk.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a nem elfajuld szogvonalhoz tartozd két szégtartomany
unidja megegyezik a szégvonal sikjaval, metszetiik pedig azonos a szdgvonallal.

A szogtartomanynak a szarak altal nem tartalmazott pontjait a szégtartomany belss
pontjainak mondjuk.

A tavolsagfiiggvény bevezetése

A szokésoknak megfelelGen jelolje R a valds szamok halmazat. Mint ismeretes, a tér
pontjainak halmazat X jeloli. Tekintsiik az X halmaz énmagaval vett
X xX={(A,B) | A, B € X} Descartes-szorzatat.

A tovabbiakban feltessziik, hogy adva van egy olyan d : X x X — R valés fiiggvény,
amelyet tavolsagfiiggvénynek mondunk és amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Tetszéleges A, B € X pontok esetén teljesiilnek a d(A,B) >0 és d(A,B) =d(B, A)
osszefiiggések.

(2) Ha egy C pont rajta van az AB szakaszon, akkor fennall a

d(A,C) +d(C,B) = d(A, B) egyenlfség.



(3) Ha adva van egy [A, B) félegyenes és egy A nemnegativ valés szam, akkor az (A, B)
félegyenesen pontosan egy olyan P pont van, amelyre teljesiil d(A, P) = .

Megjegyzés. A d tavolsagfiiggvény fenti tulajdonsagaibol mar kovetkezik, hogy d(A, B) =
0 pontosan akkor teljesiil, ha A = B.

Legyen adott egy (A, B) egyenes és annak egy C' pontja. Vilagos, hogy a C' pont az
A, B pontok kozott van akkor és csak akkor, ha C' # A, C' # B és a d tavolsagfiiggvénnyel
fennall d(A,C) + d(C, B) = d(A, B).

1.18. Definici6. Az X tér A, B pontjainak tavolsigin a d(A, B) nemnegativ valos
szamot értjiik.

1.19. Definici6. Egy AB szakasz hosszan a végpontok tavolsdgat, azaz a d(A, B) pozitiv
szamot, értjiik. A szakasz hosszara az AB jelolést is alkalmazzuk.

Az alabbi allitas konnyen igazolhato, és a bizonyitasara emiatt nem tériink ki.
1.20. Allitas. Legyen adva egy c (c # 1) pozitiv valés szam. Tekintsiik azt a
d: X xX — R valés fiiggvényt, amelyre fennall cZ(P, Q) = c¢-d(P,Q) tetszileges
P, Q € X pontok esetén. Ekkor a d fiiggvényre ugyancsak teljesiilnek a fenti (1), (2), (3)
kijelentések.

1.21. Definici6. A fenti allitasban szerepls d: XxX >R fiiggvényt a megadott d
tavolsagfiiggvény egyik atskaldzasanak mondjuk. A c pozitiv szamot az atskalazéas arany-
szamanak nevezziik.

Megjegyzés. A jegyzetben leirt Osszes allitas és Osszefiiggés érvényben marad akkor
is, ha az eredetileg megadott d fiiggvény helyett annak egy d atskalazasat alkalmazzuk
tavolsagfiiggvényként.

Az atskalazas modszerével mindig elérhetd, hogy egy tetszélegesen kivilasztott szakasz
hossza 1 legyen.

A kOr és a gébmb értelmezése

A tavolsagfogalom alapjan lehet6ségiink nyilik tovabbi fogalmak definidlasara.

1.22. Definicié. Tekintsiink egy o sikot, abban egy O pontot és egy r pozitiv valos
szamot. Az O kozépponttal és r sugarral meghatéarozott o sikbeli korén (vagy més szoval
korvonalon) a k,(O,r) ={ Peo | OP =r } formuléval leirt alakzatot értjiik.

Megjegyzés. Méasképp fogalmazva, a k, (O, r) korvonal a o sik azon pontjainak halmaza,
amelyek az O ponttdl r tavolsagra vannak.

1.23. Definicio. Legyen adott a térben egy O pontot és egy r pozitiv valés szam. Az O
kozépponttal és az r sugarral meghatarozott gdmbon (vagy mas szoval gombfeliileten) a
GO,r)={ PeX | d(O,P)=r} Kkifejezéssel leirt alakzatot értjiik.



Az egybevagosagi transzformaciok

Ad: X x X — R tavolsagfiiggvény bevezetését kovetGen mar értelmezni lehet az egybe-
vagosagokat.

1.24. Definici6. Térbeli egybevagosagi transzformacion (vagy rovidebben egybevigo-
sagon) egy olyan ¢ : X — X bijektiv leképezést értiink, amelynél tetszéleges A, Be€ X
pontokra fenndll a d(A, B) = d(p(A),p(B)) Osszefiiggés és amely egyenest egyenesbe
képez.

A sikbeli és a térbeli zaszlok

Az egybevagosigi axidma kimondasahoz sziikségiink van a térbeli zaszl6 fogalméra. El6bb
azonban a sfkbeli zaszlot definialjuk.

1.25. Definicio. Egy félegyenesbdl és egy félsikbol allo alakzatpart sikbeli zaszlonak
mondunk, ha a félegyenest tartalmazza a félsik hataregyenese.

Megjegyzés. A félegyenest a zaszlo radjanak, a félsikot pedig a zaszlo lapjanak nevezzziik.
A félegyenes kezdGpontjat a zészld csicsanak hivjuk. A zaszl6 sikja az a sik, amelyik a
zészl6 lapjat tartalmazza.

Megjegyzés. Legyenek adva az A, B és C nem kollinearis pontok. Ezen pontharmas-
nak egyértelmien megfeleltethetd az a sikbeli zészl6, melyet az [A, B) félegyenes és az
[(A, B),C) félsik képeznek. A tovabbiakban az A, B, C pontharmashoz hozzarendelt
sikbeli zaszlot jelolje Z(A, B, C). Eszerint fennall Z(A, B,C) = ([A, B), [(A, B),C)).

8. abra. Az A, B, C pontharmassal meghatarozott Z(A, B, (') sikbeli zaszIo.

Megjegyzés. Vegylik észre, hogy a Z(A, B,C) és Z(B, A, C) zaszlok kiilonbozsek, mivel
az els§ zaszlonak az [A, B) félegyenes a rudja, a méasodiknak pedig a [B, A) félegyenes.

A sikbeli zaszl6 analdgidjara értelmezhets a térbeli zaszlo fogalma.
1.26. Definicio. Egy félegyenesbdl, egy félsikbol és egy féltérbsl allo alakzatharmast
térbeli zaszlonak mondunk, ha a félegyenes rajta van a félsik hataregyenesén és a félsikot
tartalmazza a féltér hatarsikja.

Megjegyzés. A félegyenest a zaszl6 rudjanak, a félsikot a zaszlo lapjanak, a félteret pedig
a térbeli zaszlo oldalanak nevezziik.

Megjegyzés. Legyenek adva az A, B, C, D pontok, amelyek nem komplanarisak. Ez a
pontnégyes az alabbiak szerint meghataroz egy térbeli zaszlot, melyet Z(A, B, C, D) fog
jelolni. Vegyiik az e = (A, B) egyenest, tovabb4 a 0 = (A, B,C) sikot. Tekintsiik az
[A, B) félegyenes, az [e, C) félsik és a [0, D) féltér altal alkotott zaszlot. Rendeljiik hozza
ezt az A, B, C, D pontnégyeshez. A pontnégyes altal igy meghatarozott térbeli zaszlot
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9. dbra. A Z(A, B, C) kibévitésével adodo térbeli zaszlok Z(A, B,C, D) és Z(A, B,C, E).

a tovabbiakban jelolje Z(A, B, C, D).

Megjegyzés. Ha vesziink egy sikbeli zaszlot, akkor annak sikja pontosan két félteret
hatarol. Amennyiben az egyik félteret hozzavessziik a sikbeli zaszlohoz, akkor ezzel a
bévitéssel egy térbeli zaszlot kapunk. Ezek alapjan vilagos, hogy barmely sikbeli z&szlo
csak kétféleképpen bévithetd térbeli zaszlova. (Lasd a 9. abrat.)

Az egybevagosagi axioma

Az 1.24. Definicié szerint az egybevagosagi transzformacié egy olyan bijekcio, amely
megdrzi a pontok tavolsagat (méas szoval tavolsagtarto) és egyenest egyenesbe képez.

Egybevagosigra legegyszertibb példa az tgynevezett identikus leképezés, amely a tér
Osszes pontjat fixen hagyja. Ezt id: X — X fogja jelolni.

Konnyt belatni, hogy egy egybevagosag szakaszt szakaszba, sikot sikba képez. Azt is
meg lehet mutatni, hogy félegyenest félegyenesbe, félsikot félsikba és félteret féltérbe visz.
Mint ismeretes, a térbeli zaszl6 egy félegyenesbdl, egy félsikbol és egy féltérbdl allo alak-
zatharmas. Emiatt az egybevagdsagi transzformacio egy zaszlot alkotd alakzatharmast
egy mésik olyan alakzatharmasba képezi, amely szintén egy zaszlot ad.

A tovabbiakban feltessziik, hogy teljesiil az alabbi alapigazsag is, melyet egybevagdsagi
axiomanak neveziink.

(EA) Ha adva van két térbeli zasz16, akkor egyértelmiien létezik egy olyan egybevagosagi
transzformacio, amely az elsé térbeli zaszIot a masodik zaszloba viszi.

Megjegyzés. A fenti (EA) axiéma azt mondja ki, hogy ha adva vannak a Z;, Z térbeli
zaszlok, akkor pontosan egy olyan ¢ : X — X egybevagosag létezik, amely a Z;-hez
tartozo félegyenest a Z5 zaszlo radjaba, Zi-hez tartozo félsikot a Z, lapjaba és a Z;-hez
tartozo félteret a Z, félterébe képezi. (Ezt az Osszefiiggést a tovabbiakban a p(2) = 2,
kifejezéssel irjuk majd le.)

Megjegyzés. Az axidomabol mar kovetkezik, hogy amennyiben egy egybevagosagnal van
olyan zaszlo, amelynek a képe 6nmaga, akkor a tekintett egybevigosag megegyezik az id
identikus leképezéssel.
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1.27. Definici6. Legyenek adva a ¢1 : X — X és o : X — X egybevagosagi transz-
szorzatanak mondjuk.
Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy a ¢s o 1 szorzat—leképezés is egy egybevagosag.

Korabban mar utaltunk arra, hogy egy sikbeli zaszlo kétféleképpen bévithets térbeli
zészlova. Emiatt az (EA) axioma alapjan konnyen igazolni lehet a kovetkezd kijelentést.
1.28. Allitas. Ha adva van két sikbeli zasz16, akkor pontosan két olyan térbeli egybeva-
gosag van, amely az elsd sikbeli zaszI6t a masodikba viszi.

A centralis tiikrozés

1.29. Definici6. Legyen adva a térben egy O pont. A térnek az O pontra torténd
tiikrozésén azt a 7 : X — X leképezést értjiik, ahol fennall 7(O) = O és egy O-tol
kiillonb6zs P pont 7(P) képét az alabbi feltételek hatarozzak meg:

(1) A P, O, 7(P) pontok kollinearisak és fennall d(O, P) = d(O, 7(P)).

(2) Az O pont a P és 7(P) pontok kozott van.

10. &bra. Tiikrozés az O pontra.

Megjegyzés. Az e6z6 definicioban leirt 7 leképezést szokas nevezni centralis tiikrozésnek
is. Ekkor az O pontot mondjuk a tiikr6zés centrumanak.

Megjegyzés. Egy adott AB szakasz azon F pontjat, amelyre AF = FB teljesiil, a
szakasz felezGpontjanak mondjuk.

Az 1.29. Definiciéban szerepls két feltétel egyenértékd azzal, hogy tetszéleges P € X
pont esetén a pontra tiikrozés O centruma felez6pontja a PP’ szakasznak, ahol P’ = 7(P).

Az eddigi feltevések és az egybevagosagi axidma alapjan méar bizonyithaté a kovetkezd
allitas is.
1.30. Allitas. A pontra tiikrozés egy egybevagosagi transzformacio.
Bizonyitas vazlata.
A 7 pontra tiikrozés centrumat jeldlje O. Rogzitsiink a térben olyan B, C, D pontokat,
amelyekkel fennall, hogy az O, B, C, D pontok nincsenek egy sikban, vagyis nem komp-
lanarisak. Vegyiik azon B,, C, és D, pontokat, amelyekre teljesiil, hogy az O felez6pontja
a BB,, CC, és DD, szakaszoknak.

Tekintsiik azon ¢ : X — X egybevagosagi transzformaciot, amely a Z(0, B,C, D)
térbeli zaszlot a Z(O, B,, Cy, D,) zaszloba viszi.

A p egybevagosagrol a kovetkezGket lehet belatni. A ¢ transzformacio egyediil az O
pontot hagyja fixen és a Z(O, B,, C,, D,,) zaszlot a Z(0, B, C, D) zaszloba képezi. Mivel
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a p o p szorzatleképezés a Z(0, B, C, D) zaszlot 6nmagéba képezi, fennall ¢ o ¢ = id. Ha
vesziink egy tetszdleges P € X pontot és annak P’ = o(P) képét, akkor a PP’ szakasznak
az O éppen a felezGpontja és ¢ felcseréli a P, P’ pontokat.

Ennek kovetkeztében a ¢ egybevagsig azonos az O pontra torténd 7 tiikrozéssel, tehat
T egy egybevagosagi transzforméacio. [

Az alakzatok egybevagdsaga

1.31. Definicio. Legyenek adva az A, B alakzatok. Ezeket egyméssal egybevagoaknak
mondjuk, ha van olyan ¢ egybevagosagi transzformécio, amelyre fennall p(A) = B.

Megjegyzés. Amennyiben az A, B alakzatok egybevagoak, azaz van olyan egybevigosag,
amely az A-t a B-be képezi, akkor ezt a kapcsolatot (més szoval relaciot) az A = B
kifejezéssel fogjuk jeldlni.

Megjegyzés. Ha adva van egy ¢ : X — X egybevagosagi transzformacio, akkor annak a
o~ 1 inverz-leképezése is egy egybevagosag. Ha tehat a ¢ az A ponthalmazt a B alakzatba
képezi, akkor fennall o1 (B) = A, vagyis igaz B = A.

Megjegyzés. Nyilvanval6 az (EA) axioma alapjan, hogy két korvonal (illetve két gomb-
felillet) pontosan akkor egybevigo alakzatok, ha a sugaraik egyenlGek.

A szogek mérése

1.32. Definici6. Legyen adott egy AOB< konvex sz0g. A szarakat tartalmazo egyenese-
ken vegyiink olyan A, és B, pontokat, amelyeknél az O csicspont elvilasztja az A pontot
az A, ponttol és a B pontot a B, ponttol. Ez esetben az AOB,< és BOA,< szbgeket az
AO B<t mellékszogeinek mondjuk.

11. dbra. Az AOB< szég mellékszogei AOB,<t és BOA,<.

Megjegyzés. Mivel a centralis tiikrozés egy egybevigosagi transzformécio, barmely kon-
vex sz0g mellékszogei egybevagdak egymassal.

Az eddigi feltevések alapjan méar igazolni lehet az alabbi allitast, amelynek bizonyita-
sdra most nem tériink ki.
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1.33. Allitas. Legyen adott egy félsik és annak hatéaran egy [O, A) félegyenes. A fél-
sikban pontosan egy olyan konvex szég van, amelynek egyik szdra megegyezik az (O, A)
félegyenessel és amely egybevagé a mellékszdgeivel.

1.34. Definicio. Egy konvex szoget derékszdgnek neveziink, ha az egybevigo a mellék-
szogeivel.

Jelolje most H az Osszes szogtartoméany halmazat. A szarszogeket (mas szoval a null-
szogeket) H nem tartalmazza. A szemlélet alapjan kézenfekvs, hogy igaz az alabbi tétel,
amely a szogek mérésére vonatkozik. A hosszadalmas bizonyitast nem kozoljiik.

1.35. Tétel. Legyen H az 0sszes szogtartomany halmaza. A ‘H halmazon egyértelmiien
létezik egy olyan p : H — R fiiggvény, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek:

(1) Tetszéleges S € H szogre igaz u(S) > 0.

(2) Ha S, és Sy egymassal egybeviago szogek, akkor fennall (1(S1) = u(Ss).

(3) Amennyiben az S szbget egy a csiicspontjabdl kiindulo, az S altal tartalmazott fél-
egyenessel felbontjuk az Sy és Sy szogtartomanyokra, akkor fennall ju(S) = p(S1) + p(S2).
(4) Ha az S szégtartomany egy derékszog, akkor p(S) = 90.

1.36. Definicio. Tetszdleges S szog esetén a pu(S) szamot az S szég mértékének mondjuk.

Megjegyzés. A szogek mérésére szolgalo p fiiggvény normalasara a (4) feltétel szolgal.
Mivel a derékszogek mértékének a 90 szamot valasztottuk, azt mondjuk, hogy a szogeket
most fokban mérjiik. Ez esetben a mérték mellett feltiintetjiik a fokra utalo © jelet.

B 52 C

S

12. abra. Az AOB< szdg felbontésa az [O,C) félegyenessel az Sy, Sy szogekre.

Az alabbi kijelentés, amelyet mar le lehet vezetni az eddigi feltevésekbdl, ugyancsak
Osszhangban van a szemlélettel.
1.37. Allitas. Legyen adott egy félsik, annak hataregyenesén egy (O, A) félegyenes,
tovabba egy « pozitiv valés szam, amelyre fennall 0 < a < 180. FEkkor a félsikban
pontosan egy olyan O csiicsii szog van, amelynek mértéke a és egyik szara az [O, A)
félegyenes.

Megjegyzés. Mivel két szog pontosan akkor egybevagd, ha a mértékiik egyenld, a késGb-
biek soran a sz6gén nemcsak egy konkrét szogtartomanyt értiink, hanem annak mértékét
is. Allapodjunk meg még abban, hogy a tovabbiakban az AOB< szimbélum nemcsak a
konvex széget, hanem annak a mértékét is jelélni fogja.
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Megjegyzés. Két egymassal nem egybevagd szog koziil azt mondjuk nagyobbnak, ame-
lyiknek a mértéke nagyobb.

A tovabbiakban a derékszognél kisebb konvex szoget hegyesszognek, a derékszdgnél
nagyobb konvex szoget pedig tompaszognek nevezziik.

Egybevagd haromszogek

A haromsziéglemez

Legyenek adva az A, B, C nem kollineéris pontok. Az AB, BC és C'A szakaszok uni6jat
az A, B, C csucsokhoz tartozé haromszogvonalnak nevezziik.
1.38. Definici6. Legyen adott harom nem kollinearis pont A, B és C. Tekintsiik
az A, B, C cstucspontokkal meghatarozott haromszogvonal e = (B, C), g = (C,A)
és h = (A, B) oldalegyeneseit. Az [e, A), [g, B) és [h,C) félsikok metszetét az A, B, C
csucsokkal meghatarozott haromszoglemeznek (vagy rovidebben haromszégnek) mondjuk.
Ezen haromszoglemezt ABCA fogja jeldlni.

Az ABC haromszoglemez A, B, C' csiucsokhoz tartozo szogein a CAB<, ABC'< és
BC A< szogeket értjiik.

Megjegyzés. Az egyszeriiség és a konnyebb megértés kedvéért az ABC haromszog
CAB<, ABC<« és BC A< szogeit a tovabbiakban az «, (8 és v szimbolumokkal is fogjuk
jelolni. Az a, b és c latin kisbetiik pedig a haromszdg oldalainak hosszat fogjak majd
jeldlni. Ezek szerint fennédll a = BC, b=CA és c¢= AB.

13. abra. Az ABC haromszdg geometriai adatai: a, b, ¢ és «, (3, 7.

Megjegyzés. Vegyiink egy ABC haromszoget. Az a = BC, b = CA, ¢ = AB ol-
dalhosszakat és az a« = CAB<, [ = ABC<, v = BCA< szogmértékeket a haromszog
geometriai adatainak mondjuk. Latni fogjuk, hogy ezek nem fiiggetlenek egymastol.

Megjegyzés. Legyenek adva az A;BiC1A és Ay ByCy/\ haromszogek. Ha van olyan
¢ : X — X egybevagosag, amelyre fennall p(A;) = As, ¢(B1) = By és o(C) = Cy, akkor
nyilvanval6, hogy ¢ az els6 haromszoget a masodikba viszi, vagyis fennall

p(A1B1C1A) = Ay ByCoA. Vilagos, hogy ekkor a két haromszog egybevagd, tovabba a
haromszogek megfelel6 oldalai és szogei paronként egyenléek, azaz teljesiil

a; =ag, by =by, c1 =cy és a1 = ay, Bi = B2, N1 = e
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A kovetkez§ tétel arrdl szol, hogy bizonyos esetekben a két haromszog egybevagosa-
gdhoz mar harom geometriai adat megegyezése is elegendd.
1.39. Tétel. Legyen adott két haromszog A1 B1C1 A és Ay BoCy/A. Létezik olyan egy-
bevagésag, amely az A; pontot As—be, a By pontot By—be és a C, pontot Cs—be viszi,
amennyiben az alabbi két feltételrendszer kéziil legalabb az egyvik teljesiil:
(l) AlBl = AQBQ, A101 = AQOQ és a1 = Q9.
(2) AlBl = AQBQ, a1 = Q9 és Bl = 52.
Bizonyitas.
Korabban mar targyaltuk, hogy egy nem kollinearis pontharmas egyértelmiien megha-
taroz egy sikbeli zaszlot. Tekintsiik most a két haromszog cstucsai altal meghatarozott
Z(Ay, By, Ch) és Z(Ag, By, Cy) sikbeli zaszlokat. Vegylik az egyik olyan ¢ : X — X egy-
bevagosagot, amely a Z( Ay, By, C}) sikbeli zaszlot a Z(As, By, Cy) zaszloba viszi. Eszerint
¢ az els6 zaszlo [Aq, By) rudjat az [Ay, By) félegyenesbe, az [(Ay, By), C1)) lapjat pedig az
[(Ag, By), Cy)) félsikba képezi. (Lasd a 14. abrat.)
(1) Tegyiik fel, hogy fennall A;B; = AyBs, A1Cy = AyCy és ap = . Mivel igaz
©([A1, B1)) = [A2, By), a tavolsagtartasbol azonnal adodik, hogy p(A;) = As és p(By) =
By teljesiil. A o([(A1, B1),Ch)) = [(Ag, By), Cs) és a; = a egyenldségekbdl pedig az 1.37.
Allitas alapjan kovetkezik, hogy igaz o([A1,C1)) = [As, Cy). Figyelembe véve, hogy ¢
meg@rzi a pontok tavolsagét, ebbsl mar adodik a p(Ch) = Cy Osszefiiggés.

4 \
o) By
b1
© by €2
831 @
Ay C1 By As
01 02

14. abra. ¢y = ¢y, by = by és a; = an, fenndllasa esetén a két haromszdg egybevago.

(2) Tegyiik fel most azt, hogy teljestil A1B; = AsBy, a3 = ag és 51 = [P2. Ekkor a
fenti ¢ egybevagosagnal igaz o(A1) = Ay és ¢(B1) = By. Az 1.37. Allitasbol kovetkezik,
hogy ¢ az [Ay, Ch), [B1,C) félegyeneseket az [Ay, Cy), [Ba, Cy) félegyenesekbe képezi. Ily
modon az (A1, Ch), [By, C) félegyenesek C7 metszéspontjanak ¢ szerinti képe megegyezik
a masik két félegyenes metszéspontjaval, vagyis fennall o(Cy) = Cy. Ezzel igazoltuk, hogy
a @ egybevagosag az Ay, By, C) pontharmast az A;, B, C; pontharmasba képezi. [J
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Egy haromszoget egyenld szarinak mondunk, ha van két olyan oldala, amelyek egyenlé
hossziasaguak. A kovetkezd allitas az 1.40. Tétel alapjan is igazolhato. Mi azonban egy
olyan igazolast adunk, amely csakis az (EA) egybevagosagi axioman alapul.

1.40. Allitas. Egy ABC haromszogben fennall a = b akkor és csak akkor, ha igaz o = 3.
Bizonyitas.

(1) Tegyiik fel, hogy az ABC haromszogben teljesiil a = b, vagyis BC = AC. Legyen
v X — X az egyik olyan egybevagosagi transzforméacio, amely a Z(C, A, B) sikbeli
zészlot a Z(C, B, A) sikbeli zaszloba képezi. Ekkor a [C) A) félegyenes képe a [C, B)
félegyenes lesz és teljesiil p(C) = C, p(A) = B. Mivel a [(C, A), B) félsik a [(C, B), A)
félsikba képezadik, az 1.37. Allitas miatt ¢ a [C, B) félegyenest a [C, A) félegyenesbe viszi,
amibdl mar kovetkezik, hogy ¢(B) = A. Eszerint a ¢ egybevigosag egymasba képezi a
CAB<«, CBA< szogtartoméanyokat. Mivel a két szog egybevagd, a mértékeik is egyenlGek,
azaz o = [3.

(2) Tegyiik fel, hogy az ABC héaromszogben fennall a = f3, vagyis BAC< = ABC<.
Vegyiik az egyik olyan ¢ egybevagosagot, amely Z(A, B, C) sikbeli zaszlot a Z(B, A, C')
sikbeli zaszloba képezi. Vilagos, hogy ekkor fennall p(A) = B és p(B) = A. Mivelaz A, B
csticsoknal 16vs szogek egyenléek, az 1.37. Allitas kivetkeztében ¢ egymaésba képezi az
[A,C) és [B,C) félegyeneseket, melyek a C' pontban metszik egymast. Emiatt ¢(C) = C
teljesiil. A ¢ egybevagosag tehat egymasba képezi az AC, BC szakaszokat. Ebbél pedig
kovetkezik, hogy teljesiil AC = BC. O

A parhuzamossagi probléma

Mint ismeretes, két egyenest egymassal parhuzamosnak mondunk, ha egyazon sikban van-
nak és nincs kozos pontjuk. Az alabbi 4llitas szerint a centralis tiikrézés egy a centrumon
nem atmend egyenest vele parhuzamos egyenesbe képez.
1.41. Allitas. Legyen adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkedé I pont. Tekintsiik
az I pontra toérténd tiikrézést, amelyet jeléljon 7. Ekkor a 7(g) képegyenes parhuzamos
a g egyenessel.
Bizonyitas.
A 7 centralis tiikrozés a ( g, F') sikot 6nmagaba képezi, tehat a 7(g) = h képegyenes benne
van ebben a sikban. Vegyiink egy A pontot, amely illeszkedik g-re. Ezt a 7 tiikkrozés vigye
A-t a P = 7(A) pontba. Vegyiik észre, hogy a P képpont nem lehet rajta a g egyenesen,
mivel az AP szakasz I felezGpontja nincs rajta g-n. Ebbél kivetkezik, hogy a g, h egye-
nesek kiillonboz6ek, azaz g # h. Mint ismeretes a 7 tiikrozésre igaz 7 o 7 = id, amibdl
kovetkezik, hogy teljesiil 7(h) = g.

Tételezziik fel, hogy a g, h egyeneseknek van egy M-mel jelolt kozos pontja, vagyis
M € g h. Vilagos, hogy fennall M # F. Mivel 7 egymasba képezi a g, h egyeneseket,
a 7(M) = N képpont is kozos pontja a 7(g) = h és 7(h) = g egyeneseknek. A 7 centrélis
tiikrozésnek F' az egyediili fixpontja, tehdt M # N. Eszerint a g, h egyeneseknek van két
kozos pontja, amibdl az kovetkezik az (IA2) kijelentés alapjan, hogy g = h. Ez viszont
ellentmond azon korabbi megéllapitasunknak, hogy a g, h egyenesek kiilonbozéek. Ily
modon azt kapjuk, hogy a g, h = 7(g) egyeneseknek nem lehet kozos pontja.

Tehat a g, h egyenesek egyazon sikban vannak és nincs kézos pontjuk, ami azt jelenti,
hogy parhuzamosak egymassal. [
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15. abra. Az 1.41. Allitas bizonyitésanak szemléltetése.

Az el6z6 allitas alapjan mar konnyen igazolhaté az alabbi tétel.

1.42. Tétel. Legven adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkedd P pont. Az altaluk
meghatarozott sikban van egy olyan egyenes, amely athalad a P ponton és parhuzamos a
g egyenessel.

Bizonyitas.

Vegyiink a ¢ egyenesen egy A pontot és az AP szakasz F felezépontjat. Tiikrozziik a
teret az F' pontra. Nyilvanvalo, hogy az F' pontra torténd 7 : X — X centralis tiikrozés
az A pontot a P-be viszi. Az elébbi 1.41. Allit4s szerint a P ponton dtmend 7(g) = h
képegyenes parhuzamos g-vel. [J

A geometria egy klasszikus problémaja

FelvetGdik a kérdés, hogy az eddigi feltevések (vagyis a bizonyitas nélkiil elfogadott alap-
igazsagok) alapjan vajon be lehet—e bizonyitani az alabbi kijelentést, amely 6sszhangban
all a szemléletiinkkel.

Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkedé P pont, akkor az éket tartalmazé
sikban csak egy olyan egyenes van, amely athalad a P ponton és nem metszi g—t.

A fenti kérdésfelvetést szokas mondani a parallellik probléméajanak. A szemléletbél
fakadoan a XIX. szazad elsé feléig sok matematikus tgy gondolta, hogy igenld a valasz, bar
a bizonyitést nem sikeriilt megtalalni. A korrekt vilasz azonban nemleges. Fz a felfedezés
Bolyai Janos magyar és N. I. Lobacsevszkij orosz matematikusok nevéhez fliz6dik. Az
1820-as évek végén Gk egyidejileg jutottak arra a kovetkeztetésre, hogy amennyiben a
fenti kijelentés tagadasat veszik alapigazsagnak (mas szoval axioméanak), akkor azzal is
egy ellentmondasmentes matematikai elméletet lehet felépiteni. Fzt a geometriai elméletet
kés6bb hiperbolikus geometrianak nevezték el.
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A pahuzamossagi axiéma

Az elmondottak alapjan tehat sziikségiink van az alabbi alapigazsagra is, amely megfelel
a szemléletliinknek és amelyet parhuzamossagi axiomanak neveziink.

(PA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkeds P pont, akkor az altaluk meg-
hatarozott sikban csak egy olyan egvenes van, amely athalad a P ponton és nem
metszi g—t.

A tovabbiakban feltessziik a (PA) parhuzamossagi axioma teljesiilését is. Azt a matema-
tikai elméletet, amely az eddig kimondott feltevésekre és axiomara épiil nevezik euklideszi
geometrianak.

A haromszig szdgeinek Osszege az euklideszi geometridban

Az 1.41. Allitasbol mar kovetkezik a centralis tiikrozésekre vonatkozo alabbi kijelentés,
amelyet célszeriinek tartunk kiilon kimondani.

1.43. Kovetkezmény. A pontra tiikrozés egy egyenest vagy vele parhuzamos egyenesbe,
vagy pedig 6nmagaba képez.

Az euklideszi geometridban fontos szerepet jatszik az alabbi tétel, amelyet a parhuzamos-
sagi axiéma alkalmazasaval lehet igazolni.

1.44. Tétel. Tetszbleges haromszogben a szdgek dsszege 180°.

Bizonyitas.

Vegyiink egy ABCA haromszoget. Az AC oldal felezSpontjat jelélje E, a BC oldal fele-
zépontjat pedig F. Az A, B, C cstcsokndl 1év6 szogek mértékét jeldlje o, [ és .

B’ h A’

16. dbra. Egy haromszog szogeinek dsszegzése.

Tekintsiik a g = (A, B) egyenest. A (PA) parhuzamossagi axioma miatt csak egy olyan
egyenes van, amely athalad C—n és parhuzamos g-vel. Jeloljiik ezt az egyenest h—val. Az
E, F pontokra torténd tiikrozések legyenek 7 és 7p. Nyilvan fennéll 75(A) = C és
Tr(B) = C. Ezek a tiikrozések g—t a C' ponton athaladé parhuzamos egyenesbe viszik,
vagyis teljesiil Tr(g) = h és 7r(g) = h.

Az A pontnak az F-re vonatkozo tiikorképe legyen az A" = 7p(A) pont, a B-nek az
E-re vonatkozo tiikorképe pedig legyen a B’ = 7x(B) pont. Ezek az A’ és B’ pontok
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egyarant rajta vannak a g—vel parhuzamos h egyenesen. Vildgos, hogy a CAB< sz0g
egybevagd az ACB'< szoggel és a ABC'<K egybevago az A'C'B< szbggel, hiszen a g, Tr
centralis tiikkrozések egymasba képezik ezeket a szogeket. Emiatt igaz ACB'<< = a és
A'CB< = p.

Lathato, hogy a C cstcsnal 1év6 ACB'<t, ACB< és A'C'B< szogek egylittesen egy
egyenesszdget adnak. Ily modon fennall a+ g+~ = 180°. U

1.45. Definicié. Egy haromszognél a cstcsbeli szogek mellékszogeit a haromszog kiilsé
szogeinek mondjuk.

Megjegyzés. Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy a haromszog egy kiilsG szoge megegyezik
a nem mellette fekvg két bels§ szog Osszegével. Emiatt a kiils§ sz6g mindig nagyobb a
nem mellette fekvd belsé szognél.

Megjegyzés. Az 1.44. Tételbsl azonnal adodik az is, hogy egy haromszogben legalabb
két hegyesszog van.

A haromszog-egyenltlenség igazolasa

A kovetkez§ allitasunk azt mondja ki, hogy egy haromszégben a nagyobb szoggel szemkozti
oldal a hosszabb.

1.46. Allitas. FEgy ABC/A haromszégben az a = BC, b = AC oldalakra fennall a < b
akkor és csak akkor, ha igaz o < 3.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy az ABCA haromszdgben teljesiil a < b, vagyis BC' < AC. A C'A oldalon
vegyiik azt a D pontot, amelyre fennall CD = C'B. Mivel a DBC/\ haromszog egyenld
szari, DBC'<< = CDB< teljesiil.

C

17. 4bra. A haromszdgben a nagyobb szdggel szemkozti oldal a hosszabb.

A CDB< egy kiils6 szoge az ABD/ haromszognek, igy az A cstcsnal 1év6 a = CAB<
sz0g kisebb a C'DB< szognél. Emiatt fennall az o < CDB< = DBC< < 3 Osszefiiggés.
A tétel megforditasa mar kénnyen belathaté az indirekt bizonyitas modszerével. [

1.47. Tétel. Tetszbleges ABC/A\ haromszogben az oldalak hosszaira fennall az a+b > ¢
egyvenlétlenség.

Bizonyitas.

Az ABCA haromszog (A, C) oldalegyenesén vegyiik azt a D pontot, amely C-t6l a ta-
volsagra van és amelyet a C' pont elvalaszt A—t6l. Eszerint igaz AD = a+ 0. A BDCA
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haromszogben fennall BC' = DC. Ebbdl kiévetkezik, hogy a CBD<, C'DB< szogek
egyenlek.

18. abra. A haromszig-egyenlétlenség igazolasanak szemléltetése.

Tekintsiik most az ABD/A haromszoget. Evidens, hogy ezen haromszogben a B cstics-
nal 1évé ABD< sz6g nagyobb a D csticsnal 1év6 AD B< szognél. Az eléz6 allitas szerint
emiatt az AD oldalhossz nagyobb AB-nél. Ily médon azt kaptuk, hogy fennall az a+b > ¢
egyenlGtlenség. [

Megjegyzés. A fenti 1.47. Tétel azt mondja ki, hogy egy haromszogben két oldal
hosszédnak az Osszege nagyobb a harmadik oldal hosszanal.

Ennek kovetkeztében, ha A, B és C nem kollineéris pontok, akkor igaz az
AB + BC > AC o0sszefiiggés.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fentiek szerint a d : X x X — R tavolsagfiiggvényre
vonatkozoan tetszéleges A, B, C pontok esetén fennall a d(A, B) +d(B,C) > d(A,C)
egyenlGtlenség.

Megjegyzés. Az 1.47. Tételt felhasznalva mar konnyt belatni, hogy ha egy haromszégben
vessziik két oldal hosszanak a kiilonbségét, akkor az igy nyert szam abszolat értéke kisebb
a harmadik oldal hosszanal, tehat teljesiil |a — b| < c.

A haromszog-egyenlStlenség ismeretében bizonyitani lehet az alabbi kijelentést is.
1.48. Allitas. A tér pontjainak X halmazan legyen adott egy olyan ¢ : X — X leképezés,
amely tavolsagtarto, azaz tetszoleges A, B € X pontokra fennall d(A, B) = d(¢(A), p(B)).
Ekkor ¢ egy egybevagosagi transzformacio.

Bizonyitas vazlata.

A tavolsagtartasbol adodik, hogy a ¢ leképezés kolesonosen egyértelmii (vagy méas szoval
injektiv). Az 1.47. Tételt alkalmazva igazolhato, hogy a ¢ leképezés egyenest egyenesbe
képez. Ezek alapjan be lehet latni azt is, hogy ¢ egy bijektiv leképezés. Ily modon ¢
eleget tesz az 1.24. Definicioban szerepld feltételeknek. [

Két metsz6 egyenes hajlasszoge

1.49. Definici6. Legyenek adva a g és h metsz6 egyenesek. Az altaluk meghatarozott
sikot a g, h egyenesek felosztjak négy olyan konvex szogtartomanyra, melyek szarai a
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g, h egyenesekre esnek és kdzos cstucspontjuk a metszéspont. A két egyenes hajlasszogének
mondjuk az igy nyert szogek koziil azokat (illetve azok meértékét), amelyek derékszognél
nem nagyobbak.

h

19. abra. A g, h egyenesek hajlasszége.

1.50. Definici6. Két metsz§ egyenesrdl azt mondjuk, hogy merélegesek egymésra, ha a
hajlasszogiik derékszog.

Tovabbi elégséges feltételek két haromszog egybevagosagihoz

1.51. Definici6. Egy AB szakasz (A # B) felez6merdlegeseinek mondjuk azon egyenese-
ket, amelyek dtmennek az AB szakasz felezGpontjan és merélegesek az ( A, B) egyenesre.

Az eddigi eredmények alapjan mar igazolni lehet az alabbi tételt is. A bizonyitasra
nem tériink ki, de a mellékelt 20. 4bra segitségével mar nem nehéz azt megadni.
1.52. Tétel. Egy o sikban legyen adva két pont A és B. Legyen [ az AB szakasz o—beli
felezémerdleges egyenese. Ekkor igazak az alabbi kijelentések.
(1) Az f felezémerdleges megegyezik a o sik azon pontjainak halmazéval, amelyek A-tol
és B—t6l egyenld tavolsagra vannak.
(2) Ha egy o—beli P pont nincs rajta az [ egyenesen és benne van az [f, A) félsikban,
akkor fennéll AP < BP.

f o
P
M\I\
A A B
C

20. abra. Az AB szakasz f felez6mer6legesének szerepe: AC = BC, AP < BP.
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Bizonyithato, hogy amennyiben két haromszogben az oldalak paronként egyenlGek,
akkor a két haromszog egybevagd. Az egybevagosidghoz az is elegendd, ha a két harom-
szogben két—két oldal és a hosszabbik oldallal szemkozti szog egyenls. Tehat igaz az alabbi
kijelentés, amely kapcsolédik a korabban kimondott 1.39. Tételhez.

1.53. Tétel. Legyen adott két haromszog A1 B1C1 /A és Ay BoCy/\. Létezik olyan egy-
bevagésag, amely az A; pontot As—be, a By pontot Bo—be és a C, pontot Cs—be viszi,
amennyiben az alabbi két feltételrendszer koéziil legalabb az egyvik teljesiil:

(3) a1 =as, by =by és ¢ = co.

(4) a1 =as, by =by és oy = g, tovabbd ay > by.

A sokszogekkel kapcsolatos alapvets fogalmak és Osszefiiggések
A poligonalisan 6sszefiiggs alakzat fogalma

1.54. Definici6. Legyen adva egy A, A, ..., A, véges pontsorozat (n > 2). A
pontsorozat szomszédos elemeit Gsszekots A; A (1 = 1,...,n — 1) szakaszok uniojat
torottvonalnak nevezziik.

Az Ay, A, pontokat a toréttvonal végpontjainak, az Ay, Asz,..., A, 1 pontokat a
torottvonal csatlakozasi pontjainak mondjuk. Az A;A; 4 (i = 1,...,n — 1) szakaszokat
hivjuk a téréttvonal oldalainak.

Megjegyzés. Véges pontsorozat alatt azt értjiik, hogy adva van véges sok pont és azok-
nak egy (az indexelés szerint) kitiintetett sorrendje. Az A;, A,,..., A, pontsorozattal
meghatéarozott toréttvonalat az Ay As ... A, szimbdolummal jeldljiik.

A toréttvonal hosszan az oldalak hosszainak az Osszegét értjiik. Konnytd beldtni, a
torottvonal hossza nem lehet kisebb a végpontok tavolsaganal.

AQ A4

21. abra. Egy nyilt toréttvonal.

1.55. Definici6. Egy A1 As... A, A, tordttvonalat zartnak mondunk, ha fennall
Ay = A, ;1. Amennyiben A; # A, teljesiil, akkor a térottvonalat nyiltnak nevezziik.

1.56. Definicio. Egy B alakzatot poligonalisan Gsszefiiggének neveziink, ha tetszéleges
PeB, QeB pontok esetén van olyan a B ponthalmaz altal tartalmazott téréttvonal,
amelynek végpontjai P és Q.
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22. adbra. Egy poligonalisan ésszefiiggd B sikbeli alakzat.

Megjegyzés. A konvex alakzatok nyilvan poligonalisan OsszefiiggGek. A konkav szogtar-
tomany szintén egy poligonélisan 6sszefiiggé ponthalmaz.

Legyen adva egy tetszGleges o sik és egy ahhoz illeszked6 e egyenes. Nem nehéz belatni,
hogy a o\ e ésaz X\ o ponthalmazok poligonalisan nem Gsszefiiggéek.

Megjegyzés. Amennyiben az Aj A, ... A, A, toréttvonal zart, akkor az Ay = A,
pontot is a csatlakozasi pontok kdzé soroljuk.

A torottvonal egy A; csatlakozasi pontjat egyben toréspontnak is mondjuk, ha az
A;1, A;, Ajyq pontok nem kollinearisak.

1.57. Definicio. Egy torottvonalat egyszertinek mondunk, ha az 6sszes csatlakozasi pontja
toréspont és barmely két oldalanak az esetleges csatlakozasi ponton kiviil mas kézos pontja
nincs.

A sokszog értelmezése

Egy torottvonalat sikbelinek mondunk, ha van olyan sik, amely azt tartalmazza. A tovab-
biakban olyan egyszeri zart torottvonalakat tanulményozunk majd, amelyek csatlakozasi
pontjai egyazon sikban vannak (méas szoval komplanérisak).

1.58. Definicio. Sokszogvonalon egy olyan sikbeli torottvonalat értiink, amely zart és
egyszer.

A sokszogvonalat szokas poligonnak is nevezni. Ez indokolja azt, hogy a sokszdgvonalat
a tovabbiakban II-vel jeloljiik.
1.59. Definicio. Legyen adott egy I1 = A A, ... A, A; sokszogvonal. Ez esetben az

A; (i =1,...,n) csatlakozasi pontokat a II sokszdgvonal csticspontjainak, az ( A;, A1)
(j=1,...n—1) és (A,, A1) egyeneseket a sokszogvonal oldalegyeneseinek nevezziik. Az
A1As, oo An 1AL, AL Ay szakaszokat hivjuk a sokszogvonal oldalainak, a tartalmazo

sikot pedig a II poligon sikjanak.

Megjegyzés. A Il = A1 Ay ... A, A, sokszbgvonalra az oldalak és a cstucspontok kozos
szama alapjan az n—oldala sokszogvonal elnevezést hasznaljuk. Vegyiik észre, hogy mindig
fennall n > 3.
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1.60. Definici6. Egy B alakzatot korlatosnak neveziink, ha van olyan () pont és r pozitiv
valos szam, hogy tetszéleges P € B pont esetén fennall a QP < r Osszefliggés.

Az alédbbi tételben szerepls kijelentések a szemlélet alapjan evidensnek ttinnek, de a
bizonyitasuk val6jaban nehéz. Emiatt itt nem is tériink ki a bizonyitasra.
1.61. Tétel. FEgyv o sikban legyen adva egy Il sokszégvonal. Ekkor igazak az alabbi
kijelentések.
(1) A o\ 1I alakzat poligonalisan nem Osszefiiggd.
(2) A o\ Il ponthalmaz egyértelmiien all el6 két olyan alakzat unidjaként, amelyek
poligonalisan ésszefiiggdek és nincs kozos pontjuk. A két alakzat koziil az egyik korlatos.

Megjegyzés. Az elézd tétel szerint egy 11 sokszogvonal az 6t tartalmazo o sikot két olyan
poligonalisan Osszefliggs alakzatra (vagy mas szoval tartoméanyra) osztja fel, melyeknek
nincs kézos pontjuk.

Mint ismeretes, két halmazt egymaéssal diszjunktnak mondunk, ha nincs kézos elemiik.
1.62. Definicio. Egy o sikban legyen adva egy II sokszogvonal. A o \ II ponthalmaz
el6all két diszjunkt, poligonélisan Osszefiiggs alakzat unidjaként. Vegyiik koziiliik azt az
alakzatot, amelyik korlatos. Fzen alakzat és a Il sokszogvonal uni6jat a II altal hatarolt
sokszogtartomanynak (vagy rovidebben csak a IT altal hatarolt sokszognek) mondjuk.

Megjegyzés. A o\ Il ponthalmazt unioként elGallito ket poligonalisan Gsszefiiggs alakzat
koziil a korlatosat a II altal hatarolt nyilt sokszégtartomanynak nevezziik. Ennek pontjait
mondjuk a II &ltal hatarolt sokszog bels6 pontjainak.

(o

Ai+1

23. dbra. Egy nem konvex sokszog és annak szdogei.

1.63. Definici6. FEgy o sikban legyen adva egy II sokszdgvonal. Tekintsiik a IT altal
hatarolt sokszoget és annak az A; csiucspontjat. Az A, 1 A;A; 1/ szogvonal altal hatarolt
két szogtartomany koziil vegyiik azt, amelyik tartalmaz nem széron fekvs, A; kezdGpontu
szakaszt. Ezt a szoget mondjuk a sokszog A; csticsbeli szogének.

Megjegyzés. Mint ismeretes, a nem konvex szogtartomanyt konkiv szognek hivjuk.
Ennek mértéke nagyobb, mint 180°.
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Vilagos, hogy egy konvex sokszognek nem lehet konkav szoge, tehat az Osszes szoge
konvex. Igazolhaté az is, hogy amennyiben egy sokszdg Osszes szdge kisebb 180°-nél,
akkor a sokszogtartoméany egy konvex alakzat. Ezek alapjan a kdévetkezd megallapitést
tehetjiik.

1.64. Allitas. Egy sokszogtartomany konvex akkor és csak akkor, ha az Osszes szdge
konvex.

Megjegyzés. A tovabbiakban a II sokszdgvonal altal hatarolt sokszoget is 11 fogja jeldlni.
Ha a sokszog oldalainak szama n, akkor azt n—oldald sokszognek nevezziik.

A konvex sokszogek egyik tulajdonsaga

Tekintsiink egy olyan n—oldala II sokszoget, amely konvex. Legyenek ezen konvex sok-
szogtartomany csticsai sorrendben Ay, Ag, ..., A,, a tartalmazé sik pedig legyen o.

Ha egy o—beli egyenesnek van a II sokszoggel kozos pontja, akkor a konvexitas miatt
az egyenes [I-vel vett metszete vagy egy szakasz, vagy pedig egyetlen pont. Eszerint az
e; = (A;, Aiyq) oldalegyenesnek a II-vel vett metszete megegyezik az A; A,y oldallal. Ez
alapjan konnytd belatni, hogy a hatarolé sokszogvonal benne van az e; oldalegyenes altal
hatarolt egyik félsikban. Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy a félsik a sokszogtartomanyt is
tartalmazza. (Lasd a 24. abrat.)

1.65. Definici6. Egy o sikban legyen adva egy II konvex sokszog. Azt a o—beli félsi-
kot, amelyet az e; oldalegyenes hatarol és amely tartalmazza a sokszoget, a II sokszog e;
oldalegyenessel hatarolt tamaszfélsikjanak nevezziik.

24. dbra. A Il konvex soksz6g egyik oldalegyeneséhez tartozo tamasztélsik.

A fentiek szerint evidens, hogy egy n—oldali konvex sokszog esetében n szamu olyan
tamaszfélsik van, amelyeknek hataregyenese a sokszog egyik oldalegyenese. Igazolhat6 az
alabbi kijelentés, amely a szemlélet alapjan kézenfekvének tiinik.

1.66. Allitas. Egy konvex sokszog el6all az oldalegyenesekkel hatarolt tamaszfélsikjainak
metszeteként.
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Megjegyzés. Egy sokszog két csiicsat 0sszekotd szakaszt a sokszog atlojanak nevezziik,
amennyiben a csticsok nem szomszédosak.

Egy sokszog szdgeinek Osszege

A konvex sokszog szogeinek Osszegére vonatkozik a kovetkezd jolismert allitas.
1.67. Allitas. Egy n-oldalii konvex sokszég szogeinek az osszege (n — 2) - 180°.
Bizonyitas.
Az 1.44. Tétel szerint a haromszogekben a szogosszeg 180°, tehat a haromszdgekre igaz a
fenti kijelentés. Ezt a tételt alkalmazzuk az n > 4 esetben is. Legyen adott egy n-oldala

Ay g
Ay

25. dbra. Konvex sokszég haromszogekre valo felbontasa atlokkal.

konvex sokszog, amelynél az oldalak szaméara fennéll n > 4. A sokszog csticsai legyenek
az Ay, ..., A, pontok. Vegyiik a konvex sokszdg A; cstucsbol kiindulé atloit. Ezek n — 2
szamu haromszogre bontjak fel a sokszoget. (Lasd a 25. abrat.) Vilagos, hogy a sokszog
szogeinek Osszege megegyezik az atlokkal nyert haromszogek szdgeinek Gsszegével. Emiatt
a konvex sokszog szogeinek dsszege (n —2)-180°. O

A szogosszeget megado kifejezés nemcsak a konvex sokszogek esetében igaz.
1.68. Tétel. Tetszoleges n—oldalii sokszognél a sokszog szégeinek dsszege (n — 2) - 180°.
Bizonyitas.
A bizonyitast a sokszogek konkéav szogeinek szamara vonatkozo teljes indukcidval végezziik.
A tovabbiakban jel6lje m a tekintett sokszog azon szogeinek a szamét, amelyek mértéke
nagyobb 180°-—nal.

Amennyiben fennall m = 0, akkor a sokszog konvex, tehat az 1.67. Allitas miatt igaz
a tételben szerepld Osszefiiggés.

Tegyiik fel, hogy a szogosszegre vonatkozo6 formula igaz az olyan sokszogekre, melyek-
ben a konkav szdgek szaméra fennall az m < k egyenl&tlenség.

Tekintsiink egy olyan II sokszoget, amelyben a konkiv szogek szdma m = k + 1.
Vegylink az egyik konkav szog csticsabol kiinduld olyan szakaszt, amely a cstcsbeli szo-
get két konvex szogre, a sokszdget pedig két sokszogre bontja fel. A szakasz megfelels
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26. abra. II felbontdsa olyan 11y, Il sokszdgekre, melyekben kevesebb a konkav szog.

megvalasztasaval elérhets, hogy a masik végpontja az II egyik oldalanak a belsé pontja
legyen. Jeldlje n a II sokszog oldalainak szamat. A felbontéassal nyert 11, és II; sokszogek
oldalainak szdma legyen n; és ny. Vildgos, hogy teljesiil az n; +no =n + 3 egyenlség.
A TI; és Il sokszogekben a konkév szogek szama nem nagyobb k—nal. Emiatt az
indukeios feltevés alapjan ezen sokszogekben a szogek sszege (n; —2) - 180° és
(ng —2)-180°. Vegyiik észre, hogy a tekintett I sokszog szogeinek Osszegét gy kaphatjuk
meg, ha a II; és II; sokszogek egylittes sz6gosszegébdl kivonjuk az egyenesszog mértékeét.
Eszerint a II sokszog szogeinek Osszege:
(ng —2)-180° + (ng — 2) - 180° — 180° = (n; + ny — 5) - 180° = (n — 2) - 180°.
Ebb6l méar kdévetkezik, hogy a sokszogbeli konkiv szdgek barmely m értéke esetén
teljesiil a tételben szerepls Osszefiiggés a szogosszegre vonatkozoan. [

A paralelogramma tulajdonsagai

Az euklideszi geometria felépitésében a haromszog mellett fontos szerepet jatszik a pa-
ralelogramma. Ennek jellemzéséhez sziikség van a kovetkezd allitasra, amely szerint két
egysiku egyenes parhuzamossagat el lehet donteni a szogek Gsszehasonlitasaval.
1.69. Allitas. FEgy sikban legyen adott két egyenes e és g. A sik egy tovabbi m egyenese
metssze el ezeket az egymastol kiilonboz6 M, N pontokban. Az e, m és g, m egyenespa-
rok a sikot négy-négy szégtartomanyra bontjak fel, melyek csiicsai M és N. Az igy nyert
szogek koziil vegyiink két olvan széget az M és N csicsokkal, melyek szarai tartalmazzak
az M N szakaszt és az m egyenesnek mas-mas oldalara esenek. Ez esetben az e, g egye-
nesek parhuzamosak egymassal akkor és csak akkor, ha ez a két sz6g egyenld.
Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy az M, N cstucsoknal kivalasztott szogek egyenlGek. Ekkor az e, g egyene-
sek nem metszhetik egymast, mert ellenkezd esetben a metszésponttal és M, N pontokkal,
mint csticsokkal, meghatarozott haromszdgben a sz6gosszeg nagyobb lenne 180°-nal. Eb-
bél viszont mar kovetkezik, hogy e és g parhuzamosak.

Tegyiik fel most azt, hogy e és g parhuzamos egyenesek. Vegyiik az M N szakasz
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M

F N m

27. dbra. Két egysiki egyenes parhuzamossaganak jellemzése szogekkel.

F felez6pontjat. Az F pontra torténd tiikrozés egymasba képezi az e, ¢ egyeneseket,
tovabba felcseréli az m &ltal hatarolt két félsikot. Emiatt centrélis tiikrozés a két szoget
is egymasba viszi. A két kijelolt szo0g tehat egybevago, vagyis a mértékiik egyenls. [

A tovabbiakban egy n—oldalt sokszoget révidebben csak n—szdgnek neveziink. Ha a sok-
sz0g oldalainak parhuzamossagardl szolunk, akkor ezen azt értjiik, hogy az oldalakat tar-
talmazé egyenesek parhuzamosak egyméssal.

Tekintsiink egy négyszdget, melynek cstcsai sorrendben A, B, C' és D. Ezt kovetGen
nevezziik ezt ABCD négyszognek. Vilagos, hogy az ABCD négyszognél az AB, CD
oldalakat, tovabba a BC, DA oldalakat hivjuk egymassal szemkozti oldalaknak.

Az alédbbi tételt agy lehet igazolni, ha felhasznaljuk a haromszogek egybevigosagaval
kapcsolatos eredményeket, a centralis tiitkrozés modszerét és az 1.69. Allitast. A gyorsabb
elérehaladas érdekében a bizonyitastol ezuttal eltekintiink.

1.70. Tétel. Legyen adva egy ABCD négysz6g. A négyszéggel kapcsolatos alabbi kije-
lentések egyenértékiiek egymassal, vagyis ha egyikiik igaz, akkor az Gsszes tobbi teljestil.

(1) A szemkdzti oldalak egyenesei egyméssal parhuzamosak.

(2) A négyszog atloi a felez6pontjukban metszik egymaést.

(3) A négyszig szemkozti oldalainak hossza egyenld, azaz fennall AB = CD és BC' = DA.
(4) A négyszognek van két olyan szemkozti oldala, amelyek parhuzamosak és egyenléek.

(5) A négyszogben a szemkozti szogek egyenléek.

1.71. Definicié. Paralelogramman egy olyan négyszoget értiink, amelynél a szemkozti
oldalak egyenesei egymassal parhuzamosak.

«,e .

tulajdonsigot alkalmaztuk feltételként.
Késébbi vizsgélatainkban fontos szerephez jutnak majd a paralelogrammaék, amelyek
tulajdonsigait az 1.70. Tétel irja le.
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2) A hasonl6sagi transzformaciok

A hasonlésag egy olyan transzformacio, amelynél barmely két térbeli pont képének ta-
volsaga egy rogzitett szamszorosa a két pont tavolsaganak. Azonban annak igazolasahoz,
hogy az euklideszi geometridban vannak olyan hasonlésdgok is, amelyek nem egybevago-
sagi transzformaciok, sziikség van a parhuzamos szel6k és a parhuzamos szelGszakaszok
tételére. Emiatt elGszor ezen tételek bizonyitasara keriil sor.

A parhuzamos szel6k és a parhuzamos szelGszakaszok tétele

Az alabbi allitas bizonyitasaban azt a tényt hasznéljuk fel, hogy a parallelogramma szem-
kozti oldalai egyenld hosszisaguak.

2.1. Allitas. Legyen adott egy nem elfajulé PyOP,/ szégvonal, amelynek szarait rendre
elmetszik az egymassal parhuzamos a, b, ¢, d egyenesek. Jeloljék A;, B;, C;, D; (i =1, 2)
a megfeleld metszéspontokat. Ha teljesiil az A1 By = C1 D, egyvenldség, akkor Ay By = Cy Dy
is igaz.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy a parhuzamos egyenesek altal az els6 szaron lemetszett szakaszokra fenn-
all AyB; = C1D;s.

P,

0 /A1 /31 /01 /Dl .

28. abra. A 2.1. Allitas bizonyitasanak szemléltetése.

A jeloléseket valasszuk meg oly moédon, hogy az A; pont kdzelebb legyen az O csicshoz,
mint a B; pont, tovabba a C) pont koézelebb legyen az O csticshoz, mint a D; pont.
Vegyiik azon A, és Cy kezdGpontu félegyeneseket, amelyek egyezd iranytak az (O, Pp)
félegyenessel. Az A, kezdSpontu félegyenesnek a b—vel vett metszéspontja legyen Bs,
tovabba a C5 kezd6pontu félegyenesnek a d-vel vett metszéspontjat jelolje Ds.

Az Ay By B3 A,y négyszoghen és a C1 D1 D3C5 négyszogben a szemkozti oldalak parhuza-
mosak, tehat mindkét négyszog paralelogramma. Az 1.70. Tétel szerint ekkor teljesiil
A1By = A3y B3 és C1 Dy = CyD3. Ebbdl viszont Ay By = Cy D3 kovetkezik.

Tekintsiik az Ay B3 Bo/\ és Cy D3 Dy /\ haromszogeket. Vegyiik észre, hogy a B3 AsBo<,
D3CyDo<t sz0gek, illetve az Ay B3 Bo<t, CyD3Dso<t szbgek egyallasu szogparokat képeznek,
tehat egyenlek. Emiatt az 1.39. Tételbdl mar adodik, hogy fennall az
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AsB3Bo A\ = Oy D3 Dy /N egybevagosag. Ily modon azt kapjuk, hogy igaz az Ay By = Cy Dy
Osszefliggés. [

A fenti allitason alapul a kovetkez$ nevezetes tételnek (a parhuzamos szelk tételének)
bizonyitasa.
2.2. Tétel. Legyen adott egy PiOP,/ szigvonal és olyan a, b (a # b) egyenesek,
amelyek a szOg szarait az O csiicstol kiilonbézé pontokban metszik. Tekintsiik az A; =
[O,P)Na, B;=[0,P)Nb (i=1,2) metszéspontokat. Ez esetben az a, b egyenesek
OB, OB

parhuzamosak egymassal akkor és csak akkor, ha fennall az = 2 Osszeliiggés.
OA;  0OA,

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy a szég szarait metszd a, b egyenesek parhuzamosak.

Vegyiink egy m pozitiv egész szamot. Az OA; szakaszt osszuk fel m szami egyenls
Ay

részre. Tekintsiik az igy nyert hosszisagu részszakaszok végpontjain dthaladé azon

egyeneseket, amelyek parhuzamosak a—val. Az el6z6 2.1. Allitas szerint ezen egyeneseknek
az (O, Py) szarral vett metszéspontjai az O A, szakaszt osztjak fel m egyenls részre. Az
OB, szakaszhosszt véve evidens, hogy egyértelmien 1étezik egy olyan n nemnegativ egész

szam, amellyel teljestil
OAl OAl

n

< OBy < (n+1)

Amennyiben a fenti egyenlGtlenségben osztast végziink az OA; pozitiv szimmal, az
B 1
n < @] 1 n —+

m =04, = m

Osszefiiggéshez jutunk.

O \‘\ \‘\ \‘\ \‘\ \Al \‘\ \‘\ \‘\ \B\i\ Pl

29. abra. Szemléltets dbra a 2.2. Tétel bizonyitdsdhoz (m =5 eset).

A

Az O cstesbol kiindulva mérjiik fel (n + 1)-szer az hosszt az [O, Py) szérra, és
m
a felmérések altal kapott részszakaszok Osszes végpontjan at hizzunk parhuzamosat az
a—val. Ismét alkalmazva a 2.1. Allitast beldthato, hogy fennall
OA2 OAZ

m m

n
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Osszuk el a fenti 6sszefiiggésben szerepls értékeket az O Ay pozitiv szdmmal. Ily médon

azt kapjuk, hogy teljesiil
n OB, n+1
— < <
m — OA, m
OB, ., OB,
és
0OA; OA,

szamnal. Ennek kovetkeztében a kiilonbségiikre igaz az

n
Belattuk, hogy az hanyadosok egyarant nem kisebbek az — szamnal,
m

n
viszont kisebbek az

m

OBy OB, 1

O0A,  OA, “m

egyenlGtlenség. Mivel ez barmilyen nagy m pozitiv egész szam esetén teljesiil, a két hanya-
dos kiilonbsége csakis 0 lehet. Ily médon igazoltuk, hogy az a, b parhuzamos egyenesek

OB, OB,
altal lemetszett szakaszok hosszaira fennall = .
0OA;  OA,
Forditott iranyban egyszerii a bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a P O P,/ szdgvonal szarait
. , .. OB, OB,
metszd a, b egyenesek esetében a lemetszett szakaszok hosszaira igaz az =
OA OA,

egyenldség.

Mint ismeretes, a B, ponton at pontosan egy olyan egyenes halad, amely parhuzamos
a—val. Jelolje most ¢ ezt parhuzamost. Ennek az [O, P,) szarral vett metszéspontja legyen
OB,  0C,
OA,  OA,
teljesiil. Ezaltal azt kapjuk, hogy fennall OBy = OC5, amibgl By = Cs adodik. A ¢ tehét
atmegy a By, By pontokon, ezért ¢ azonos b—vel. Ez pedig azt jelenti, hogy a b egyenes
parhuzamos a—val. [

Cs. A fentiek soran belattuk, hogy az a, c¢ egyenesek parhuzamossiga miatt

- OB, OB
Megjegyzés. A fenti tételben szerepld L 2

0OA, OA,
hetd 4B = A2 B és 4By = A2 By teljesiilése is
04,  OA, OB, OB, 7 ‘

Megjegyzés. Koznapi szohasznalatban a parhuzamos szel6k tételét az alabbiak szerint
is szoktak emliteni. Ha egy szog szarait parhuzamos egyenesekkel metsziik el, akkor az
egyik szaron kimetszett szakaszok hosszainak aranya megegyezik a masik szaron kimetszett
megfelel§ szeletek aranyaval.

Vegyiik észre, hogy a 2.2. Tétel ennél egy joval erésebb allitast mond ki annak ellenére,
hogy csak két metsz6 egyenesrdl szol.

Osszefiiggésbdl mar konnyen levezet-
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Az alabbi tételt, amely valdjaban kévetkezménye az el6z6nek, a parhuzamos szelGszakaszok
tételének szokas nevezni.

2.3. Teétel. Legyen adott egy PiOPy/ szogvonal és olyan a, b (a # b) parhuzamos
egyenesek, amelyek a szog szarait az O csiicstol kiilénbdz6 pontokban metszik. Tekintsiik
az A; =10,P)Na, B;=[0,P,)Nb (i =1,2) metszéspontokat. Ez esetben fennallnak

o 1
A4,  0A, © A4, OA,

Bizonyitas.
Az altalanossag elvét nem sértjiik azzal, ha feltessziik, hogy az A, metszéspont kdzelebb
van az O csicshoz, mint a By pont.

Osszetiiggések.

P,
B,
A2 B3
h
a b
0 g \A1 \31 P

30. dbra. Szemléltetés a 2.3. Tétel bizonyitasahoz.

Az [O, Py) szérat tartalmazo egyenes legyen g. Tekintsiik azt az Ay ponton athalado h
egyenest, amely parhuzamos a g-vel. Jelolje Bs a b, h egyenesek metszéspontjat. Vegyiik
észre, hogy az A, By B3A; négyszog egy parallelogramma, és ennek kovetkeztében fennall
A1Ay = B B;s.

Alkalmazzuk most a 2.2. Tételt a B; BoOZ szdgvonalra és a g, h parhuzamos szelGkre.

BB OB
Ily médon azt nyerjiik, hogy L2 = & teljesiil. Felhasznalva, hogy igaz B; B; = A As,
O BlBg OAQ O
BB B BB B
a AiAz = OAz egyenlGséghez jutunk. A 2.2. Tétel alapjan pedig fennall a AiAz = OAi

Osszefiiggés is. [

A hasonlésagi transzformacidk értelmezése

2.4. Definici6. Egy n: X — X bijektiv leképezést hasonlosagi transzformécionak (vagy
més szoval hasonlosagnak) neveziink, ha van olyan A pozitiv valos szam, hogy tetszdleges
A, B pontok esetén fennall a d(n(A),n(B)) = A-d(A, B) 0Osszefiiggés.

Amennyiben a 7 leképezés egy hasonlésag, akkor a A szdmot az n aranyanak mondjuk.

Megjegyzés. Az el6z6 definiciobol adédoan igazak az alabbi kijelentések. Amennyiben
az n hasonlésag ardanya 1 (vagyis A = 1), akkor n egy egybevigosag.
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Egy n hasonlosagi transzformécio ! inverz leképezése egy olyan hasonlosag,

amelynek az ardnya %
Legyenek 7;, 7o olyan hasonlosagi transzformaciok, amelyek ardnya A;, illetve Ao.

Ekkor a ny omy : X — X leképezés egy olyan hasonlosidgot ad, amelynek aranya s A;.

Megjegyzés. Azonban felvetddik a kérdés, hogy vannak—e olyan hasonlésidgok, amelyek-
nek az aranyszama kiilonbozik 1-t6l (vagyis amelyek nem egybevagosagok). Természete-
sen meg lehet mutatni, hogy a valasz igenlG.

Az egyezd iranyi és ellentétes iranyn félegyenesek

A tovabbi vizsgalatokban majd alkalmazni fogunk két ismert fogalmat a félegyenesekkel
kapcsolatosan. Ezeket célszertinek tartjuk egzakt moédon definialni.

2.5. Definici6. Legyenek adva a térben az A, B és C, D pontok, amelyekre fennall
A # B és C # D. Azt mondjuk, hogy az [A, B) és [C, D) félegyenesek egyez iranyuak
(vagy mas szoval azonos iranytak), ha az alabbi két feltétel koziil az egyik teljesiil.

(1) Az egyik félegyenes tartalmazza a masikat.

(2) Az (A,B), (C,D) egyenesek parhuzamosak egymassal és az ( A,C') egyenes nem
valasztja el a B, D pontokat.

/A B B A

31. abra. Egyezd irdnyu és ellentétes iranya [ A, B), [C, D) félegyenesek.

2.6. Definicio. Legyenek adva a térben az A, B és C, D pontok, amelyekre fennall
A # Bés C # D. Azt mondjuk, hogy az [ A, B) és [C, D) félegyenesek ellentétes iranyu-
ak, ha az alabbi két feltétel koziil az egyik teljesiil.

(1) A két félegyenes egyazon egyenesen van és egyik félegyenes sem tartalmazza a masikat.
(2) Az (A, B), (C,D) egyenesek parhuzamosak egymassal és az (A, C') egyenes elva-
lasztja a B, D pontokat.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a centralis tiikrozés egy félegyenest azzal ellentétes
iranyu félegyenesbe képez.

Az alabbi jolismert fogalmak a szdgparokra vonatkoznak.
2.7. Definici6. Legyenek adva az A;01B1<C és A3O;By<t konvex szogek. Ezekrdl azt
mondjuk, hogy egyallasu szogpart képeznek, ha az [0y, A;) félegyenes egyezd iranyu az
[0, Ag) szarral és az [Oq, By) félegyenes azonos iranyu az [Oq, Bs) szarral. Amennyiben
a A101B1< és Ay09By<t szogek megfeleld szarai ellentétes irdnyuak, akkor azt mondjuk,
hogy A10,B1<t és A0y By egy valtoszogpart alkotnak.
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A O,

32. dbra. Az A1O1B1< és AyO,By<t valtoszdgek.

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy amennyiben az A101B1<q és AsOs Byt szogek
valtoszogpart vagy egyallasu szogpart képeznek, akkor a két szog egybevagd. Ugyanis,
valtoszogpar esetén az 0,0, szakasz F' felezGpontjara valo tiikrozés a két szoget egymasba
képezi. (Lasd a 32. abrat.)

Ha A,0:B,< és Ay0,B,< egyallast szogpart alkotnak, akkor az O;0, szakasz fele-
zépontjara és az Oy pontra vald tiikrozések szorzata viszi az els6 szoget a méasodikba.

A koézéppontos hasonlésagok

Az euklideszi geometria felépitésében fontos szerepet jatszanak a centralis hasonlésagok.
2.8. Definici6. Legyen adott a térben egy O pont és egy A (A # 0) valés szam. Az
O centrummal és A elGjeles arannyal meghatarozott kozéppontos hasonlosagon (vagy maés
szoval centralis hasonlosagon) azt a k : X — X leképezést értjiik, ahol kK(O) = O és egy
tetszdleges P (P # O) pont P’ = k(P) képét az alabbi feltételek hatérozzék meg:

(1) Ha A > 0, akkor P’ rajta van az [O, P) félegyenesen. Amennyiben A < 0, akkor P’ az
(O, P) egyenesnek a masik O kezdGpontu félegyenesén van.

(2) Az O, P’ pontok tavolsagara fennall a d(O, P') = |\| - d(O, P) 0Osszefiiggés.

Megjegyzés. Vegylik észre, hogy a kozéppontos hasonlosag dnmagukba képezi az O
centrumon athalad6 egyeneseket és sikokat.

Vilagos, hogy amennyiben a kozéppontos hasonlésag elGjeles ardnya —1, akkor az
megegyezik az O pontra valo tiikrozéssel

A fenti definici6 alapjan konnyi belatni azt is, hogy igaz az alabbi kijelentés.
2.9. Allitas. Legyen adott egy  : X — X kézéppontos hasonlésig, melynek centruma
az O pont és elGjeles aranya \. 'Tekintsiik a térnek az O pontra torténé 7 : X — X
tiikrézését. Ez esetben a ko T = T o Kk szorzatleképezés azt a centralis hasonlésagot adja,
amelynek kézéppontja O és elGjeles aranya —\.
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A kovetkez§ tétel bizonyitasaban fel fogjuk hasznalni a parhuzamos szel6k és a parhu-
zamos szelGszakaszok tételét.
2.10. Tétel. Egy O kiézépponttal és egy N (A # 0) elGjeles ardannyal meghatéarozott
k: X — X kozéppontos hasonlésagra igazak az alabbi kijelentések.
(1) A k leképezés egy hasonlésagi transzformacio az |\| ardnnyal.
(2) A k barmely egyenest azzal parhuzamos egyenesbe vagy énmagaba, szakaszt szakasz-
ba képez.
(3) A k leképezés tetszlleges sikot azzal parhuzamos sikba vagy o6nmagaba képez.
(4) A k egy félegyenest azzal egyezd irdnyii félegyenesbe képez, ha fennall A > 0. Ha a A
értéke negativ, akkor k egy félegyenest azzal ellentétes iranyu félegyenesbe visz.
Bizonyitas.
El6szor azt az esetet vizsgéaljuk, amikor a A elGjeles arany egy pozitiv szdm. Tegyiik fel
azt is, hogy A # 1, azaz K # id.
(1) Azt kell igazolnunk, hogy tetszSleges A, B pontokra fennall a d(k(A),x(B)) =
A - d(A, B) osszefiiggés. Konnyen be lehet latni, hogy ez az egyenlGség teljesiil, ha az
O, A, B pontok kollinearisak.

Legyenek A és B (A # B) olyan pontok, amelyek e = (A, B) egyenese nem megy at O—
n. Tekintsiik a két pont képén athaladd g = (A’, B’) egyenest. Alkalmazzuk a 2.2. Tételt
OA" OB
OA OB’

az AOB/ szbgvonalra és a szarakat metsz6 e, g egyenesekre. Mivel igaz \ =

azt kapjuk, hogy az e, g egyenesek parhuzamosak egymaéssal.

33. abra. A 2.10. Tétel bizonyitasanak szemléltetése.

Tekintsiik most az AO B/ szogvonalhoz tartoz6 AB és A’B’ szelGszakaszokat. Ezekre
A'B’ OA
a 2.3. Tétel alapjan fennall az = = )\, Osszefiiggés, amib6l mar adodik

AB OA
A'B' = X\ - AB teljesiilése.
(2) Evidens, hogy amennyiben egy egyenes athalad az O ponton, akkor annak a x szerinti
képe dnmaga. Tekintsiink most egy olyan e egyenest, amely nem megy at O—n. Vegyiik
az e egyenesen két pontjat A—t és B-t, tovabba ezen pontok képeit. Mint az a fentiek
sordn mar kideriilt, az e, g egyenesek parhuzamosak egyméssal. Legyen P egy tetszGleges
pont az e-n, és az (O, P) egyenes messe el gt a P pontban. Alkalmazva 2.3. Tételt az
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OP 0A

AOPL sz6 1 — =
O szogvonalra az

vagyis a P’ = k(P) képpont rajta van g—n. Ily modon belattuk, hogy x az e egyenest a

vele parhuzamos g egyenesbe képezi.

Az eddig leirtakbol mar az is kovetkezik, hogy egy szakasz képe megegyezik a végpon-
tok képeit O0sszekots szakasszal.
(3) Azt mar belattuk, hogy a x barmely egyenest azzal parhuzamos egyenesbe vagy 6n-
magaba képez. Az egyenestart6 tulajdonsag alapjan fogjuk most igazolni, hogy a centralis
hasonlésag sikot sikba képezi.

— )\ Osszefiiggéshez jutunk. Eszerint fennall P = P/,

34. dbra. A kézéppontos hasonlosag szemléltetd abraja.

Vegyiink a térben egy o sikot és azon harom nem kollineédris pontot, melyek legyenek
A, B és C. Tekintsiik az A" = k(A), B’ = k(B) és C' = k(C) képpontokat, tovabba a
hozzajuk illeszkeds sikot, melyet jeldljon o. Legyen P a o siknak egy olyan egy pontja,
amely rajta van az ABC/A haromszog egyik oldalegyenesén. Vilagos, hogy a P’ képpont
az A'B'C' A haromszog egyik oldalegyenesére esik. (Lasd a 34. abrit.)

Valasszunk egy olyan o-beli R pontot, amely nincs rajta az ABCA egyik oldalegyene-
sén sem. Vegyiink egy olyan a P-rte illeszkedd e egyenest, amely athalad az ABC'A egyik
cstcsan és elmetszi az azzal szemkozti oldalegyenest egy P pontban. Mivel az ¢/ = k(e)
egyenesnek és p—nak van két kozos pontja, ¢’ benne van a o sikban. Ebbdl mar kovetkezik,
hogy az R’ = k(R) pontot is tartalmazza p. Ezzel belattuk, hogy fennall k(o) = p.

Amennyiben a o stk nem megy at az O centrumon, akkor konnyt belatni, hogy c—nak
és p—nak nem lehet k6z0s pontja. Ez viszont azt jelenti, hogy a o és ¢ parhuzamosak.

(4) A félegyenesek r szerinti képeire vonatkozo kijelentés teljesiilése méar nyilvanvalo.
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Tekintsiik most azt az esetet, amikor \ < 0.
Vegyiik azt a & kozéppontos hasonlosagot, amelynek centruma O és elGjeles aranya |l
A fentiek soran igazoltuk, hogy a & transzformaciora teljesiilnek az (1), (2), (3) és (4)
kijelentések. A 2.9. Allitasnak megfelelGen fennall a k = 7 o & Gsszefiiggés, amelyben 7
az O pontra tiikrézés. Mivel T egy tavosagtartd transzformécio, vagyis egybevagosag, azt
kapjuk, hogy barmely A, B pontokra teljesiil:
d((A), k(B)) = d(r(&(A)), 7(7(B))) = d(#(A), &(B)) = |\ - d(A, B).
Ebbdl mar adodik, hogy ~ egy hasonlosagi transzformécié az |A| arannyal. (Ehhez lasd a
2.4. Definiciot.)

Mivel a (2) és (3) kijelentések teljesiilnek a 7 és & transzformaciokra, igazak a kK = ToR
transzformaci6 esetében is.

A 7 pontra tiikrozés egy félegyenest vele ellentétes iranyu félegyenesbe képez. Emiatt
a (4) kijelentés is teljesiil a xk kozéppontos hasonlosagra. O

A 2.10. Tétel alapjan azt mar konnytd belatni, hogy a centralis hasonlosag félsikot
félsikba, szogvonalat szdgvonalba és szdgtartomanyt szégtartoméanyba képez.

Vegyiik észre, hogy a 2.10. Tétel (4) kijelentése kovetkeztében az alabbi megéllapitést
tehetjiik a szogekre vonatkozoan.
2.11. Allitas. Legyen adott egy k kizéppontos hasonlésig, amelynek az ardnya \. Ha
fennall A > 0, akkor a xk barmely sziget azzal egyallasi szogbe képez. Ha pedig A < 0
teljesiil, akkor egy sz0g és annak a k szerinti képe valtoszogpart alkotnak.

Megjegyzés. A vizsgélataink sordn tehat belattuk, hogy a kozéppontos hasonlosag egy
szogtartomanyt vele egybevago szégtartomanyba képez, vagyis meg6rzi a szogek mértékeét.

A hasonlésagi transzformacidk jellemzése

Az alabbi targyalasunk f6 célja annak igazolasa, hogy a hasonlésagi transzformacié egy
szoget azzal egyenld mértéki szogbe képez. Ehhez majd fel fogjuk hasznalni a kovetkezd
tételt is.
2.12. Tétel. Egy \ aranyt n hasonlosagi transzformacié mindig el6all egy p egybevagosag
és egy \ aranyu k kézéppontos hasonlésag ok szorzataként.
Bizonyitas.
Legyen adva egy 1 : X — X hasonlosig, amelynek az ardnya .

Valasszunk a térben egy O pontot. Tekintsiik azt a & kozéppontos hasonlosagot.

amelynek a centruma O és az ardnya —. Ekkor az n o k szorzatleképezés egy olyan ha-

sonlosagi transzformacio, amelynek az ardnya 1. Eszerint a ¢ = no k leképezés egy
egybevagosag.

Vegyiik most azt a x kozéppontos hasonlosagot. amelynek szintén az O pont a cent-
ruma, de az ardnya A. Nyilvanvalo, hogy k és A& inverz—leképezései egymasnak, vagyis
fennall %ok = id. Ezéltal azt kapjuk, hogy ook = (nok)ork =no(hkok)=noid=n
teljesiil. Ily modon belattuk, hogy n elgall a ¢ egybevagodsag és a x centralis hasonlosag
szorzataként, vagyis igaz n = pok. U

Megjegyzés. A fenti bizonyitéasi eljaras alapjan igazolhato, hogy az n hasonlosig elGall
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az 1 = kK o ¢ szorzat alakjdban is. Ez esetben el6bb a ¢ egybevagosagot hajtjuk végre,
majd azt kovetden a x kozéppontos hasonlosidgot.

Megjegyzés. A kozépiskolai oktatasban a hasonlosagi transzformaciot agy szoktak értel-
mezni, mint egy kdzéppontos hasonlosag és egy egybevagdsag egymas utani végrehajtasa-
val nyert transzforméciot.

Az el6z6 eredmények alapjan mar be tudjuk bizonyitani, hogy a hasonlosag egy szog-
tartoméanyt azzal egybevagd szogbe képez.
2.13. Tétel. Tetszdleges n hasonlosagra teljesiilnek az alabbi kijelentések.
(1) Egyenest egyenesbe, szakaszt szakaszba és sikot sikba képez, tovabba n megdrzi az
egyenesek és a sikok parhuzamossagat.
(2) Béarmely széget azzal egyenlé mértékii szégbe képez.
Bizonyitas.
Vegyiink egy 1 : X — X hasonlosagi transzforméaciot. A 2.12. Tétel alapjan van olyan ¢
egybevagosag és k kozéppontos hasonlosag, hogy n megegyezik ezek ¢ o k szorzataval,
azaz fenndll n = p o k. Az el6z6 vizsgalataink soran mar belattuk, hogy x-ra igazak az
(1), (2) kijelentések. Emellett ezek teljesiilnek barmely egybevagosagi transzforméciora.
Ennek kovetkeztében (1) és (2) igazak az n = ¢ o k hasonlosagra is. [

A haromszodgek hasonlésaganak feltételei

A hasonl6 haromszogek vizsgalatahoz el6bb be kell vezetniink a hasonl6 alakzatok fogal-
méat. Maga a definici6 egyébként kézenfekvds.

2.14. Definici6. Legyen adva két alakzat A és B. Ezeket egyméssal hasonloaknak mond-
juk, ha van olyan 7 : X — X hasonlosagi transzformacio, amellyel fennall n(A) = B.

Megjegyzés. Amennyiben az A, B alakzatok hasonléak, akkor az A ~ B szimbélummal
jeloljiik ezt a kozottiik fennalld kapcesolatot.

Megjegyzés. Vilagos, hogy barmely két kor (illetve barmely két gémb) egymassal hasonlo
alakzatok.

A hasonlésagok alapvetd tulajdonsaga az, hogy megérzik a szogtartomanyok mértékét.
Emiatt a hasonlé haromszogek esetében igaz az alabbi kijelentés.
2.15. Allitas. Legyenek A;B,C1/\ és AyByCy/\ olyan haromszogek, melyekhez létezik
olyan n : X — X hasonlésagi transzformacio, hogy fennall n(A;) = Ay, n(B,) = By és
n(Ch) = Cy. Ekkor a haromszégek szégeire és oldalaira teljesiilnek az
a1 =aqg, 81 =0 Y1 =" 6és a2 _ b—2 -2 osszefiiggések.
ai by 1

Bizonyitas.
Vilagos, hogy az 1) hasonlosag az els6 haromszoget a masodikba viszi. Mivel a hasonlosag
szogtartd, a hadromszogek szogei paronként egyenlGek.

Jel6lje A az n hasonlosadgnak az aranyat. Mivel n az A1 B;C;A oldalait az Ay BsCy/A
oldalaiba képezi, fennéll as = A-ay, by = X-b; és co = A\ - cy. Ezekbdl pedig adodik,

as ba ] ]

hogy teljesiil A= —=—==—.
aq bl C1
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A kovetkez6 alapvetd tétel két haromszog hasonlosagahoz ad meg elégséges és egynttal
sziikséges feltételeket.
2.16. Tétel. Legyen adott két haromszog A1 B C1A\ és AyBsCy/A.  Létezik olyan
hasonlésag, amely az A, pontot As—be, a By pontot Bs—be és a C; pontot Cy—be viszi,
amennyiben az alabbi négy feltételrendszer kioziil legalabb az egyik teljesiil:

2 C2
1 —= A —_— = .
(1) a1 =ay és b o
(2) a) = a2 és %1 = fa.
Q9 2 2 Ca
3 _— = — A —_— = .
() aq b1 o bl C1
b
(4) b_2 =2 & B = B2, tovabba by > c;.
c
Bizonlyités.1

Tegyiik fel, hogy a megadott négy feltétel koziil az egyik teljesiil.

Vegyiik azt a k kdzéppontos hasonlosagot, amelynek centruma az A; csics és az ardnya

A= % Az els6 hdromszog csiicsainak a k szerinti képei legyenek A = Ay, B, = k(B1)
1

6s C) = k(Ch). Vilagos, hogy az A B,CL A haromszog ¢; = A, B, oldalara fennall & = ¢,

a szogeire pedig i igaz. oq = ay, 51 B1 és 41 =,

Tekintsik az A13101A és Ay BoCy/\ haromszogek megegyezd geometriai adatait. Az
1.39. és 1.53. Tételek felhasznalasaval mind a négy esetben belathato, hogy van olyan ¢
egybevagosagi transzformacio, amely az Ay, By, C; pontharmast az Ay, Bs, Cs ponthér-
masha képezi, vagyis az A BCi A haromszoget az A; BoCy/A haromszogbe viszi. Vegyiik
most a n = o k szorzatleképezést. Vildgos, hogy ezen 1 hasonlésigi transzforméciora

teljesiil n(Ay) = Aa, n(By) = By és n(C1) = Cy, ami igazolja a tételt. [

35. dbra. Szemléltetés a 2.16. Tétel bizonyitasahoz.
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A Pitagorasz—tétel igazolasa hasonldésaggal

Mint ismeretes, egy haromszéget akkor mondunk derékszogiinek, ha az egyik szoge de-
rékszog. Az el6zd tétel felhasznalasaval méar kdnnyen igazolni lehet a kdvetkez6 kdzismert
eredményt, Pitagorasz tételét.

2.17. Tétel. Ha egy ABC/A haromszégben a C csiicsbeli sz6g derékszog, akkor az
oldalakra fennéll az a® + b* = ¢ ésszeliiggés.

Bizonyitas.

Vegyiink egy olyan ABC/A haromszoget, amelyben a C' csticsbeli szog derékszog, vagyis
v = 90°. A C csicsbol az (A, B) oldalegyeneshez htzott merdleges szakasz talppontja
legyen T'. Vezessiik be a ¢y = AT, co = T'B jeloléseket.

36. abra. Szemléltetés a Pitagorasz—tétel bizonyitasahoz.

Tekintsiikk az ACT/A és BCT/A derékszogli haromszogeket. Mivel egy derékszogi
haromszogben a két hegyesszog Osszege 90°, azt kapjuk, hogy fennall ACT< = [ és
BCT< = a. Mivel az ACTA és ABC/A haromszogekben a szogek paronként egyenlGek,
a 2.16. Tétel szerint ezek hasonldak egymassal, vagyis fennéll ACTA ~ ABCA. A 2.15.

Allitas alapjan a haromszogek megfelelé oldalainak hanyadosai egvenlsek, azaz teljesiil

b
— = g, amib6l a b? = ¢, ¢ Osszefiiggés adodik. Vilagos, hogy a BCT/A, BACA
C1

haromszogek is hasonloak. Ez alapjan pedig azt nyerjiik, hogy fennall 4 E, illetve
Co a

a’? = cyc. A fenti eredmények kovetkeztében igaz az
a>+ b =cycteic= (¢ +c)e=c
Osszefliggés. [

Megjegyzés. Ismeretes, hogy a derékszogi haromszogben a derékszoggel szemkozti oldalt
atfogonak, a mésik két oldalt pedig befogonak nevezziik.

Az el6z6 bizonyitas soran belattuk, hogy az ABC/A derékszogi haromszog a, b be-
fogoira fennallnak az a®? = cyc és b = c; c Osszefiiggések. Ezeket a befogotétel néven
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szokés emliteni. Eszerint a derékszogii haromszog barmelyik befogéja mértani kozepe az
atfogonak és a befogo atfogora esé merdéleges vetiiletének.

Megjegyzés. Alkalmazzuk a 2.17. Tétel bizonyitasdban szerepld jeloléseket. (Lasd a 36.
abrat.) Vilagos, hogy az ACTA, CBTA haromszogek is hasonloak egymassal. Emiatt
a derékszogii C' csucshoz tartozo m magassagra fennall m/cy = ¢1/m, amibdl az

m? = cjcy Osszefiiggés adodik. Mint ismeretes, ezt nevezik magassagtételnek.

Eddigi ismereteink alapjan mar kénnyen igazolhaté a Pitagorasz—tétel megforditasa.
2.18. Allitas. Ha egy ABC A hiromszég oldalaira fennéll az a® + V* = ¢* ésszefiiggés,
akkor a haromszog C' csiicsbeli szoge derékszig.

Bizonyitas.
Legyen adva egy olyan ABCA héaromszog, amelynek oldalaira teljesiil az a? + 0* = c?
egyenlGség.

Tekintsiink egy olyan A; B1C1/A héromszoget, melynek C cstcsbeli szoge derékszog
és a C1By, C1A; oldalaira fennéll C1B; = CB = a, C1A; = CA = b. Vilagos, hogy
létezik ilyen A;B;C;/A haromszég. A Pitagorasz-tétel miatt az A; BiC1/A derékszdgi
haromszog harmadik oldalara igaz (A,B;)? = a* + b* = ¢ = AB?. Emiatt az A, B,C; /A
és ABCA haromszogek oldalai paronként egyenlek. A 1.53. Tétel alapjan van olyan
¢ egybevigosag, amely az Ay, B;, C) pontharmast az A, B, C ponthérmasba viszi,
tehat az egyik haromszoget a masikba képezi. EbbGl mar kovetkezik, hogy az ABC/A
haromszognek a C' cstcsbeli szogére fennall ACB< = A;C1B1<=90°. O

Haromszogre vonatkozo allitasok igazolasa hasonlésaggal

Legyen adva egy ABC'/A haromszog. Ismeretes, hogy a haromszog oldalainak felezd me-
rélegesei a haromszog koré irt kor O centruméban metszik egymast. A haromszog S
silypontja a harom sulyvonal kézos pontja, amely harmadolja a sulyvonalakat. A ma-
gassagvonalak M metszéspontjat hivjuk magassagpontnak. A szogfelezs félegyenesek @)
metszéspontja adja a beirt kor kézéppontjat. Az O, S, M, @ pontokat szokds a harom-
sz0g nevezetes pontjainak nevezni. Mint latni fogjuk, a négy nevetes pont koziil harom
egy egyenesen van.
Az kévetkez§ allitas igazolasahoz a kozéppontos hasonlésigot fogjuk alkalmazni.

2.18. Allitas. Tetszéleges ABC/\ haromszogre igaz, hogy az S silypont rajta van az

OM szakaszon és fennall az OS = %OM Osszefiiggés.
Bizonyitas.
Az ABCA haromszog oldalfelez6 merdlegesei legyenek az  f,, f», f. egyenesek. Ezek
O kozos pontja az ABCA koré irt kor kozéppontja. Az ABC/A magassagvonalait jelolje
ha, hy és he.

Mivel ezek az egyenesek mer6legesek a haromszog oldalaira, h, parhuzamos a f,—val,
hy parhuzamos az f,—vel és h,. parhuzamos az f.—vel.

A haromszog oldalfelezd pontjai legyenek A,, B; és C,. Ismeretes, hogy az AA;, BA;
és C'C sulyvonalak S metszéspontjara fennallnak az SA=2-SA4;, SB=2-SB;,
SC =2-5C) egyenlGségek.
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Tekintsiik azt a x kozéppontos hasonlosagot, amelynek centruma az S sulypont és az
elgjeles aranya A = —2. Vilagos, hogy a fenti 0sszefiiggések miatt « az oldalfelezé pontokat
a cstucspontokba viszi, vagyis k(A;) = A, k(B;1) = B, k(Cy) = C teljesiil.

A
\\é\
B

/>

37. abra. Szemléltetés a 2.18. Allitds bizonyitasihoz.

A 2.10. Tételnél belattuk, hogy a centralis hasonlésig egy egyenest vele parhuzamos
egyeneshe vagy dnmagaba képez. Ily modon az oldalfelez6 merélegesek és a magassagvo-
nalak parhuzamossagabol adodik, hogy fennall k(f,) = ha, &(fy) = by, &(f.) = he.

Viladgos, hogy a k transzforméacio az f,, f, egyenesek O = f, N f, metszéspontjat, a
ha, hy képegyenesek metszéspontjaba viszi, ami éppen az M magassagpont. Eszerint a
A = —2 elGjeles aranyt x kozéppontos hasonlosagra x(O) = M teljesiil. Ennek kdvetkez-
tében az S centrum rajta van az OM szakaszon és a szakaszhosszakra igaz SM = 2- SO,

1
amibél az OS = 3 OM egyenl&ség mar kozvetleniil adodik. [

Megjegyzés. Mint ismeretes, egy ABC' haromszoget akkor neveziink szabalyosnak, ha a
oldalai egyenlek. Konnyen be lehet latni, hogy egy ABC/A pontosan akkor szabélyos, ha
az O, S pontok egybeesnek.

A fentiek alapjan be lehet vezetni egy 1j fogalmat a haromszogekre.
2.19. Definici6. Legyen adva egy olyan ABC haromszog, amely nem szabalyos. Azt az
egyenest, amely athalad a hdromszoghoz tartozé O, S, M pontokon az ABC' haromszog
Euler—-egyenesének mondjuk.
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A haromszidg Feuerbach-koére

Tekintsiink egy ABCA haromszoget. Jelolje O a haromszog koré irt k£ kor centrumat és
M a magassagpontot. Az A, B, C csicsokkal szemkozti oldalak felezGpontjai legyenek
Ay, By és C}. A csucsokbdl az oldalegyenesekhez hiizott mergleges magassagszakaszok
talppontjait jelolje Ay, By és Cy. Az M pontot az A, B, C cstcsokkal 6sszekots szakaszok
felez6pontjai legyenek Az, Bs és Cs.
2.20. Allitas. Az A;, B;, C; (i = 1,2, 3) pontok egy kérre illeszkednek. Ezen kor
centruma megegyvezik az OM szakasz felez6pontjaval, sugara pedig a k kor sugaranak fele.
Bizonyitas. El6szor azt igazoljuk, hogy ha az M pontot az oldalegyenesekre és az oldalak
felez6pontjaira tiikrozziik, akkor a képpontok rajta vannak a k korén. Vegyiik azt az esetet,
amikor ABC/A\ hegyesszogii.

Valasszuk a C-vel szemkozti oldalt és annak C felezGpontjat. A Bo M AyC' négyszog
hurnégyszog, mivel két szemkozti szoge derékszog. Emiatt fennall
AMB< = 180° — v. Az M pontnak az AB oldalegyenesre vonatkozo tiikdrképe legyen
Cy. A tiikrozés egybevagosag, tehat teljesiil AC; B< = 180° — . Vilagos, hogy az AC,BC
négyszog egy hurnégyszog, hiszen a C; és C' csucsbeli szogek Gsszege 180°. Ebbdl méar
kovetkezik, hogy C; is rajta van az A, B, C csiucsokon dtmend k koron.

C Ay

A

38. abra. Az ABCA haromsz6g [ Feuerbach-kére.

Az M magassagpontot tilkkrézziikk most a C felez6pontra. Jelolje C' az igy nyert
képpontot. Evidens, hogy ez a centralis tiikrozés az AM B< szoget a BC'A< szogbe
képezi, hiszen az A, B csucsokat felcseréli. Emiatt fennall BC" A< = 180° — ~. Eszerint
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az AC' BC' négyszog is egy hurnégyszog, amibdl kovetkezik, hogy a C’ pont is a k koron
van.

Az M magassagpontot tiikrozziik a BC, C'A oldalak egyenesére is, és az igy nyert
képpontokat jelolje A;, B;. Az M-nek az Ay, By pontokra vonatkozé tiikorképei pedig
legyenek A’, B’. Vilagos, hogy az A;, B; és A’, B’ pontok is rajta vannak az ABC' A koré
irt k£ koron.

Vegyiik azt a k kozéppontos hasonlésagot, amelynek centruma M és ardnya A\ = 1/2.
Ez a transzformécio a k kort egy fele akkora sugart korbe képezi. Az f = k(k) képkor
kozéppontja a k(O) = F pont, amely felezi az MO szakaszt. A k hasonlosag az A’, B', C’
pontokat az A;, B;, C; pontokba, az A;, B;, C; pontokat az Ay, B,, Cs pontokba, az
A, B, C csicsokat az Az, Bs, Cs pontokba képezi. Emiatt az A;, B;, C; (i =1, 2, 3)
pontok mind rajta vannak az f kérén. [

2.21. Definici6. Legyen adva egy ABC haromszog. Azt a kort, amely athalad az
oldalfelez6 pontokon, a magassagszakaszok talppontjain és a magassagpontot a csticsokkal
Osszekotd szakaszok felezGpontjain az ABC haromszog Feuerbach—korének nevezziik.

Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas soran azt is igazoltuk, hogy az f Feuerbach—kor centru-
ma megegyezik az OM szakasz F' felezGpontjaval és sugara fele a haromszog koré irt kor
sugaranak.

45



3) Egyenesek és sikok hajlasszoge, tavolsaga
Két sik hajlasszége

Két metsz6 egyenes hajlaszogének fogalmat az 1.49. Definicioban adtuk meg. A fogalom
kiterjeszthetd a kitérd helyzetii egyenesekre is. Emlékezziink ra, hogy két egyenest akkor
mondunk kitérének, ha nincs olyan sik, amely mindkét egyenest tartalmazza.

3.1. Definici6. Legyenek adva az a és b kitérs helyzet egyenesek. Valasszunk ki a térben
egy P pontot. A P ponton atmen6é és az a, b egyenesekkel parhuzamos egyeneseket jelolje
ai, bi. Az a, b egyenesek hajlasszogén az a;, by metszé egyenesek szogét értjiik.

Megjegyzés. A centralis tiikrozés modszerével belathatod, hogy a szog nem fiigg a P pont
megvalasztasatol. Ugyanis, vegyiink a térben egy masik () pontot és a rajta athalado
azon as, by egyeneseket, amelyek parhuzamosak a—val és b-vel. Ekkor a PQ) szakasz F
felez6pontjara torténd tiikrozés egymaéasba viszi az ay, by és as, by egyenespéarokat.

Az alabbiak soran két metsz6 sik hajlasszogét is értelmezziik.
3.2. Definici6. Legyenek adva az «, [ sikok, amelyek egy m egyenesben metszik egymast.
Vegyilik az m—nek egy tetsz6leges M pontjat. Tekintsiik azokat az M-n athalad6 a, b
egyeneseket, amelyek merélegesek az m metszésvonalra és amelyekre fennall a C o, b C f.
Az «a, [ stkok hajlasszogén az a, b metsz§ egyenesek hajlasszogét értjiik.

39. dbra. Két metszd sik hajlasszoge.

Megjegyzés. A centralis tiikrézés alkalmazasaval igazolhatd, hogy a fenti definicidban
szereplS a, b egyenesek hajlasszogének mértéke nem fiigg a metszésvonal M pontjanak
megvalasztasatol.

3.3. Definicio. Két metsz6 sikot egymasra merGlegesnek mondunk, ha a hajlasszogiik
derékszog (mas szoval ha a hajlasszogiik 90°).

Megjegyzés. Amennyiben az o, [ sikok merélegesek egymasra, akkor ezt az
a 1 B szimbolummal szokés jelolni. A tovabbiakban az a, b egyenesek merdlegességének
jelolésére az a L b szimbolumot hasznaljuk majd.
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Egyenes és sik merdlegessége

Ahhoz, hogy definialni tudjuk egy egyenes és egy sik hajlasszogét, el6bb az egyenes és
a stk merGlegességének fogalmét kell tisztaznunk. Az aldbbi fontos tételt a haromszogek
egybevagosagaval kapcsolatos eredmények segitségével fogjuk bizonyitani.

3.4. Tétel. Legyen adott egy o sik és egy g egyenes, amelyek metszik egymast egy M
pontban. Ha a o sikban van két olyvan az M metszésponton athaladé egyenes, amelyek
merdlegesek g—re, akkor g meréleges az dsszes olyan egyenesre, amely benne van c—ban és
athalad M-n.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy a o sik a, b egyenesei illeszkednek az M pontra és mer6legesek g-re, azaz
fennall @ L. g és b L g.

Q

40. abra. A tétel bizonyitasanak szemléltetése.

Vegyiik a o—nak egy tovabbi c egyenesét, amely atmegy M-n. Tekintsiik a ¢ altal

tartalmazott M kezdGponti félegyenesek egyikét. Az a, b egyenesek a o sikot felosztjak
négy olyan szogtartomanyra, melyek kozos cstcspontja M. Vegyiik koziililk azt a szoget,
amelyik tartalmazza a kijelolt félegyenest. A szarakon tekintsiik az M—t6l kiilonbozé
A, B (A€a, Bcb) pontokat. Jeldljiik ki a C = AB N ¢ metszéspontot. Ezt kovetSen
vegyiink a g egyenesen két olyan P, Q (P # Q) pontot, melyekre igaz az, hogy a PQ
szakasz felezGpontja azonos M-mel. Tly modon teljesiill PM = QM.
Az AMP<, AMQ<, BMP<, BMQ@Q< szogek mindegyike derékszog a feltevés szerint.
Az 1.39. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy AM P/ egybevagd az AMQ/\ haromszoggel
és BMPA egybeviagd a BMQA haromszoggel. Ily modon fennédll AP = AQ és BP =
BQ. Az 1.53. Tétel alapjan pedig be lehet l4tni, hogy fennall az ABP/A ~ ABQA
egybevagosag, mivel a két haromszog megfelels oldalai paronként egyenlé hosszisaguak.
Ennek kovetkeztében teljesiill PAB< = QAB<.
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A fentiek szerint a PACA, QACA haromszogekben két—két oldal hossza megegyezik
és ezen oldalak altal bezart szdgek is egyenlGek. Ennek kdvetkeztében fenndll az PACA ~
QACA egybevagosag, tehéat igaz a PC = QQC Osszefiiggés is. Végiil az 1.53. Tétel ismételt
alkalmazasaval belathato, hogy PMCA és QMCA egybevagd haromszdgek. Eszerint a
PMC<«, QMC< szogek egyenlGek. Mivel ezek mellékszogei egymasnak, azt nyerjiik, hogy
a ¢, g egyenesek hajlasszoge derékszog. [

A 3.4. Tétel fontos szerephez jut a tovabbi targyalasban. A tétel szerint ha egy g egyenes
mer6leges egy o sik két metsz6 egyenesére, akkor g meréleges az Gsszes o—beli egyenesre.
Ennek ismeretében értelmezziik egyenes és sik merGlegességét.

3.5. Definicio. Egy g egyenesrdl és egy o sikrol azt mondjuk, hogy azok merslegesek
egymasra, ha metszdek és a metszésponton athalado 6sszes o—beli egyenes meréleges g—re.

A 3.4. Tételt felhasznalva mér konnyen igazolni tudjuk az alabbi kijelentést.

3.6. Allitas. Legyen adva két sik o és 3. Ha az o sik tartalmaz egy olyan egyenest,
amely meréleges a 3 sikra, akkor az o, [0 metszd sikok hajlasszdge derékszig.
Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy az « stk tartalmaz egy olyan a egyenest, amely meréGleges a [ sikra. A
két sik metszésvonalét jelolje m, az a egyenesnek a f-val vett metszéspontjat pedig jelolje
M. Vegyiik azt a b egyenest a [ sikban, amely athalad az M ponton és meréleges az
m metszésvonalra. Mivel a meréleges az 6sszes S—beli egyenesre, az a merdSleges m—re és
merdleges b-re is. A 3.2. Definicio alapjan az «, [ metszd sikok szogét az a, b metszd
egyenesek szoge adja, ami esetliinkben derékszog. [

A 3.4, Tétel egy masik kovetkezménye az alabbi allitas is, melynek egyszeri bizonyi-
tasat az olvasora bizzuk.
3.7. Allitas. Legyen adott két metsz6 sik o és (3, melyek hajlasszoge derékszég. Ha g
egy olyan egyvenes az « sikban, amely meréleges az m = o N 8 metszésvonalra, akkor g a
B sikra is merdéleges.

Valaszt tudunk adni arra kérdésre, hogy amennyiben adott egy pont és egy egyenes,
akkor hény olyan sik van, amely d&tmegy a ponton és meréGleges az adott egyenesre.
3.8. Tétel. Legyen adott a térben egy g egyenes és egy P pont. Egyértelmiien létezik
egy olyan sik, amelyik illeszkedik a P ponthoz és merdleges g—re.
Bizonyitas.
A merdleges sik létezésének igazolasa.
Tegyiik fel, hogy P nincs rajta a g egyenesen. A ¢ egyenest és a P pontot tartalmazo
a = (g, P) sikban vegyiik azt az a egyenest, amely athalad P—n és merdleges g—re. (Léasd
a 41. abrat.) Jelolje M a g, a egyenesek metszéspontjat. Ezt kovetGen vegyiink egy olyan
0 sikot, amely tartalmazza g-t és kiilonbozik a—t6l. A S-ban tekintsiik azt a b egyenest,
amely ugyancsak merGleges g-re és atmegy az M ponton. Az a, b metsz§ egyeneseket
tartalmazo o = (a,b) sik a 3.4. Tétel szerint meréleges g-re, tovabba illeszkedik a P
ponthoz.

Amennyiben P € g teljesiil, akkor vegyiink két olyan sikot (« és /), amelyek tartal-
mazzék a g egyenest. Tekintsiik a két sikban azokat az a, b egyeneseket (a C «, b C ),
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41. abra. A 3.8. Tétel bizonyitasanak szemléltetése: o = (a,b) a g—re merdleges sik.

amelyek athaladnak P-n és merélegesek g—re. Az a, b metszG egyeneseket tartalmazé
o = (a,b) sik ez esetben is merdleges lesz a g egyenesre.

Az egyértelmiiség igazolasa.

Az indirekt bizonyitds modszerét alkalmazzuk. Tegyiik fel, hogy a P ponthoz illeszkedik
két olyan sik oy és o9, amelyek merélegesek g—re.

Amennyiben az M; = g N oy, My = g N oy pontok kiilonbozéek, akkor a PMyMyA
haromszogben két derékszog is van, ami viszont ellentmond az 1.44. Tételnek.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az m = g1 N oy metszésvonal metszi a g egyenest
egy M pontban. Vegyiink egy olyan ~ sikot, amely tartalmazza g—t, de nem illeszkedik
m~hez. Ekkor a v sikban 1év6 hy = v N oy, hy = v N oy egyenesek merGlegesek g-re
és athaladnak az M ponton, ami ellentmond az 1.33. Allitasnak. Ezzel pedig igazoltuk,
hogy az a kiindulasi feltevés, miszerint létezik két P—n atmend és g—re merdleges sik, nem
teljesiilhet. [

A kovetkezd tétel szintén Gsszhangban van a szemléletiinkkel.
3.9. Tétel. Legyen adott a térben egy o sik és egy P pont. Egyértelmiien létezik egy
olyan egvenes, amely athalad a P ponton és merdleges a o sikra.
Bizonyitas.
A merdleges egvenes létezésének igazolasa.
Vegyiink a o sikban egy e egyenest. Alkalmazzuk az el6z6 3.8. Tételt. Eszerint pontosan
egy olyan stk van, amely tartalmazza a P pontot és merGleges az e egyenesre. Jelolje o ezt
a P-hez illeszkedd és az e-re merGleges sikot. (Lasd a 42. abrat.) Mivel a o sik tartalmaz
egy az a-ra meréleges egyenest, a o és a sikok merélegesek egymasra a 3.6. Allitas miatt.
Jelolje m az « és o sikok metszésvonalat. Tekintsiik azt a g egyenest az « sikban, amely
dthalad a P ponton és merdleges az m metszésvonalra. A 3.7. Allitas kovetkeztében ez a
g egyenes merdleges a o sikra.
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42. abra. A 3.9. Tételnél a létezés bizonyitasanak szemléltetése.

Az egyértelmiiség igazolasa.
Az egyértelmiséget az indirekt bizonyitds modszerével igazoljuk. Tegyiik fel, hogy a P
ponton athalad két olyan egyenes g; és go, amelyek merélegesek o—ra.

M,
m

43. abra. A 3.9. Tételnél az egyértelmiiség bizonyitasanak szemléltetése.

Vegyiik a g1, go metsz6 egyenesek altal meghatarozott v = ( g1, g2 ) sikot és az m = oy
egyenest. Amennyiben a P pont nincs rajta a o sikon, akkor az M; = gNoy, My = gNoo
metszéspontok kiilonbozéek. Ez esetben a PM; M/ haromszogben két derékszog is van,
ami egybdl ellentmondéashoz vezet.

Ha a P pont illeszkedik a o-ra, akkor a v sikban két olyan egyenes is atmegy a P
ponton, amely meréleges az m metszésvonalra. Fz a tény viszont ellentmond az 1.33.
Allitasnak, tehat a kiindulési feltevés ezuttal sem teljesiilhet. [
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3.10. Allitas. Legyenek adva a térben az e, g egyenesek és egy o sik. Igazak az alabbi
kijelentések.

(1) Ha az e, g egyenesek egyarant merdlegesek a o sikra, akkor e és g parhuzamosak.
(2) Ha az e, g egyenesek parhuzamosak egymaéssal és e meréleges o—ra, akkor g is merd-
leges a o sikra.

Bizonyitas.

(1) Legyenek e és g (e # g) olyan egyenesek, amelyek merglegesek o—ra. A 3.9. Tételbdl
adodik, hogy e—nek és g—nek nincs kozos pontja. Vegyiik a g egyenes egy P pontjat, majd
vegylik az e—hez és a P-hez illeszked6 oo = (e, P) sikot. Mivel « tartalmazza a o-ra me-
r6leges e egyenest, a 3.6. Allitas szerint az «, o sikok merdlegesek egymasra. Tekintsiik
az m = « N o metszésvonalat és a—ban azt a P-n a4tmend h egyenest, amely merGleges
az m egyenesre. A 3.7. Allitast alkalmazva azt kapjuk, hogy a h egyenes meréleges o—ra.
Emiatt a 3.9. Tételbdl kovetkezik, hogy fennéll g = h. Eszerint az e, g egyenesek egyarant
benne vannak az « sikban és nincs kézos pontjuk, ami azt jelenti, hogy parhuzamosak.
Az éllitasban szerepld (2) kijelentés konnyen igazolhato a centrélis tiikrozés modszerével.
O

A 3.7. Allitas és a 3.9. Tétel kovetkezménye az alabbi kijelentés.
3.11. Allitas. Legyen adott két metszé sik o és o, melyek hajlasszége derékszog. Ha
a g egyenes merdleges a o sikra és g—nek van az a—val koz06s pontja, akkor a g egyenes
benne van az « sikban.

A sikra torténé meréleges vetités

A 3.9. Tétel ismeretében méar definidlni tudjuk, hogy mit értiik egy pont adott sikra ess
meréleges vetiiletén.

3.12. Definicio. Legyen adott a térben egy o sik és egy P pont. Tekintsiik azt az
egyértelmien létez6 g egyenest, amely illeszkedik P—hez és merdleges o—ra. A P ' =gNo
metszéspontot a P pont o-ra es§ merdGleges vetiiletének mondjuk.

Megjegyzés. Ha adva van egy derékszégli haromszog, akkor a haromszéghen derékszoggel
szemkozti oldal a leghosszabb. Ebb&l mar kovetkezik, hogy igaz az alabbi kijelentés.
Legven adott egy P pont és egy o sik. ‘Tekintsiik P-nek a o sikra esé P’ merdleges
vetiiletét. A P pontot a o sikkal ésszekots szakaszok kozott PP a legrévidebb.

Ertelmezni lehet egy alakzatnak egy adott sikra esé meréleges vetiiletét is.
3.13. Definici6. Legyen adott a térben egy o sik és egy A ponthalmaz. Tekintsiik
az A alakzat Osszes pontjanak a o—ra esG merdleges vetiiletét. Ezen vetiileti pontok A’
halmazat nevezziik az A alakzat o-ra esé merdleges vetiiletének. (Lasd a 44. abrat.)

Megjegyzés. Hasonlé modon definidlni lehet egy pontnak (illetSleg egy alakzatnak) egy
adott egyenesre es§ merdleges vetiiletét.
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44. abra. Egy k kor k' merdleges vetiilete egy o sikon.

Metsz6 egyenes és sik hajlasszége

Az egyenes és a sik hajlasszogének értelmezéséhez fel fogjuk hasznélni az alabbi allitast.
3.14. Allitas. Legyen adott egy o sik és egy a egyenes, amely nem meréleges c-ra. Ez
esetben igazak az alabbi kijelentések.

(1) Pontosan egy olyan sik létezik, amely tartalmazza a—t és merdleges a o sikra.

(2) Ennek a siknak a o-val vett metszésvonala megegyezik az a egyenes o sikra esd a'
merdleges vetiiletével.

Bizonyitas.

(1) Tekintsiik az a egyenes egyik P pontjat, majd a P-hez illeszkedd és a o—ra merdleges
g egyenest. Az a, g metsz egyenesek altal meghatirozott a = (a,g) sik a 3.6. Allitas
szerint merdGleges o—ra. Mivel a keresett siknak tartalmaznia kell az a, g egyeneseket, evi-
dens, hogy az a—n kiviil mar nincs tovabbi sik, amely eleget tesz a megadott feltételeknek.
(2) A 3.11. Allitas alapjan adodik, hogy ha egy h egyenes merdleges o-ra és atmegy
az a egyenes valamelyik pontjan, akkor A benne van az « sikban. Eszerint az a egyenes
pontjainak a o sikra es§ merGleges vetiiletei rajta vannak az oMo metszésvonalon. Ennek
kovetkeztében fennall o’ = ano. O

3.15. Definici6. Legyen adott egy o sik és egy a egyenes, amely metszi ot és nem
merdleges o—ra. Tekintsiik a—nak a o sikra es6 @’ meréleges vetiiletét. Az a egyenes és a
o sik hajlasszogén az a, a’ metsz6 egyenesek hajlasszogét értjiik.
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45. dbra. Az egymast metszd a egyenes és a o sik hajlasszoge.

Két alakzat tavolsaga

Kézenfekvének tiinik két ponthalmaz tavolsdgat az alabbiak szerint értelmezni. Vegyiik
a két alakzat egy—egy pontjat osszekots szakaszokat, és ezek koziil a legrovidebb szakasz
hosszat tekintsiik a tavolsagnak. Azonban nem biztos, hogy a két alakzatot 0sszekotd sza-
kaszok kozott van legrovidebb. Ily moédon a korrekt definicidhoz sziikségiink van az alulrol
korlatos valés szamhalmaz infimumanak (vagy mas széval alsé hataranak) a fogalméara is.
A szokasoknak megfelelGen egy alulrdl korlatos H szamhalmaz infimumat inf H jeloli.

3.16. Definici6. Legyen adott két nemiires ponthalmaz A és B. Az A, B alakzatok
tavolsagan a

d(A,B) = inf{ PQ | Pc A, QeB}

kifejezéssel meghatarozott nemnegativ szamot értjiik.

Pont tavolsaga egyenestdl és siktol

Mint mar utaltunk ra, a pontokat, az egyeneseket és a sikokat kdzos néven térelemeknek is
szokas nevezni. Vizsgalataink soran majd megmutatjuk, hogy két térelem kozott mindig
van legrovidebb 6sszekotd szakasz.

Vegyiink egy P pontot és egy arra nem illeszkedd e egyenest. Ekkor egyértelmien
létezik olyan a P-n atmens m egyenes, amely e-t derékszoghben metszi. Jeloljik az e, m
egyenesek metszéspontjat T-vel.

Konnyt belatni, hogy a P pontot e-vel osszekotd szakaszok kozott PT a legrévidebb.
Vegyiink egy T-t6l kiilonb6z6 () pontot az e egyenesen. Ekkor a PT'Q)/\ haromszdghen a
T csuicsnal 16v6 szog derékszog, amely nagyobb a mésik két szognél. Ily médon az 1.46.
Allitas szerint a haromszog P(Q oldala hosszabb, mint a PT oldal.

Kovetkezmény. FEgy pont és egy azt nem tartalmazé egyenes tavolsaga megegyezik a a
ponthél az egyeneshez hiizott merdleges Osszekots szakasz hosszaval.

Vilagos, hogy igaz az alabbi kijelentés is.
Kovetkezmény. FEgy pont és egy azt nem tartalmazo sik tavolsaga megegyezik a pontbol
a sikhoz hiizott merdleges dsszek6t6 szakasz hosszaval.
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Parhuzamos egyenesek és sikok tavolsaga

A kovetkez6 allitas ugyan kézenfekvonek tiinik, de ezuttal célszertinek tartjuk megadni a
bizonyitast is.

3.17. Allitas. Legyen adott két egymadssal parhuzamos egyenes a és b. Az a egyenes
valamely Ay, Ay pontjaibél a b—hez hizott merdleges Osszekotd szakaszok talppontjai
legyvenek By és B,. FEkkor a szakaszokat tartalmazoé egyvenesek az a—t is derékszégben
metszik és fennall A1B, = AyBs.

Bizonyitas.

Mivel a és b parhuzamosak, van olyan o sik, amely mindkét egyenest tartalmazza. Az
a egyesen kivalasztott A;, A, pontokon athalad6 és a b-re meréleges o—beli egyenesek
legyenek my, ms. Ezek metsszék el a b egyenest a By, B, pontokban. Az 1.69. Allitasbol
kovetkezik, hogy a b-re meréGleges my és moy egyenesek parhuzamosak egymassal. Vilagos,
hogy az A, B, szakasz F felezGpontjara torténd tiikrozés egymasba képezi a parhuzamos
a, b és a my, mo egyeneseket. Emiatt a centrélis tiikrézés egymésba képezi az Ay, Bs
és Ay, B; pontokat, tovabba az A, By és By A, szakaszokat. Innen mar kovetkezik, hogy
teljesiil az A1 B; = Ay By egyenlGség, és mq, mo az a egyenest is derékszogben metszik. [

A fenti allitas szerint két parhuzamos egyenes esetén vannak olyan 0sszekots szakaszok,
amelyek mindkét egyenesre merdlegesek, és ezek hosszai egyenlGek. Vildgos, hogy a két
egyenest 0sszekotd szakaszok kozott ezek a legrévidebbek.

A 3.17. Allitas kovetkeztében igazak az alabbi kijelentések.

Kovetkezmény.

(1) Két parhuzamos egyenes tavolsaga megegyezik az egyik egyenes tetszbleges pontjanak
a masik egyenestSl mért tavolsagéval.

(2) Ha adva van egy egyenes és egy vele parhuzamos sik, akkor a tavolsdguk megegyezik
az egvenes tetszdleges pontjanak a siktol mért tavolsagaval.

(3) Két parhuzamos sik tavolsdga megegyezik az egyik sik tetszéleges pontjanak a masik
siktol mért tavolsagaval.

Két kitér6 egyenes normaltranszverzalisa

A tovabbiakban azt a kérdést targyaljuk, hogy két kitérd helyzet egyeneshez létezik—e
legrévidebb Gsszekots szakasz.

3.18. Allitas. Legyen adott két kitéré egyenes a és b. Ekkor egyértelmiien létezik egy
olyan egvenes, amely a—t és b—t egyarant derékszégben metszi.

Bizonyitas.

Vegyiink a b egyenesen egy P pontot. Jeldlje ¢ azt a P-n atmené egyenest, amely pér-
huzamos az a—val. Tekintsiik a b, ¢ metsz§ egyeneseket tartalmazé o = (b, c) sikot. A o
tartalmaz egy az a—val parhuzamos egyenest, nevezetesen a c—t, ezért a és ¢ parhuzamosak
egymassal.

A 3.14. Allitasnak megfelelgen vegyiik azt az o sikot, amely tartalmazza a—t és me-
réleges o-ra. Ismeretes, hogy az a-nak a o sikra es6 o' meréleges vetiilete megegyezik az
a N o metszésvonallal. Evidens, hogy az a' vetiileti egyenes parhuzamos a—val és c—vel.

Legyen M, a o—beli a’ és b egyenesek metszéspontja. Vegyiik azt az n egyenest, amely
atmegy ezen M, ponton és meréSleges a o sikra. Ezen n egyenes benne van a—ban és
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46. abra. Szemléltetés a 3.18. Allitas bizonyitasahoz.

merdleges a o—beli b, a’ egyenesekre. EbbGl mér kovetkezik, hogy n az a egyenest is
derékszogben metszi.

A fenti konstrukci6 alapjan belathatd, hogy az n mellett nincs tovabbi olyan egyenes,
amely derékszoghen metszi el a—t és b—t. [

3.19. Definicié. Legyen adott két kitérs egyenes a és b. Azt az egyenest, amely a—t és
b—t egyarant derékszogben metszi, a két kitér6 egyenes normaltranszverzalis egyenesének
mondjuk.

Azt a szakaszt, amely ezen egyenesnek az a, b egyenesekkel vett metszéspontjait koti
Ossze, a kitérd egyenesek normaltranszverzalis szakaszanak nevezziik.

Az eddigi eredmények alpjan méar kénnyen igazolhat6 az alabbi kijelentés.
3.20. Allitas. Két kitérd egyenes tavolsdga egyenls a hozzéajuk tartozé norméltranszver-
zalis szakasz hosszaval.
Bizonyitas.
A két kitéré helyzeti egyenes legyen a és b. A 3.18. Allitas igazolasanal alkalmaztuk azt
a o sikot, amely tartalmazza b—t és parhuzamos az a—val. (Lasd a 46. abrat.) Vegyiik
észre, hogy az M, M, norméaltranszverzalis szakasz hossza adja meg az a egyenes és a vele
parhuzamos o sik tavolsagat, mivel ennek n egyenese merGleges o-ra. Mivel a b egyenes
benne van o-ban, az a, b egyeneseket Gsszekots szakaszok kozott nincs olyan, amelyik
rovidebb lenne az M, M, szakasznal. [.
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A lapszog értelmezése

3.21. Definicio. Lapszogfeliileten két olyan félsik uni6jat értjiik, amelyek hataregyene-
se azonos. A két félsikot mondjuk a lapszogfeliilet lapjainak. A k0z0s hatéregyenest a
lapszogfeliilet élének nevezziik.

Megjegyzés. Legyen adva a térben egy e egyenes és az arra nem illeszked6 A, B pontok.
Az [e, A) és [e, B) félsikok uniojaként nyert lapszogfeliiletet a tovabbiakban AeB/ fogja
jelolni.

3.22. Definicio. Legyen adott egy olyan AeB/ lapszogfeliilet, amelynek lapjai nincsenek
egyazon sikban. Az [e, A), [e, B) félsikokat tartalmazo sikokat jelolje o és 5. A lapszogfe-
lillet altal hatarolt Ae B<t konvex lapszogtartomanyon az [a, B) és [5, A) félterek metszetét
értjiik.

Megjegyzés. A fenti definicio alapjan az Ae B< konvex lapszogtartomanyra (vagy méas
néven lapszogre) fennall AeB< = [a, B) N [B, A).

47. dbra. Az AeB< lapszog mértékét az A1OB1< szog adja.

3.23. Definici6. Legyen adott egy AeB< konvex lapszog. Jeloljiink ki az e élegyenesen
egy O pontot. Tekintsiik azon O kezd&pontu félegyeneseket, amelyek merdlegesek az e
egyenesre ¢s benne vannak az [e, A), [e, B) félsikokban. Vegyiik azt az O csticst konvex
szoget, amelynek ezek a félegyenesek a szarai. Ezen szog mértékét mondjuk az AeB<
lapszog mértékének.

Megjegyzés. A konvex lapszog mértéke 90°-nal nagyobb is lehet. Amennyiben az
AeB< lapszog mértéke nem nagyobb 90°-nal, akkor az megegyezik a lapokat tartalmazo
a, [ sikok hajlasszogével.
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4) Konvex poliéderek

Ebben a fejezetben el6bb a konvex poliédereket, majd a szabalyos poliédereket fogjuk
targyalni.

Térbeli topologiai alapfogalmak

P

galmat. A tér pontjainak halmazat tovabbra is X jeloli. Valamely P, () pontok tavolsagara
egyarant hasznaljuk a d(P, Q) és a PQ jelolést.

Legyen adott egy O pontot és egy r pozitiv valés szdm. Mint ismeretes, az O kozép-
ponttal és r sugarral meghatarozott gombfelilleten a G(O,r) = { Pe X | OP =r }
alakzatot értjiikk. A kovetkezGkben fontos lesz majd szamunkra a gombtest (vagy maés
szoval a golyo) fogalma is.

4.1. Definicio. A B(O,r) = { P€ X | OP < r } alakzatot az O centrummal és r
sugarral vett zart gdbmbtestnek mondjuk.

Az O kozépponttal és r sugarral meghatarozott nyilt gombtesten az
N(O,r)={ PeX |d(O,P) <r} ponthalmazt értjiik.

A bels6 pont és a hatarpont értelmezéséhez a nyilt gombtesteket alkalmazzuk.
4.2. Definicio. Legyen adott egy A alakzat a térben. Egy P pontot az A ponthalmaz
térbeli belsé pontjanak neveziink, ha van olyan r > 0 szam, hogy fennall N'(P,r) C A.
Egy @ pontot az A alakzat hatarpontjanak mondunk, ha tetszéleges r > 0 szam esetén

teljesiil M(Q,r)NA#£D és N(Q,r)N(X\A) #0.

Megjegyzés. A tovabbiakban egy A alakzat térbeli belsé pontjainak halmazat Int(.A),
hatarpontjainak halmazat pedig Bd(.A) fogja jelolni.

4.3. Definicio. Az A alakzatot nyiltnak mondjuk, ha az 6sszes pontja bels§ pont, vagyis
ha fennéll Int(A) = A.
Az A alakzatot zartnak nevezziik, amennyiben az X \ A ponthalmaz nyilt.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a B(O,r) zart gdmbtesttel kapcsolatban fennallnak az
Int(B(O,r)) =N(O,r) és Bd(B(O,r)) =G(O,r) Osszefliggések.

Nem nehéz igazolni, hogy egy A térbeli alakzat zart pontosan akkor, ha tartalmazza
az Osszes hatarpontjat, vagyis ha fennall a Bd(A) C A 0Osszefiiggés.

A konvex poliéder fogalma

A korlatossag fogalmat mar az 1.60. Definicioban értelmeztiik. A konvex poliéder defini-
alasakor ezt is alkalmazzuk.

4.4. Definici6. Konvex poliéderen egy olyan () alakzatot értiink, amelynek van térbeli
bels6 pontja, korlatos és elGall véges sok féltér metszeteként.

« .0,

Megjegyzés. A konvex poliéder definiciojaban harom feltétel szerepel. A térbeli belss
pont létezését azért kell kikdtni, mert ez garantalja, hogy az ) alakzat nincs egy sikban.
Vegyiik észre, hogy egy konvex sokszoget is el6 lehet allitani véges sok féltér metszeteként,
de a sokszognek nincs térbeli belsé pontja.

Belathato, hogy egy zart gombtest is elGallithato végtelen sok féltér metszeteként, de
véges sok féltér metszeteként nem johet létre.
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A konvex lapszogtartomany sem poliéder, mivel nem korlatos, és igy a harom feltételbdl
csak kettének tesz eleget.

Megjegyzés. Mivel a félterek konvex alakzatok, a metszetiikként nyert € alakzat is
konvex.

A definicionak megfelelen egy €2 konvex poliéder megegyezik véges sok zart féltér metsze-
tével. A tovabbiakban csak azokat az Ji, ..., F; féltereket vessziik a poliéder Q = Ni_,F;
elgallitasaban, amelyek nem hagyhatoak el, mivel elhagyasuk esetén az 2 poliédernél egy
bévebb alakzatot kapnénk. Ezt nevezziik az ) poliéder regularis elGallitasanak.

Megjegyzés. Beldthato, hogy tetszéleges © konvex poliédernek az Q = NL_| F; regularis
elgéllitasaban legalabb négy féltér szerepel, azaz fennall [ > 4.

A konvex poliédernél a lapok, az élek és a csticsok értelmezése

Vegyiink egy Q = N'_, F; konvex poliédert. A korabbi megédllapodasnak megfelelsen a
kifejezésben nem szerepel elhagyhato féltér. A reguléris elGéllitasban szerepls F; félteret
hatérolo sikot jelolje o; (i =1,...,1).

Valasszuk ki az F; félteret hatarold oy sikot. Az aldbbiak sordn megmutatjuk, hogy a
o1 siknak az €2 poliéderrel vett S; = 01 N metszete egy konvex sokszog.

) A G Sy

A B o

48. dbra. Egy poliéder féltereinek a oy hatarsikkal vett S metszete.

Vilagos, hogy az &) alakzatra fennall az
Si=01NQ=01N (N F) =n_ (01 NF) =nl_,(0nNF)

egyenlGség. Az () poliéder egy P belsé pontja kozos belsé pontja az Fy és F; (j =
2,...,1) féltereknek. Emiatt az F; féltér a oy hatarsikot vagy elmetszi egy félsikban, vagy
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tartalmazza. Ha az F; féltérnek a oy sikkal vett oy N F; metszete egy félsik, akkor ennek
hataregyenese megegyezik a o1, o0; sikok metszésvonalaval. Ennek kévetkeztében az S
metszet elGall véges sok o1-beli félstk metszeteként. Vegyiik észre, hogy az S; alakzat nem
lehet rajta egy egyenesen, mivel az F; féltér nem hagyhat6 el az elGallitasbol. Eszerint
S1 = 01N egy olyan sikbeli alakzat, amely korlatos, nincs rajta egy egyenesen és elGall
véges sok félsik metszetekét. Ebb6l pedig mar kévetkezik, hogy S; egy konvex sokszog.

Hasonloan adodik, hogy az S; = 0;NQ (j = 2,...,1) metszetek is konvex sokszogek.
Ezek alapjan mar értelmezni tudjuk a poliéder lapjait, tovabba az éleit és a cstcsait.
4.5. Definicié. Legyen adva egy ) konvex poliéder, amely az F; (i = 1,...,[) félterek
metszeteként all el6. Vegyiik a féltereket hatarolo sikot o; (i = 1,...,1) sikokat. Az Q
poliéder lapjain az S; = o; N Q konvex sokszogeket értjiik. Ezen sokszogek oldalait a
poliéder éleinek nevezziik. A lapok csicsait mondjuk a poliéder csicsainak.

Megjegyzés. A poliéder lapjait ugy értelmeztiik, mint az elGallitidsaban szerepld félterek
hatarsikjainak a poliéderrel vett metszeteit. Beldttuk, hogy ezek a metszetek konvex
sokszogek.

Megjegyzés. Vilagos, hogy amennyiben a konvex poliéder két lapjanak van kozos pontja,
akkor a metszetiik vagy egy él, vagy pedig egy csics.

Megjegyzés. Konnyi belatni, hogy igazak az alabbi kijelentések. A poliéder barmely éle
két lapnak az oldala, illetve barmely élt két csiics hatarol. A poliéder barmely csiicsabol
legalabb harom él indul ki.

Igazolhato, hogy az Q = N._,F; poliéder hatarpontjainak halmaza megegyezik lapjai-
nak az unibjéval, vagyis fennall a Bd(Q2) = Ul_,S; Osszefiiggés. Emiatt bevezetiink egy
tovabbi fogalmat.

4.6. Definicio. Az (2 konvex poliéderhez tartozo poliéderfeliileten (2 lapjainak az uni6jat
értjik.

Megjegyzés. A konvex poliéder lapjainak unidjat szokés hatarold poliéderfeliiletnek is
nevezni. Vilagos, hogy a poliéderfeliilet egy olyan poligonalisan Gsszefiiggd alakzat, amely
nem konvex.

A tetraéder

Emlékezziink ra, hogy amennyiben adott egy o sik egy arra nem illeszked6 1" pont, akkor
[0, T) jeloli a o altal hatéarolt és a T pontot tartalmazo félteret.

4.7. Definicié. Legyenek adva a térben az A, B, C, D nem komplanaris pontok. Vegyiik
a pontharmasok altal meghatarozott o = (B, C, D), = (C, D, A), v = (D, A, B)
és 0 = (A, B, C) sikokat. Az [a, A), [3,B), [7,C) és [, D) féleterek metszetét az
A, B, C, D csucspontok altal meghatarozott tetraédernek mondjuk.

Megjegyzés. A tovabbiakban ezt a tetraédert T (A, B, C, D) fogja jelolni. Evidens, hogy
a tetraédernek négy hiromszoglapja és hat éle van.

Megjegyzés. A poliéderek kozott a tetraéder tolti be azt a szerepet, amit a sokszogek
kozott a haromszog. Barmely poliéder feldarabolhatd véges sok olyan tetraéderre, amelyek
kozott barmely kettének nincs kozos belsé pontja.
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49. dbra. Az A, B, C, D csiicsokkal meghatarozott tetraéder.

Euler tétele a konvex poliéderekre

A konvex poliédernél a lapok, az élek és a cstuicsok szama kozotti kapcesolatrol szol az alabbi
nevezetes tétel. Ennek bizonyitasat els6ként L. Euler svajci matematikus adta meg.

4.8. Tétel. Legyen adva egy €) konvex poliéder, amelynél a lapok szamat [, az élek
szamat e, a csicsok szamat pedig c jeloli. Ekkor fennall az [+ ¢ = e+ 2 Gsszefiiggés.
Bizonyitas.

A tételre egy konstruktiv bizonyitast adunk, amelyet a késébbiekben majd atszinezési
eljarasnak neveziink.

Induljunk ki abbdl, hogy az €2 poliéder Gsszes lapja, az élekkel és a cstcsokkal egyiitt,
kék szintire van befestve. Az aldbbi rekurziv eljarassal a lapok belsejét és egyes éleket
Atszineziink pirosra. (Lasd az 50. abrat.)

Els6 1épésként valasszunk ki egy lapot, amelyet jeloljon L£y. Ennek belsejét szinezziik
at pirosra, tehat a lap élei egyel6re kék szintiek maradnak.

Az eljards masodik lépéseként véalasszuk ki az Ly lap egyik élét, melyet jel6ljon w.
Ezt az élt és az altala hatarolt kék szint £, lap belsejét szinezziik at pirosra. A w; élnek
a végpontjait nem festjiik at, azok tovabbra is kék sziniiek maradnak.

Ezt kévetGen minden 1épésben egy élnek és egy lapnak a belsejét szinezziik at pirosra
a kovetkezé rekurziv eljarassal. Tegyiik fel, hogy mar i (i = 2,...,] — 1) szamu lapnak és
1 — 1 szama élnek a belseje at lett szinezve pirosra. Kivalasztunk egy olyan kék szind élt,
amely egy piros lapnak és egy kék szini lapnak az oldala. Jel6lje w; a kivalasztott élt és
L; altala hatarolt kék szint lapot. Az (i + 1)—edik 1épésben atszinezziik pirosra ezen w;
élnek és az L£; lapnak a belsejét.

Vilagos, hogy [ szamu atszinezési 1épést kdvetGen mar az Osszes lap belseje piros szinii
lesz és Osszesen [ — 1 szamu él keriil dtszinezésre, azaz [ — 1 szama piros éliink lesz.

Az atszinezési eljarassal kapcsolatosan a kdvetkezGket allapithatjuk meg.

Amennyiben ¢ > 2, akkor az i—edik atszinezési 1épést kovetGen azoknak lapoknak
belseje lesz piros, amelyeknek az egyik éle mar atszinezésre keriilt.

Barmely 1épést kivetGen a poliéderfeliileten atszinezett pontoknak (vagyis a piros pon-
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B
50. abra. Egy haromoldali hasabnal az atszinezési eljaras harom fazisa.

toknak) a tartoméanya egy poligoméalisan Osszefiiggd alakzat. Ez azt jelenti, hogy barmely
piros szinti pontbol egy masik piros szindi pontba el lehet jutni egy olyan toréttvonal
mentén, amely az (-t hatarolo poliéderfeliileten van és az dsszes pontja piros.

Barmely lépést kovetden az egyik tetszélegesen kivalasztott csicsbol egy masik tet-
szdleges csiicsba el lehet jutni egy olyan térottvonal mentén, amelynek az Osszes oldala
kék szini él. Ezt a kijelentést a kovetkezSképpen, indukcioval lathatjuk be. Vilagos, hogy
a 2. lépést kovetGen igaz volt a kijelentés. Tegyiik fel, hogy az i—edik lépést kovetGen
is teljesiilt, vagyis egy tetsz6leges By cstcsbol el lehetett jutni egy masik Bsy csicsba kék
szini élek mentén. Az i+ 1—edik lépésben atszineztiik a w; élt. Ha w; szerepelt a kék szind
élekbdl allo és a By, B, cstucsokat 0sszekotd torottvonal oldalai kozott, akkor az Ossze-
kotésben a w; oldalt helyettesiteni lehet az £; lap t&bbi oldalaval alkotott toréttvonallal,
mivel a tobbi oldal kék szini maradt. Ez pedig azt jelenti, hogy a kijelentés az (i+ 1)—edik
atszinezési lépést kovetGen is igaz marad.

Az atszinezési eljards végrehajtasat kovetGen tekintsiik azt a grafot, amelynek cstcsai
a poliéder cstcsai és élei a poliéder azon élei, amelyek kék szintiek maradtak. A fenti
kijelentés kovetkeztében ez a graf Gsszefiiggs.

Azt is allitjuk, hogy az egyméashoz csatlakozé kék szinii élekbdl (azaz a graf éleibdl)
nem képezhetd zart téréttvonal.

Ezt indirekt bizonyitassal konnyen igazolhatjuk. Az eljarast kovetGen az Osszes lap
belseje piros lett és méar megallapitottuk, hogy a piros poliéderfeliileti pontok tartomanya
poligonalisan Osszefiiggs.

Ha a kék szinti élekbdl képezhetd lenne egy zart toréttvonal, akkor az a torottvonal
a poliéderfeliiletet felosztana két olyan tartoményra, hogy az egyik tartomanyba esé lap
belsé pontjabol nem lehetne eljutni piros téréttvonal mentén a maésik tartoméany lapjai-
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nak bels6 pontjaiba. Ebb6l viszont az kovetkezne, hogy vannak olyan piros szinid pontok
a poliéderfeliileten, amelyeket nem lehet 6sszekdtni piros szind toréttvonallal, ami ellent-
mondana a korabbi megallapitasnak.

A leirtak alapjan azt mondhatjuk, hogy az atszinezési eljaras utan a poliéder csticsai
és kék szinben maradt élei egy olyan Osszefiiggé grafot alkotnak, amelyben nincs "kor".
Mint ismeretes, a kormentes és Osszefliggd grafot nevezik fanak. Azt pedig kénnyen be
lehet latni, hogy ha egy fagrafban a csicsok szama ¢, akkor az élek szama ¢ — 1.

Tehat az atszinezési eljaras soran pirosra szineztiink [ — 1 élt és végiil kék szinti maradt
c—1 él. Emiatt az Q poliéder éleinek e szamara fennall az e = (I —1) + (¢ — 1) Osszefiiggés,
amely mér igazolja a tételt. [J

Megjegyzés. Az atszinezési eljaras folyamata leithato oly médon, ha megadjuk a kiin-
dulaskor atszinezett L, lapot és az atszinezésre keriil6 élek wy, ws, ..., w;_; sorozatat.

Vilagos, hogy az 50. abran bemutatott atszinezésnél az L3 lap az ABC haromszog, és
az L, lap az ACF D paralelogramma.

A poliéderhez rendelheté geometriai adatok

Legyen adott egy () konvex poliéder. Természetesen vehetjiik a poliéder éleinek a hosszait
(vagy mas szoval az élhosszakat). A poliéder lapjainak a szogeit a poliéder élszogeinek
mondjuk. Emellett az 6sszes élhez hozzarendeliink egy lapszoget az alabbiak szerint.

Legyen az AB szakasz az Q egyik éle. Vegyiik a poliédernck azt a két lapjat, amelyek-
nek AB az egyik oldala. Tekintsiik az AB szakaszt tartalmazo g egyenest, tovabbéa azt
a két félsikot, melyek hataregyenese g és amelyek tartalmazzak az AB élhez tartozo két
lapot. Ezen két félsik unidja egy lapszogfeliiletet ad, amely egy konvex lapszogtartomanyt
hatarol. Vilagos, hogy az (2 poliédert tartalmazza ez a lapszdg. Ennek mértékét a poliéder
AB éléhez tartozo lapszognek mondjuk.

Megjegyzés. A legismertebb konvex poliéder a kocka, amely 6 féltér metszeteként allithatod
els. Viladgos, hogy a kocka esetében az Osszes élszog és élekhez tartozo Osszes lapszog
derékszog.
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A konvex szdglet fogalma

4.9. Definicié. Legyen adott egy O pont, egy ahhoz nem illeszkeds o sik, tovabbé a
o sikban egy n—oldali S konvex sokszog, amelyet az A;...A,A; (n > 3) sokszogvonal
hatarol. A S konvex sokszog pontjain athalado, O kezd&pontu félegyenesek unidjat egy
n—éli konvex szoglettartomanynak (révidebben konvex szogletnek) mondjuk.

Az O pontot a szoglet cstucsanak, az [O, A;) (i = 1,...,n) félegyeneseket a szoglet
éleinek nevezziik. Az A,OA; 1< (i=1,...,n—1), A,0A;< szbgtartomanyokat mondjuk
a konvex szoglet oldalainak. (Szokas hasznélni az n—oldali konvex sziglet elnevezést is.)

A definiciéban szerepld konvex szdglet minden éléhez hozzarendeliink egy lapszdget az
alabbiak szerint. Tekintsiik az ¢; = (O, A;) (i = 1,...,n) élegyenest. Az A;_1e;A;11<
lapszoget a konvex szoglet [O, A; ) élhez tartozo szogének mondjuk. Mint ismeretes, ezt
agy mérjiik, hogy vesziink az e; egyenesen egy tetszéleges M pontot, majd azokat az
[M,B;_1), | M,Bj;1) félegyeneseket, amelyek merdlegesek e;—re, és amelyekre fennall
a [M,B;_1) C [e;,Ai-1) és [M,Biy1) C [e;, Aip1) tartalmazas. Az A;_1e;4;11<
lapszogtartomany mértékén a B, 1 M B; 1< sz6g mértékét értjiik.

51. abra. Egy 6télii konvex széglettartomanynak egy darabja.

Megjegyzés. Vilagos, hogy a konvex szoglettartomany egy olyan nem korlatos alakzat,
amely véges sok féltér metszeteként all el6. A konvex szogletet szokas végtelen gulanak is
nevezni. Emiatt a tovabbiakban a konvex szogletet G—vel fogjuk jel6lni.

Nem nehéz belatni, hogy az élekhez rendelt konvex lapszogtartoményok metszete éppen
a G konvex szoglet.
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A G konvex szoglet hatarpontjainak Bd(G) halmaza megegyezik a G oldalainak, vagyis
az A;OA; 1< szogtartomanyoknak, az uniojaval.

Megjegyzés. A haroméld konvex szogletet mondjuk triédernek.

Vegyiink egy haroméld konvex szogletet, melynek csiicsa legyen az O pont. A szdglet
élein, melyek O kezdGpontu félegyenesek, jeloljiink ki egy—egy pontot, melyek legyenek
A, B és C. Vilagos, hogy a triéder azon O kezdGpontu félegyenesek unidja, amelyek
metszik az ABC'A haromszoglemezt. Eszerint az O, A, B, C pontnégyes mar egyértelien
meghatarozza a szoglettartomanyt. Emiatt ezt a triédert a tovabbiakban Tr (O, A, B, C)
fogja jelolni.

Egy konvex poliéder minden csiicsahoz hozza lehet rendelni egy szoglettartoméanyt az
alabbiak szerint.
4.10. Definici6. Legyen adva egy () konvex poliéder és annak egy C cstucsa. Vegyiik
azon C kezdGpontu félegyenesek unidjat, amelyeknek van a C'-t6l kiilonb6z6 kdzos pontja
a poliéderrel. A félegyenesek unidjaként egy konvex szogletet kapunk, melyet az €2 poliéder
C csucshoz tartozo szogletének nevezziik.

Az alakzat konvex burka

4.11. Definicié. Legyen adva egy nem iires ‘H ponthalmaz. Ennek konvex burkan a H—t
tartalmazo Osszes konvex alakzatnak a metszetét értjiik.
A tovabbiakban Konv(H) fogja jelolni a H alakzat konvex burkat.

Megjegyzés. Vilagos, hogy amennyiben a H ponthalmaz konvex, akkor a konvex burka
onmaga, vagyis fennall Konv(H) = H.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy konvex alakzatok metszete egy konvex ponthalmazt ad.
Emiatt Konv(H) egy konvex alakzat. Nyilvanvalo az is, hogy fennall a ‘H C Konv(H)
tartalmazas.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy Konv(H) a legsziikebb konvex alakzat, amely tartal-
mazza a H ponthalmazt.

4.12. Allitas. Legyen adott egy §) konvex poliéder, melynek csticsai a By, Bs, ... B, pon-
tok. Vegyiik a csiicsokbél all6 H = { By, Ba,...,B,} ponthalmazt. Ekkor a Konv(H)
konvex burok azonos az () poliéderrel.

Bizonyitas.

Az Q poliéder egy olyan konvex alakzat, amely tartalmazza a H ponthalmazt, emiatt
fennall a Konv(H) C Q0 Osszefiiggés.

Mivel Konv(H) egy konvex alakzat, igy barmely két pontjanak az 6sszekots szakasz
is benne van a Konv(H) ponthalmazban. Az ) élei a szomszédos csticsok Gsszekitd sza-
kaszaival azonosak, tehat Konv(H) tartalmazza a poliéder Gsszes élét. Ha az ) egyik
lapjanak egy az oldalakra nem es6 pontjat tekintjiik, akkor ahhoz vannak olyan szaka-
szok, amelyek athaladnak ezen a ponton és hatarpontjaik a poliéder élein vannak. Ennek
kovetkeztében a poliéder lapjait is tartalmazza Konv(H).

Végiil legyen egy P pont az {)-nak térbeli bels6 pontja. Tekintsiink egy a P-n dtmend
egyenest. Vilagos, hogy ez az egyenes a Bd(2) poliéderfeliiletet két pontban metszi el
és P ezen metszéspontok kozott van. Mivel a két metszéspont benne van a Konv(H)
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alakzatban, az 6sszekotd szakaszukat is tartalmazza Konv(H), vagyis P egy pontja a
Konv(H) alakzatnak. A leirtak alapjan Konv(H) az €2 Gsszes pontjat tartalmazza, vagyis
teljesiil az 2 C Konv(H) Osszefiiggés is.

Ezek alapjan pedig fennéll Konv(H) C Q, ami igazolja az allitast. 0.

Megjegyzés. A leirtak alapjan méar konnyd belatni, hogy igaz az alabbi kijelentés is.
Legyen adva egy S konvex sokszdg, amelynek csticsai az Ay, As, ..., A, pontok. Ekkor a
cstcsokbol all6 H = { Ay, A, ..., A, } ponthalmaz Konv(H) konvex burka megegyezik
az S sokszdggel.

Igaz az aldbbi kijelentés is, amelynek idGigényes bizonyitasira ezittal nem tériink ki.
4.13. Allitds. Legyen adva egy véges sok pontbdl all6 H = { By, Bs,...,B,} pont-
halmaz, amelynek elemei nincsenek egyazon sikon. Ekkor a H alakzat Konv(H) konvex
burka egy olyan poliéder, amelynek csiicsai elemei a ‘H ponthalmaznak.

Megjegyzés. Legyenek A, B, C, D olyan pontok, amelyek nincsenek egy sikon. Vilagos,
hogy a H = {A, B, C, D} ponthalmaz konvex burka megegyezik az A, B, C, D
cstcspontokkal meghatarozott 7 (A, B, C, D) tetraéderrel.

Megjegyzés. Vegyiink a térben 6t olyan pontot, amelyek koziil baArmely négy nincs rajta
egy sikon. Ezen 6t pontbol 4116 alakzat konvex burka lehet vagy egy tetraéder, vagy pedig
egy ugynevezett kettds tetraéder. Az utébbi poliéder két olyan teraéder uni6ja, melyeknek
az egyik haromszoglapja kozos és a negyedik cstucsok 0sszekdts szakasza elmetszi a kozos
lapot. (A konvex burok akkor lesz tetraéder, ha az 6t pont egyike benne van a masik négy
altal meghatarozott tetraéderben.)

Szabalyos sokszogek

Miel6tt ratérnénk a szabélyos poliéderek targyalasara, attekintjiik a szabalyos sokszogekkel
kapcsolatos ismereteket.

4.14. Definici6é. Egy sokszoget szabalyosnak mondunk, ha barmely két oldala egyenl§ és
barmely két szoge egyenld.

Legyen adva egy n—oldala szabalyos S sokszog, amelynek csticsai az Ay, ..., A, pontok
(n > 3). A sokszoget tartalmazé sikot jelolje o. Vilagos, hogy az 1.67. Allitas kovetkez-

n—
tében az S poligon szogeinek mértéke o = —— 180°.

Az oldalak és a szogek egyenlGségébdl adgldik, hogy amennyiben vessziik az oldalak
felezémerdleges egyeneseit és a szogek szogfelezG egyeneseit, akkor az ezekre torténs o—
beli tengelyes tiikrozések a sokszéget 6nmagaba képezik. Ebbd6l adodik, hogy az n—oldala
szabalyos sokszdgnek a tartalmazo6 o sikban n szami szimmetriatengelye van.

Az A csucsbeli szogfelez6 és az A1 Ay oldal felezGmerdlegese metsszék el egymaést az
O pontba. Belathato, hogy az O pont rajta van az S Osszes szimmetriatengelyén. Az
O egyenl$ tévolsagra van a csicspontoktol és a sokszog oldalegyeneseitél. Emiatt az S
szabalyos sokszog koré és a sokszogbe is lehet kort irni.

Megjegyzés. Vilagos, hogy amennyiben az S és S olyan szabalyos sokszogek, amelyek
oldalszama megegyezik, akkor § és § hasonloak egyméassal.
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Az aranymetszés és a szabalyos 6tszdg kapcsolata

A tovabbiak soran majd alkalmazni fojuk az alabbi fogalmat.

4.15. Definici6. Legyen adott két pont A és B. Az AB szakaszon vett aranymetszésen a

AC CB
szakasz azon C pontjanak a kijelolését értjiik, amelyre fennall az L= AB Osszefiiggés.

Megjegyzés. A fenti definicional az AC és OB szakaszokat az aranymetszés szeleteinek
nevezziik. (Lasd az 52. abrat.)

Azt is szokds mondani, hogy az aranymetszés soran a szakaszt egy belsé pontjaval oly
modon osztjuk fel két szeletre, hogy a kisebbik szelet hossza tigy aranylik a nagyobbikhoz,
mint a nagyobbik szelet hossza a teljes szakaszhosszhoz.

52. abra. Aranymetszés az AB szakaszon.

Szamitsuk ki, hogy az aranymetszésnél milyen értéket kapunk a szeletek hanyadosara.
Vezessiik be a p = AC és ¢ = CB jelolést. Ekkor az AB szakasz hosszara igaz AB = p+q.

Ily modon felirhatjuk a b_ j_ osszefiiggést, amelybél a p? + pg — ¢®> = 0 egyenlet
g pPpTq
adodik. Ezt elosztva ¢>—tel a p/q hanyadosra a

(p/a)*+p/g—1=0

V5 -1

5
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fentiek kapott hanyados reciprokanak értéke
g V5+1

mésodfoku egyenletet kapjuk, amelynek pozitiv megoldéasa b_
q

Emellett az is igaz, hogy a nagyobbik szeleten, azaz a C'B szakaszon

végrehajtott aranymetszésnek a p szakaszhossz adja a nagyobbik szeletét és g—p a kisebbik
szeletet, mivel a kiindulési egyenlGségbdl levezethets a ¢@—p_P Osszefiiggés.
p

Az aranymetszésnek a szabalyos sokszogek koziil az 6tszoggel és a tizszoggel van kap-
csolata. Errdl szol a kdvetkezd allités.
4.16. Allitas. Legyen adva egy szabalyos otszég. Ha ennek az egyik atlojan aranymet-
szést hajtunk végre, akkor az aranymetszéssel kapott nagyvobbik szelet hossza egyenls az
Otszog oldalaval.
Bizonyitas.
A szabalyos 6tszog csiicsai legyenek sorrendben A, B, C, D és E. Az oldalak hosszat
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jelolje a, az atlok hosszat pedig jeldlje b. Viladgos, hogy a szabalyos 6tszog szogeinek a
mértéke 108°. Tekintsiik az A, B, C csticsokkal meghatarozott ABC/A egyenld széaru
haromszoget. Mivel a B csticsbeli szog 108°, ebben a haromszogben az A és C csticsoknél
lévE szog mértéke 36°.

B
a a
A b—a M a C
0
b
E D

53. Abra. Aranymetszés egy szabalyos Otszég atlojan.

A CA atlora mérjiik fel az a oldalhosszt a C' cstcsbol. Jelolje M az 4tl6 azon pontjat,
amelyre igaz C'M = a. Tekintsiik a BMC/A haromszoget, ahol BC'= MC'. Ezen harom-
szogben a B és M csicsokhoz tartozo szogek mértéke 1 (180° —36°) = 72°. Mivel fennall
MBC< = T72° azt kapjuk, hogy ABM < = 36° = M AB<. Tehat az ABM A haromszog is
egyenld szard, két szoge 36° és a harmadik szdge 108°; tovabba teljesiill AM = BM = b—a.

Vegyiik észre, hogy az ABMA és AC B/ haromszogek hasonldak, mivel szogeik pa-

ronként egyenléek. Ennek kévetkeztében a megfelel6 oldalak aranyai megegyeznek, vagyis

b— S
fennall a ¢ _ % egyenlGség. Ez pedig azt mutatja, hogy az M pont az AC' atlon
a

aranymetszést ad. [

Szabalyos poliéderek

A megfelel§ el6készitést kovetGen megadjuk a szabalyos poliéder fogalmat.
4.17. Definicié. Egy konvex poliédert szabalyosnak mondunk, ha barmely két élének
hossza egyenls, barmely két élszoge egyenls és barmely két éléhez tartozo lapszog egyenld.

Megjegyzés. A kocka élszogei és lapszogei egyarant derékszogek, tovabba az élei is
egyenlGek. Tehat a kocka a definicioban szereplé mindharom feltételnek eleget tesz.

Ugyancsak szabdlyos poliéder az tgynevezett szabalyos tetraéder, amelynek lapjai sza-
balyos haromszogek.

Megjegyzés. Mivel a szabalyos poliéderben az élek és élszogek (tovabba az élekhez rendelt
lapszogek) egyenlGek, a lapok egymassal egybevago szabalyos sokszogek.
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A kockat alkalmazva konnyen konstrualhatunk egy tovabbi szabalyos poliédert. Legyen
adva a térben egy kocka. Vegyiik a kocka négyzetlapjainak C, C, ..., Cs kozéppontja-
it és az altaluk alkotott H = {C}, Cs,...,Cq} ponthalmazt. Koénnyt belatni, hogy a
ponthalmaz Konv(H) konvex burka egy olyan poliéder, amelynek lapjai szabalyos harom-
szogek. Az is konnyen igazolhatd, hogy az élekhez tartozo lapszogek egyenlGek. Emiatt a
konvex burok egy szabilyos poliédert ad, amelnyek 8 haromszoglapja, 12 éle és 6 csiicsa
van. A lapszamok alpjén ezt szabélyos oktaédernek mondjuk.

54. dbra. A kocka lapkézéppontjaival meghatarozott oktaéder.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az oktaéder lapkozéppontjainak konvex burkaként egy
kockat nyeriink. A kockat és az oktaédert egymas dudlis poliédereinek szokis monda-
ni, mert élszamuk kozos és az egyik poliéder lapszidma megegyezik a mésik csicsainak
szamaval.

A szabalyos dodekaéder konstrukcioja

Az alabbiak soran leirjuk, hogy miként kaphatunk olyan szabalyos poliédert, amelynek 12
szabalyos 6tszog lapja van és minden csticsaba 3 él fut be. A konstrukcié az aranymetszés
és a szabalyos 0tsz0g kapcsolatan alapul. Egy kocka 6sszes lapjahoz két pontot rendeliink.
Ezen pontokbol és a kocka csticsaibol all6 ponthalmaznak a konvex burka adja keresett a
poliédert.

Tekintstink egy kockat, amelynél az élek hossza 2a. Az alabbi dbranak megfelelGen a
kocka cstcsai legyenek Ay, A, ..., As. Amennyiben alkalmazunk egy olyan térbeli de-
rékszogl koordinata-rendszert, amelynek O kezdGpontja megegyezik a kocka kozéppont-
javal és amelynél a tengelyek a kocka éleivel parhuzamosak, akkor a csiicsok koordinatai:
Ai(a,—a,a), As(a,a,a), Asz(—a,a,a),...,As(—a,—a, —a).

Az a hosszusagu szakaszon végrehajtott aranymetszés nagyobbik szeletének hosszat
jelolje q, a kisebb szelet hosszat pedig p. Ennek kovetkeztében fennallnak az a = p + ¢,
a’=qa+q* és ¢® = pq+ p? egyenlGségek.
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55. abra. A dodekakéder szdrmaztatéasa a kockabol.

Az abranak megfelelGen vegyiik azon 2q hossziusagi By B, B3B, és BsBg szakaszokat,
melyek parhuzamosak a kocka egy-egy élével és egy-egy laptol ¢ tavolsagra vannak. Ha
alkalmazzuk a térbeli koordinata-rendszert, akkor a szakaszok végpontjainak koordinatai
a kovetkezok: Bi(0,—q,a + q), B2(0,q,a + q), Bs(—q,a+ ¢q,0), Bs(q,a+ q,0),
Bs(a+¢q,0,—q), Bs(a+q,0,q). Ezen pontoknak az O kezdSpontra vonatkozo tiikorképei
legyenek a B7, Bs,...,Bjs pontok.

Vegyiik a kocka Ay, A,, ..., Ag cstucsaibdl és a By, Bs, ..., Bis pontokbol all6 H pont-
halmazt. Ezen 20 pontbol all6 ‘H alakzat konvex burkaként egy olyan szabdlyos poliédert
kapunk, melynek lapjai szabalyos 6tszogek és 12 lapja, 30 éle, 20 csticsa van. A lapok
szama alapjan ezt dodekaédernek nevezik.

Ujabb szabalyos poliéder szarmaztatasa a dodekaéderbdl

Vegyiink egy szabalyos dodekaédert, melynek lapjai szabélyos 6tszogek. A lapok kdzép-
pontjai legyenek a C, C5,...,C5 pontok. Tekintsiik a 12 lap centrumaibdl all6 halmaz
konvex burkat. Ez a konvex burok egy olyan poliéder lesz, amelynek 12 cstcsa, 20 lapja
van és a lapjai szabdlyos haromszogek. Igazolhatd, hogy az igy nyert poliéderben a lap-
szogek is egyenlGek. Ily moédon egy tjabb szabélyos poliéderhez jutunk. A lapok szama
alapjan ezt ikozaédernek nevezik.
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Az ikozaéder egy masik konstrukcidja

Vegyiink egy szabalyos oktaédert, amelynél az élek hosszat jeldlje a. Az a szakaszhosszhoz
tartozo aranymetszés kisebbik szeletének hossza legyen p, a nagyobbik szelet hossza pedig
q. Mint ismeretes, ezen hosszakra fennall ¢ = @ a és p= @ q.

Az oktaéder mind a 12 élén jeloljiink ki egy—egy pontot, amelyek az éleken vett arany-
metszésnek felelnek meg. A kijel6lést gy hajtsuk végre, hogy barmely haromszoglap két
szomszédos élét tekintve teljesiiljon az alabbi feltétel: Az egyik élen kijelolt pont a kdzos
csticstol p tavolsagra legyen, mig a masik élen kijelolt pont a kézos csticstol g tavolsagra
essen.

Ily moédon 12 pontot jeldliink ki. Ezen pontok halmazat a tovibbiakban jel6lje H.
Konnyt belatni, hogy ezek a pontok egyenls tavolsagra vannak az oktaéder kozéppontjatol.
Kozvetlen szamoléassal igazolhato, hogy ha kivalasztunk egy pontot a H halmazbol, akkor
pontosan 6t olyan kijelolt pont van az éleken, amelyek t6le v/2 p tavolsagra esnek.

Bizonyithato, hogy a H ponthalmaz Konv(H) konvex burka egy olyan poliéder, amely-
nek 20 szabalyos hdromszoglapja, 12 csticsa és 30 éle van, tovabbé az élekhez tartozo lap-
szogei is egyenlGek. Ebbdl mar adodik, hogy a kapott poliéder a kordbban mar értelmezett
szabalyos ikozaéder.

Megjegyezziik, hogy a Konv(H) ikozaéder csiicsai az oktaéder élein el6zetesen kijelolt

LN
=

56. abra. Az ikozaéder szarmaztatasa az oktaéderbdl az éleken vett aranymetszéssel.
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A sikra tiikr6zés, mint térbeli egybevagosag

A szabalyos poliéderek targyalasa soran alkalmazni fogjuk a sikra torténd tiikrozéseket,
amelyek specialis egybevagosagi transzformaciok a térben.

4.18. Definicio. Legyen adva a térben egy o sitk. A o sikra torténd tiikrozésen azt a
7 : X — X leképezést értjiik, amely a o sik pontjait fixen hagyja és egy a o-ra nem
illeszkeds P pont P’ = 7(P) képét az alabbi feltételek hatarozzak meg.

(1) A P’ pont rajta van azon az egyenesen, amely mergleges o—ra és athalad P-n.

(2) A merdleges egyenesnek a o-val vett metszéspontja felezi a PP’ szakaszt.

Egybevagd haromszogek felhasznalasaval fogjuk igazolni az alabbi kijelentést.
4.19. Allitas. A sikra torténd tiikrozés egy egybevagosagi transzformacio.
Bizonyitas.
Tekintsiik a o sikra torténd 7 : X — X tiikrozést. Legyenek P és () valamely térbeli
pontok. Vizsgdljuk most azt az esetet, amikor P és () a o sik altal hatarolt egyazon
féeltérben vannak. A képpontok legyenek P’ = 7(P) és Q' = 7(Q). A tiikrozés definicioja
kovetkeztében a g = (P, P’) és h = (@, Q') egyenesek derékszogben metszik el a o sikot.
A 3.10. Allitas szerint ezen egyenesek parhuzamosak egymaéssal, tehat benne vannak egy
a o-ta merdleges p sikban. A p és o sikok metszésvonala legyen t. (Lasd az 57. abréat.)

P h H
Q
g
t
E F
Q/
P/

57. Abra. Szemléltets dbra a sikra tiikrézéshez.

A g, h meréleges egyeneseknek a o—val vett metszéspontjait jelolje E és F'. Vegyiik a
PF és P'F 6sszekotd szakaszokat is.

Vilagos, hogy a PEFA és P'EF /A haromszogek egybevagoak, hiszen az E'F oldal ko-
z0s, fennall EP = EP’, és az E csucsbeli sz6gek derékszogek. Ebbdl viszont az kovetkezik,
hogy PF = P'F és PFE< = P'FE< is teljesiil. Vegyiik észre, hogy emiatt fennall a
PFQ< = P'FQ'< egyenlGség is.

A PFQA és P'FQ' /A haromszogek ugyancsak egybevagoak egymaéssal, mivel az F'
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csucsbeli szogeik egyenlGek, tovabba igaz FP = FP' és F(QQ = F(Q'. Ennek kovetkeztében
teljesiil PQ = P'Q)’.

Megfelels haromszogek egybevagosagat felhasznélva belathato, hogy a d(P, Q) = d(P’, Q')
egyenl@ség akkor is fennall, ha a P, () pontok a o altal hatarolt mas—mas féltérben vannak.
A leirtak alapjan a sikra tiikrozés megérzi a pontok tavolsagat. [

A szabalyos poliéderek jellemzése

Az n—éli konvex szoglet (vagy mas néven az n—oldala végtelen konvex gula) fogalmat a
4.9. Definicioban adtuk meg. Ezen szoglethez n szami oldalszoget és n szami lapszoget
lehet rendelni. Az élekhez tartozé lapszogeket nevezik a konvex szoglet szogeinek.

4.20. Definicié. Egy n—¢éld konvex szogletet szabalyosnak mondunk, ha barmely két
oldalszdge egyenls és barmely két éléhez rendelt lapszoge egyenls egymassal.

Megjegyzés. Szabalyos szogletet a kovetkez6 modon kaphatunk. Egy o stkban vegyiink
egy n—oldalat & = A1 A,... A, szabalyos sokszdget, melynek kozéppontja legyen K. A
K ponton dtmend és a o sikra meréleleges egyenesen jeloljiink ki egy O (O # K) pontot.
Ha vessziik azon O kezdGpontu félegyenesek G unidjat, amelyeknek van kozos pontja az
S szabélyos sokszoggel, akkor ez egy szabélyos konvex szogletet ad. (Lasd az 51. abrat.)
Be lehet l4tni, hogy minden szabalyos szogletet el§ lehet &llitani ezzel az eljaréssal.

Amennyiben vesziink egy n—éld szabalyos szogletet, akkor annak megfelel egy oldalszog
és egy lapszog. Azonban adott n (n > 3) élszam mellett az egyenls szart haromszogek
alkalmazasaval az egyik szog ismeretében méar ki lehet szamitani a mésikat. Errél szol a
kovetkez6 allitas, melynek igazolasara ezattal nem tériink ki.

4.21. Allitas. Egy n—éli G szabalyos szogletben az oldalszégek kozds mértéke legyen a,
az élekhez rendelt lapszégek koz6s mértéke pedig legyen 3. Ekkor az «, [ sz6gek egyike
mar egyértelmiien meghatarozza a masikat.

Megjegyzés. Belathato, hogy az n—éli szabalyos szogletnél az oldalszégre mindig fennall

-2
az a < —— egyenlGtlenség, a lapszogre pedig teljesiil n—= 180° < 8 < 180°.
n n

A 4.7. Definiciobol azonnal adodik, hogy amennyiben adva van egy 2 szabélyos poli-
éder, akkor az () csticsaihoz tartozo konvex szogletek is szabalyosak. (A csticsokhoz rendelt
szogletet a 4.10. Definicioban értelmeztiik.)

Az alabbi kijelentés mar konnyen igazolhaté a kimondott definiciok alapjan.

4.22. Allitas. Az Q konvex poliéder szabalyos akkor és csak akkor, ha a lapjai szabalyos
sokszégek és a csiicsokhoz tartozo szégletek szabalyosak.

Meg fogjuk mutatni, hogy a szabalyos poliédernél a csicsokbol kiindulé élek szama is
azonos. Kézenfekvs, hogy egy poliéder két csticsat akkor mondjuk szomszédosnak, ha az
Gket 0sszekots szakasz a poliédernek egy éle.

4.23. Allitas. Legyen adva egy € szabéalyos poliéder és annak a By, Bs szomszédos
cstcsai. Tekintsiik a térben a BBy szakasz o felezémeréleges sikjat és a o sikra torténd
7 X — X tiikrézést. Ekkor a 7 tiikrézés az ) poliéder By, By csticsokhoz tartozoé
szogleteit egymasba képezi.

Bizonyitas.
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Vilagos, hogy 7(B1) = By és 7(Bs) = Bj teljesiil. Az Q poliéderben a két csticshoz rendelt
konvex szogletet jelolje S(By) és S(Bs). Ezek oldalai olyan szégtartomanyok, melyek
mértéke azonos. Emiatt a 7 tiikrézés az S(B;) szogletnek a By B, élt tartalmazo két
lapjét az S(By) szdglet azon két lapjaba képezi, amelyekben benne van a BB, szakasz.

Az S8(By) szogletben vegyiik most azon lapokat (vagy azt a lapot), amelyek a fenti két
lappal szomszédosak. Az élekhez tartozé lapszogek egyenlGsége miatt a 7 tiikrozés ezeket
olyan Bj csicst szogtartomanyokba képezi, amelyek lapjai az S(Bs) szogletnek.

Ezt az eljarast folytatva megallapithatjuk, hogy a 7 tiikkrozés az S(B;) konvex szoglet
lapjait rendre az S(Bsy) szoglet lapjaiba képezi. Vegyiik azonban észre, hogy ez forditott
iranyban is igaz, vagyis az S(Bs) lapjai az S(B;) szoglet lapjaiba képezédnek. Ebbdl
pedig mar kovetkezik, hogy fennall 7(S(By)) = 7(S(B2)) és 7(S(B2)) = 7(S(By)). O

Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitast folytatva az €2 lapjainak egybevagosagabol adodik,
hogy a 7 tiikrézés a szabélyos poliéder By—gyel szomszédos cstcsait a By—vel szomszédos
cstcsokba képezi. Ez alapjan méar belathato, hogy 7(£2) = Q is teljesiil, vagyis a 7 tiikrozés
onmagaba viszi a poliédert.

A 4.23. Allitasbol mar az is konnyen levezethetd, hogy igaz az alabbi kijelentés.
4.24. Kovetkezmény. Ha az () konvex poliéder szabélyos, akkor a csiicsaihoz tartozo
szabalyos szogletek egymassal egybevagoak.

A szabilyos poliéderek osztalyozasa

Az eddigi targyalas soran mar megmutattuk, hogy van legalabb 6t kiilonb6z6 tipust sza-
balyos poliéder. Ezek a targyalt szabalyos poliéderek a kovetkezk: szabalyos tetraéder,
kocka, oktaéder, dodekaéder, ikozaéder.

Vilagos, hogy barmely két szabalyos tetraéder, illetve barmely két kocka hasonlosagi
transzformacioval egymésba vihets. Az el§z6ekben belattuk hogy az oktaéder, a dode-
kaéder és az ikozaéder pedig megkonstrualhatoak egy ponthalmaz konvex burkaként, ha
ahhoz egy megfelel§ élhosszu kockat vesziink alapul. Ebb6l mar adodik, hogy amennyiben
két azonos tipusu szabalyos poliédert vesziink, akkor azok egymassal hasonloak.

Korabbi vizsgalataink sordn belattuk, hogy a szabdlyos poliédernél nemcsak a lapok
oldalszama egyenld, hanem a csticsokba befuto élek szama is azonos.

Felvet6dik a kérdés, hogy vannak—e még tovabbi szabalyos poliéderek. Az alabbiak
soran igazoljuk, a valasz nemleges.
4.25. Tétel. Hasonlosag erejéig 6t szabalyos konvex poliéder létezik. Ezek a szabalyos
poliéderek a tetraéder, a kocka, az oktaéder, a dodekaéder és az ikozaéder.
Bizonyitas.
Legyen 2 egy szabélyos poliéder, amelynél a lapok szama [, az élek szama e és a csicsok
szama c. Jelolje n az () lapjainak oldalszdmat és jelolje m az egy cstiicsba befuto élek
szamat. Ezen egész szamokra nyilvan igaz, hogy m > 3 és n > 3. Mivel minden él két
csucsba fut be és két lapot hatarol, fennéllnak az

In=2e, cm=2e (4.1)

l 1 1
osszefiiggések. Ezekbdl pedig az — = — és S egyenlGségek adodnak.
2 n 2 m
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Vegyiik az Euler—tétel szerinti [+c = e+2 0Osszefiiggést. Szorozzuk meg ezen egyenlet

1
mindkét oldalat az % szammal. Ily médon azt kapjuk, hogy teljesiil
e

[ n c 1 n 1
2 2 2 e
A fenti egyenlGségek kovetkeztében fennall az

1 1 1 1
4 —Z 4 4.2
n+m 2+e ( )

osszefiiggés. Mivel az 1/e egy pozitiv raciondlis szdm, ebbdl az
1 1 1

n m 2

egyenlGtlenséget nyerjiik. Ezt megszorozva a 2mmn pozitiv szammal, azt kapjuk, hogy
fennall 2m 4+ 2n >mn, illetve

mn—2m—2n<0.

Adjunk hozzé a fenti egyenlétlenség mindkét oldaldhoz 4-t. Ily mdédon a bal oldali kifeje-
zést szorzatta alakithatjuk, és azt kapjuk, hogy teljesiil

(m—2)(n—2) <4. (4.3)

Mivel igaz m >3 ésn > 3,az m —2 és n— 2 tényezGk pozitiv egész szamok. Emiatt
a (4.3) egyenlStlenség csak abban az 6t esetben all fenn, amikor a bal oldalon szerepld
szorzat vagy 1-1,vagy 1-2, vagy 2-1, vagy 1-3, vagy pedig 3 - 1. Ennek megfelelGen az
m, n egész szamok csak 6t esetben tesznek eleget a (4.3) feltételnek.

Vegyiik észre, hogy amennyiben m és n értékét rogzitjiik, akkor a (4.2) egyenlGség
alapjan el6bb kiszamithatjuk az e értékét, majd ezt kovetGen (4.1) felhasznalasaval meg-

kapjuk a c csticsszamot és a lapok [ szdméat. Nézziik példaként az m = 3 és n = 5 esetet.

Ekkor az
1 1

1 1

1
e 375727 30
egyenl@ség miatt a poliéder éleinek szama e = 30. Ennek ismeretében azt kapjuk, hogy

2 2
a cstcsok szdma ¢ = ° 20 és a lapok szama [ = 1 Tehat ennek a

szabéalyos poliédernek 12 Tlgp ja van, amelyek szabalyos ('jtszt')gel? és minden csticsba 3 ¢l fut
be. Vilagos, hogy ekkor az €2 poliéder éppen a dodekaéder.

Ily modon megéllapithatjuk, hogy a tekintett €2 szabélyos poliéder adatai az alabbi
tablazatban szereplé 6t eset egyikének felelnek meg. Az 6t kiilonbo6z6 esetnek megfelels
poliéder pedig megegyezik a tételben kimondottak egyikével.

m n e c l Poliéder neve
3 3 6 4 4 tetraéder

3 4 12 8 6 kocka

4 3 12 6 8 oktaéder

3 5 30 20 12 dodekaéder
5 3 30 12 20 ikozaéder

Ezzel a tételiink bizonyitast nyert. [
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Megjegyzés. A szabalyos poliéderek konstrukei6jabol is adodik, hogy igaz a kovetkezd.
Barmely €) szabalyos poliéder esetén egyértelmten létezik a térben egy olyan pont, amely
egyenld tavolsagra van az () cstcsaitol. Ezt a pontot nevezziik az €2 kézéppontjanak.

A félig szabalyos konvex poliéderek

4.26. Definici6. Egy ) konvex poliédert félig szabalyosnak (vagy mas szoval arkhimé-
dészi poliédernek) mondunk, ha az Gsszes lapja szabalyos sokszog és a csucsaihoz rendelt
szogletek egymassal egybevagoak.

Megjegyzés. Az 6t szabalyos poliédert nem szokas az arkhimédészi poliéderek kozé
sorolni, bar a definicioban szerepl§ feltételeknek nyilvan eleget tesznek.

Megjegyzés. A definiciobol adodik, hogy a félig szabalyos poliéder barmely két éle
egyenld, tovabba a csticsokba azonos szamu él fut be. Azonban a lapok oldalszima mar
kiilénb6z4 lehet.

A félig szabalyos poliéderek targyalasara idhidny miatt nem tériink ki. Annyit azon-
ban leirhatunk, hogy ezek nagy részét a szabalyos poliéderekbdl lehet megkonstrualni vagy
specidlis csonkolasi eljarassal, vagy pedig a lapok dgynevezett kihtizasaval. A csonkolasi
eljarédsok viszonylag konnyen értelmezhetGek és attekinthetéek.

A mellékelt 58. abran egy olyan arkhimédészi poliéder szerepel, amelynek 6 szabalyos
nyolcszoglapja és 8 szabélyos haromszoglapja van. A csticsok szédma ¢ = 24, az élek szama
pedig e = 36. Ezt a poliédert gy kaphatjuk meg, ha egy kockadbol az Osszes csticsanal
levagunk egy—egy megfelel6 méret kis tetraédert. Azok az egybevagosagi transzforméciok,
amelyek a kockat onmagaba viszik, ezt a poliédert is 6nmagéba képezik. Ebbdl adodik,
hogy a csiicsaihoz tartozo szogletek egybevagoak egymaéssal.

-
.
~

4

- e
.

58. abra. A kocka csonkoldsaval nyert félig szabalyos poliéder.
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5) Az euklideszi szerkesztések
A geometriai szerkesztésekre vonatkozé fogalmak

A szerkesztés altalanos értelemben vett fogalma

Szerkesztésen egy olyan eljarast értiink, ahol megadott alakzatokbol kiindulva, meghata-
rozott szerkesztési 1épések véges szamban torténd végrehajtasaval tovabbi alakzatokat alli-
tunk el6.

A szerkesztési feladat értelmezése
Ha megadunk véges sok alakzatot, és meghatarozott feltételeknek eleget tevs alakzat (vagy
alakzatok) megszerkesztését tlizziik ki célul, akkor ezt egy szerkesztési feladatnak mondjuk.

Az euklideszi szerkesztés alapelvei

Az euklideszi szerkesztés egy rogzitett sikban térténik specialis sikbeli alakzatok altal.

A szerkesztés soran alkalmazott és elGallitott alakzatok a pontok, az egyenesek és a
korok. Ezeket szokés az euklideszi szerkesztés alapelemeinek is nevezni.

Az euklideszi szerkesztés eszkozei az egyenes vonalzo és a korzé. Az elnevezésnek
megfelelGen az egyenes vonalzoval egyeneseket, a kdrzével pedig kéroket lehet elallitani
(kbznapi nyelven szdlva rajzolni).

Az euklideszi szerkesztés kiindulési adatai a szerkesztés sikjaban megadott pontok,
egyenesek és korok (szerkesztési alapelemek), amelyek szama véges.

Az euklideszi szerkesztés alaplépései

(L1) Két adott ponton atmend egyenesnek a vonalzéd alkalmazasaval torténd elGallitasa
(més szoval megszerkesztése).

(L2) Két adott pont tavolsaganak korzényilasba vétele, és azzal mint sugéarral kor
szerkesztése egy adott pont koril.

(L3) Két metszd egyenes metszéspontjanak a kijelolése.
(L4) Egy kor és egy azt metszd egyenes metszéspontjainak a kijelolése.

(L5) Két metszd kor metszéspontjainak a kijel6lése.

A szerkesztés soran az el6bb felsorolt 5 alaplépés véges szdmu végrehajtasaval a kiindulasi
alakzatokbol (alapelemekbdl) tovabbi alakzatokat allitunk eld.

Az (L1) alaplépést alkalmazva egyenessel, az (L2) alaplépést hasznélva korrel, az (L3),
(L4) és (Lb5) alaplépések altal pedig ponttal, illetve pontokkal bgvitjiik a megszerkesztett
alapelemek halmazat. (Lasd az 59. abrat.)

Megjegyzés. Az itt lefektetett alapelvek szerint az euklideszi szerkesztésnél nincs megen-
gedve, hogy a kiindulasi adatok kozott szerepld pontokon kiviil még tGgynevezett segéd-
pontokat is felvegyiink a sikon.
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P2 P2

59. adbra. A szerkesztés 6t Iépése: piros szinben a kapott 1j alapelemek.

Megjegyzés. A tovabbiakban egy szakaszt akkor tekintiink megszerkesztettnek, ha az
alaplépések alkalmazasaval méar elGallitottuk a szakasz két végpontjat és a tartalmazo
egyenest. Egy félegyenest akkor mondunk megszerkesztettnek, ha elgallitottuk a félegyenes
kezdGpontjat, egy tovabbi pontjat és a tartalmazé egyenest. Egy szoget akkor tekintiink
megszerkesztettnek, ha elgallitottuk a csticspontjat, a szogszarak egy—egy tovabbi pontjat
és a szarak egyeneseit.

Megjegyzés. A szerkesztés sikjaban tekintsiik a k(Oq,71) és k(Os, 2) kérvonalakat, ame-
lyek Oy, O, kozéppontjai kiilonbozek és sugaraik r1, 7. Tobbféle modon is igazolhato,
hogy a két kdr kozds pontjainak szama vagy 2, vagy 1, vagy pedig 0.

Amennyiben fennall |r; — 3| < 0105 < 11+ 719, akkor a két kornek két kzos pontja
van (azaz k(Oq,7r1) N k(Oz,1m9) = { My, My} teljesiil). Ez esetben mondjuk azt, hogy a
két kor metszi egymést, és a kozos pontokat a kordk metszéspontjainak nevezziik.

Ha az 0105 = |r; — 1|, 0109 = 11 + ry Osszefiiggések egyike teljesiil, akkor a két
kornek egyetlen kozos pontja van. Ekkor azt mondjuk, hogy a két kor érinti egymast.

Amennyiben fennall az 010, < |11 — 3], 0105 > r1 + ry egyenlStlenségek egyike,
akkor a két korvonalnak nincs kézos pontja.

Az euklideszi szerkesztésnél az (L5) alaplépés csak akkor hajthaté végre, ha a két adott
(vagy méar megszerkesztett) kir metszi egymast.
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Az euklideszi szerkesztés elemi feladatai

Egy szerkesztési feladathoz olyan kiindulasi adatokat kell megadnunk, hogy azokbol leg-
alabb két pontot szarmaztatni tudjunk. Nyilvanvalo, hogy két adott pontbdl kiindulva mér
tetszdleges szamu (de csak véges szami) pontot, egyenest és kort tudunk szerkeszteni.

Ugyanis, meg lehet adni a kiindulasi alapelemeket oly mdédon, hogy azok alapjan az
euklideszi szerkesztés alaplépései koziil egyet sem tudunk végrehajtani.

Az alabbiak soran felsorolunk néhany megoldhato szerkesztési feladatot. Az els6 két
feladat esetében leirjuk a teljes szerkesztési eljarast, illetve megadjuk az alaplépések vég-
rehajtdsanak sorrendjét.

Természetesen, egy szerkesztési feladatot tobbféle modon (olykor a lépések sorrendjé-
nek a felcserélésével) is meg lehet oldani.

1. Szerkesztési feladat

A szerkesztés o sikjaban adva van két pont A és B. Szerkessziik meg az AB szakasz F
felezépontjat.

A feladat az alabbiak szerkesztési eljarassal oldhaté meg.
Az A, B pontokon athaladé e; egyenes megszerkesztése.
Az A centrumu és AB sugaru k; kor megszerkesztése.

A B centrumu és BA sugaru ko kor megszerkesztése.

A ki és ko kOrok Py, P, metszéspontjainak kijelolése.

A P, és P, pontokat 6sszekotd es egyenes megszerkesztése.
Az e, ey egyenesek F' felez6pontjanak kijelolése.

A szerkesztés soran végrehajtott lépések sorrendje:

(L1)-(L2)~(L2)~(L5)-(L1)~(L3).

k1 ks

60. abra. Az A, B pontokat Osszek6td szakasz F felez6pontjanak szerkesztése.
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2. Szerkesztési feladat

A sikon adva van két pont A és B. Szerkessziik meg azt az f egyenest, amely athalad az
A-n és merdleges az A, B pontokat 0sszekotd egyenesre.

A feladat az alabbiak szerkesztési eljarassal oldhaté meg.

Az A, B pontokon athaladé e; egyenes megszerkesztése.

Az A centrumu és AB sugaru k; kor megszerkesztése.

A kq kor és az e; egyenes B—t6l kiilonb6z6 P; metszéspontjanak kijelolése.
A B centrumt és BP; sugaru ko kor megszerkesztése.

A P, centrumi és P, B sugart k3 kor megszerkesztése.

A ko és k3 korok P, és Py metszéspontjainak kijelolése.

A P, és P; pontokat 6sszekots f egyenes megszerkesztése.

A szerkesztés soran végrehajtott lépések sorrendje:

(L1)—~(L2)~(L4)~(L2)~(L2)~(L5)~(L1).

€1

61. abra. Az A, B pontokat 6sszek6td egyenesre merdleges f egyenes szerkesztése.

Az alabb felsorolt szerkesztési feladatokat is konnyen megoldhatoak.

3. Szerkesztési feladat

Adva vannak az A, B, C nem kollinearis pontok. Szerkessziik meg azt az egyenest, amely
athalad C-n és parhuzamos az A, B pontokat dsszekitd egyenessel.

4. Szerkesztési feladat

A sikon adva vannak az O, A, B nem kollinearis pontok. Szerkessziik meg az AOB<
konvex szbg szogfelezdjét.

5. Szerkesztési feladat

Adva van egy k kor és annak O kézéppontja, tovabba egy olyan P pont, hogy az OP sza-
kaszhossz nagyobb a k sugaranal. Szerkessziik meg azt a két egyenest, amelyek dtmennek
P-n és érintik a k kort.
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Az aranymetszés szerkesztési feladata L
A sikon adva van két pont A és B. Szerkessziik meg az AB szakasz azon C' pontjat, amelyre

fonmall AC (OB | fiized
ennall az OB = AB Gsszefiiggés.
Py
ks
e A

62. abra. Az aranymetszés feladatanak megoldasa.

A szerkesztési feladatnak az alabbiakban ismertetjiik egy megoldasat.

Szerkessziik meg az A, B pontokon athaladd e egyenest. Ezt kdvetGen szerkessziik meg
az A ponton athaladé és az e-re meréleges f egyenest. A 2. elemi szerkesztést kell ehhez
végrehajtanunk. Szerkessziik meg az A centrumi és AB sugart ky kort. Jeloljiik ki az f
egyenes és a ki kor metszéspontjait, melyek egyike legyen D. Ezutan szerkessziik meg a
AD szakasz F felez6pontjat. Ezt az F pontot az 1. elemi szerkesztés elvégzésével kapjuk
meg. Szerkessziik meg az F' centrumi és F'A sugart ky kort. Vegyilik a B, F pontokat
Osszekotd g egyenest. Jeloljiik ki a ko kor és g egyenes P, P, metszéspontjait oly moédon,
hogy ezek koziil P, legyen kdzelebb a B-hez. Szerkessziik meg a B centrumi és B P sugart
ks kort, majd jeloljiik ki a k3 kor és az e egyenes metszéspontjait. A két metszéspont koziil
az A-hoz kozelebbi legyen C. Ez a pont adja a feladat megoldasat.

Az alabbiak igazoljak, hogy a kijelélt C' pont valoban aranymetszést ad az AB szaka-
szon. Jelolje a szakasz hosszat ez esetben h. Kordbban mar beldttuk, hogy amennyiben
a h hosszusagu szakaszon vett aranymetszés kisebbik szelete p és a nagyobbik szelete ¢,

p_q_V5-1

akkor az aradnyokra fennall - 7=

A fenti szerkesztésnél a ky kor sugara h, a ko kor sugara pedig h/2. Ha alkalmazzuk
a Pitagorasz-tételt az ABF /A haromszogre, akkor azt kapjuk, hogy a BF' atfogd hossza

5
BF = g h. Ebbsl mar adodik, hogy a B P, szakasz hosszara teljesiil BP, = BF —FP, =

V5—1 V5 —1
2 2

h. A szerkesztés alapjan tehat fennall CB = h, vagyis a C'B hossz valéban
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az AB szakaszon vett aranymetszés nagyobbik szeletével egyenld.

A szabalyos tizsz6g szerkeszthetdsége

Logikusnak tiing kérdés, hogy vajon mely n (n > 3) pozitiv egész szamok esetén lehet n—
oldalt szabalyos sokszdget szerkeszteni, ha a szerkesztés sikjaban két pont van megadva.

Az alabbiak soran megmutatjuk, hogy szabélyos tizszdget és szabalyos 6tszoget tudunk
szerkeszteni.

A szabalyos tizszdgre vonatkozo szerkesztési feladat
A sikon adva van két pont A és O. Szerkessziik meg azt a szabalyos tizszoget, amelynek
az egyik csiicspontja A, és ahol a szabalyos tizszog kéré irt kér kézéppontja O.

A szerkesztési feladat megoldhatosagat az alabbi eredmény alapjan lehet igazolni.
Allitas. Az r sugart kérbe irt szabalyos tizszog a oldalhosszéra fennall az
a(a+r)=r* Osszefiiggés.

Bizonyitas.

A szabalyos tizszOg cstcsai sorrendben legyenek Ay, Ay, As, ..., Ajg. Jeldlje O a tizszog
koré irt kor kozéppontjat. Vezessiik be az ¢ = A1OAs<t jelolést. Evidens, hogy fennall
e = 36°. Emellett az A;OA5/\ egyenld szari haromszogben az A;, As cstcsoknal 1éve
szogek mértéke 2, vagyis 72°.

O

63. abra. Szabalyos tizszogben az oldal és a koré irt kér sugaranak kapcsolata.

Az A1 As oldal egyenesének és az O, Az pontokon atmend egyenes metszéspontjat
jelolje M. Tekintsiik az AjOM A haromszoget. Mivel az OA; M < és az AjOM < szogek
mértéke egyarant 2 = 72°, fennéll OM A; << = 36°. Ebbdl az kdvetkezik, hogy az O Ay M A
haromszogben As M = A;O = r teljesiil. Eszerint igaz A\ M = a + r.

Az A1AON és AJOM A egyenl§ szari haromszogek hasonloak, mert szogeik pé-
zonként egyenlGek. Ily modon a megfelel6 oldalaik aranya egyenld, vagyis fennall az

P egyenlGség, ami egyenértéki az allitdsban szerepls Osszefiiggéssel. [J
rooa-+r
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Kovetkezmény. A szabalyos tizszégre vonatkozo szerkesztési feladat megoldhato.
Bizonyitas.

Az a(a+r) = r? egyenletet atrendezve adodik az a® = r(r — a) dsszefiiggés. Emiatt pedig
r—a

a S
fennall = —. Ez az egyenl@ség pedig azt mutatja, hogy amennyiben az O A szakaszon
r

a
megoldjuk az aranymetszési szerkesztési feladatot, akkor a nagyobbik szelet megegyezik a
korbe beirt szabalyos tizszog oldalainak a hosszaval. [.

Megjegyzés. A korabban leirtakboél mar adédik, hogy az r sugara kdrbe irt szabalyos

tizszog oldalainak a hosszara fennall a = 5(\/5 —1)r

Megjegyzés. Evidens, hogy mivel lehet szabélyos tizszoget szerkeszteni, tudunk szer-
keszteni szabalyos 6tszoget is.

Nevezetes Nem megoldhaté szerkesztési feladatok

Algebrai eszkozokkel (a testbovitések modszerével) bizonyitani lehet, hogy vannak olyan
jol meghatéarozott feladatok, amelyeket az euklideszi szerkesztés modszerével nem lehet
megoldani. Az alabbiak soran harom ilyen feladatot frunk le.

1. nem megoldhaté feladat

A sikon adva van két pont A és O. Szerkessziik meg azt a szabalyos kilencszéget, amelynek
az egyik csiicspontja A, és ahol a szabalyos kilencszog kéré irt kér kézéppontja O.

A fenti probléma azért nem oldhaté meg, mert két pontbol kiindulva nem lehet 20°—os
szoget szerkeszteni.

2. nem megoldhaté feladat

Adva van a sikban két pont A és B. Szerkessziink a sikon olyan C, D pontokat, amelyek
tavolsagéara fennall a CD? =2- AB®  ésszefiiggés.

Ezt szokés kockakett6zési feladatnak vagy Déloszi problémanak nevezni.

3. nem megoldhaté feladat

Adva van sikban két pont A és B. Vegyiik az A kbézéppontii és AB sugari k kort. Szer-

kessziink egy olyan négyzetet, amelynek teriilete megegyezik a k kor teriiletével.
Ezt a feladatot mondjak a kornégyszogesités probléméjanak.

82



6) Nevezetes sikbeli alakzatok (a kiupszeletek)

Az alabbiak soran definialjuk az ellipszist, a hiperbolat és a parabolat, mint nevezetes
sikbeli alakzatokat. Ezeket kézds néven kiipszeleteknek hivjuk.

Az ellipszis

6.1. Definicio. A o sikban legyenek adva az Fj, F, pontok és egy a pozitiv valos
szam, amelyre fenndll 2a > F\ F,. Az Fy, Fy fokuszpontokkal és a 2a nagytengelyhosszal
meghatarozott o—beli ellipszisen a sik azon pontjainak halmazat értjiik, melyeknél a fo-
kuszpontoktol mért tavolsagok Gsszege 2a.

Megjegyzés. A fenti definiciot a kdvetkezs forméaban is kimondhatjuk. Az Fy, F, f6-
kuszpontokkal és a 2a nagytengelyhosszal meghatarozott o—beli ellipszisen az
E={Peco| 1P+ F,P =2a} alakzatot értjiik.

64. dbra. FEllipszis az Fy, F; fokuszpontokkal és a 2a = Ay Ay nagytengelyhosszal.

Megjegyzés. Amennyiben az Fy, F, fokuszpontok egybeesnek (F} = F3), akkor a fenti
definicioval leirt ellipszis megegyezik egy a sugart korrel.

A o sikban vegyiink egy valodi ellipszist, amelynek fokuszpontjai Fy, Fy (F} # Fy) és
nagytengelyhossza 2a. Kénny( belatni, hogy a g = ( Fy, Fy ) egyenesre és az F} I, szakasz
h felez6 mer6legesére valo tiikrozés az ellipszist 6nmagaba viszi. Emiatt ezeket a g, h
egyeneseket az ellipszis szimmetriatengelyeinek nevezziik. Az F|F, szakasz felezGpontja
legyen O. Vilagos, hogy az O pontra torténd tiikrozés is dnmagaba képezi az ellipszist.

Az O pontot az ellipszis centruménak (vagy kozéppontjanak) mondjuk.
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A hiperbola

6.2. Definicio. Egy o sikban legyenek adva az Fi, F, pontok és egy a pozitiv valos
szam, amelyre fennall 2a < F1F. Az Fy, F; fokuszpontokkal és a 2a valos tengelyhosszal
meghatarozott o—beli hiperbolan a sik azon pontjainak halmazét értjiik, melyeknél a f6-
kuszpontoktol mért tavolsagok kiilénbségének az abszolut értéke 2a.

Megjegyzés. A fenti definiciot a kdvetkez6 forméaban is kimondhatjuk. Az Fy, F, f6-
kuszpontokkal és a 2a valos tengelyhosszal meghatarozott o—beli hiperbolan a
H={Peco||FP—F,P|=2a} alakzatot értjiik.

65. abra. Hiperbola az Fy, F; fokuszpontokkal és a 2a = Ay Ay valés tengelyhosszal.

A o sikban tekintsiink egy hiperbolat, amelynek fokuszpontjai F; és F5, a tengely-
hossza pedig 2a. Koénnyen be lehet latni, hogy a ¢ = (Fy, Fy) egyenes és az | Fy sza-
kasz h felez6meréleges egyenese egyarant szimmetriatengelye a hiperbolanak. A hiperbola
szimmetriacentruma az Iy F, szakasz O felezépontja lesz, mivel az O-ra torténd tiikrozés
onmagaba viszi a hiperbolat.
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A parabola

6.3. Definicio. Egy o sikban legyen adva egy F' pont és egy az F'-re nem illeszkedd
v egyenes. Az F' fokuszponttal és a v vezéregyenessel meghatarozott parabolan a sik
azon pontjainak halmazat értjiik, melyeknek a F' fokusztol mért tavolsiga megegyezik a
v egyenestSl mért tavolsaggal.

Megjegyzés. A sik egy P pontjanak a v egyenestdl valo tavolsagat jelolje d(v, P). A
fenti definiciot a kovetkezd forméban is kimondhatjuk. Az F fokuszpontokkal és a v

vezéregyenessel meghatarozott o—beli parabolan a
G={Peco | FP=d(v,P)} alakzatot értjiik.

Megjegyzés. A parabola vezéregyenesét szokas direktrixnek is nevezni.

66. abra. Az F' fokuszponttal és a v vezéregyenessel meghatarozott G parabola.

Megjegyzés. A sikban legyen adva egy parabola, melynek fokuszpontja F' és vezéregye-
nese v. Az F fokuszpont és a v egyenes p = d(v, F') tavolsagét a parabola paraméterének
mondjuk.

A o sfkban vegyiink egy parabolat, amelynek fékuszpontja F' és vezéregyenese v. Le-
gyven t az az egyenes, amely athalad az F' ponton és meréleges v—re. Nyilvanvalo, hogy
a t egyensre torténd tiikrozés az I fokuszt fixen hagyja és a v—t onmagaba képezi, te-
hat a parabolat 6nmagéba viszi. Emiatt a ¢ egyenest a parabola szimmetriatengelyének
(rovidebben a parabola tengelyének) nevezziik.
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