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El6szo

A jegyzet egyik célja az, hogy megismertesse az olvasot az euklideszi geometria és a hiper-
bolikus geometria egy hatékony axiémarendszerével, melynek alkalmazéisaval viszonylag
gyorsan kidolgozhatoak ezen matematikai elméletek alapjai. A mésik cél, hogy bemutassa
a hiperbolikus sikgeometria két olyan modelljét, amelyeket mar a XIX. szazad masodik
felében felfedeztek és amelyek kénnyen értelmezhetGek.

Az els6 fejezetben az axiomatikus felépitéssel kapcsolatos fogalmak targyalasara, vala-
mint a geometriai elméletek rovid torténeti attekintésére keriil sor.

A masodik fejezetben tagyaljuk a fent emlitett axiomarendszert. Ebben fontos szerepet
jatszik az dgynevezett Birkhoff-féle vonalz6 axiéma, amely szerint egy specidlis tavolsag-
fliggvény van adva a tér pontjainak halmazan. Ily modon értelmezni lehet az egybeva-
gbsagi transzformaciokat, amelyek megérzik a tér pontjainak tavolsagat. Ennek alapjan
tudjuk kimondani az igynevezett egybevagdsagi axiomat, amely szintén egy igen erds al-
litast fogalmaz meg. Ezt kovet&en eljutunk az tgynevezett parhuzamosséagi probléméahoz,
melynek XIX. szdzadi megoldasiban Bolyai Janos magyar matematikus és hadmérnok
szerzett nagy érdemeket. Ez azt a kérdést veti fel, hogy a kimondott axiomakbol vajon
kovetkezik-e, hogy amennyiben adva van egy egvenes és egy arra nem illeszkedd pont,
akkor a ponton csak egy olyan egyenes halad at, amely az adott egyenessel parhuzamos.

Mivel a helyes vilasz nemleges, ezt a kijelentést is be kell venniink az euklideszi geo-
metria axiomai kozé. Ha viszont a fenti kijelentés helyett annak tagadésat vessziik hozzéa
a tobbi axiomahoz, akkor az igy nyert axiémarendszerre egy 1j geometria épithetd fel,
nevezetesen a Bolyai-Lobacsevszkij—féle hiperbolikus geometria.

A jegyzet negyedik fejezetében a sikgeometriai axiémak leirasara keriil sor. Az 6tddik
fejezetben réviden targyaljuk az abszolut geometridt, melynek tételei az euklideszi és a
hiperbolikus geometridban egyarant érvényesek.

A tovabbi fejezetekben a hiperbolikus sikgeometria kormodelljeit vizsgéljuk. Ezeket
az euklideszi geometria keretein beliil, abbol kiindulva konstrualhatjuk meg. A targyalt
modellekben a kollinearis (illetve a kori) pontnégyeshez rendelt kettSsviszonyon alapul a
tavolsagfiiggvény értelmezése. A térbeli hiperbolikus geometria modelljeként a Beltrami—
Cayley—Klein—féle gombmodell leiraséara is sor keriil.

A jegyzet elsGdlegesen az ELTE matematikatanéri szakos hallgatéi szaméra késziilt.
Geometriai tanulményaik sordn 6k megismerkednek azokkal az alapvets fogalmakkal és
tételekkel, amelyek a vizsgalt modellek értelmezéséhez sziikségesek.

Ha az olvaso érdekl6dik az irant, hogy a mésodik fejezetben leirt axidomarendszer-
b6l kiindulva miként lehet bizonyitani alapvetének tartott tételeket (példaul a neve-
zetes haromszog-egyenldtlenséget), akkor javasoljuk szaméra a Bevezetés a geometria-
ba c. jegyzet els§ fejezetének tanulmanyozasat is. A jegyzet elérhetd az interneten a
https://web.cs.elte.hu/geometry/vl/BevGeoJegyzet VL.pdf linken.



1) Az axiémakra vonatkoz6 alapvetd ismeretek
Egy matematikai elmélet felépitésének alapelvei

Minden matematikai elmélet fogalmak és allitdsok gyijteményeként foghatod fel. Az
elmélet felépitése soran a felhasznalt fogalmakat kordbbi fogalmak segitségével kell koriil-
frni (més széval definialni), a kimondott allitdsokat pedig be kell bizonyitani. Allitason
tehat egy olyan kijelentést értiink, amely az adott elmélet fogalmaival kapcsolatos Ossze-
fliggést (vagy Osszefiiggéseket) fogalmaz meg, és amelyet kordbban igazolt allitasokbol
logikai uton le lehet vezetni. Mar az 6kori gérogok rajottek arra, hogy egy 6néllo elmélet
egzakt felépitéséhez sziikség van olyan kijelentésekre (igynevezett alapigazsagokra), ame-
lyek az elmélet alapjat képezik, és amelyeket emiatt nem bizonyitunk. Ezeket nevezziik
az elmélet axiomainak. Az axiomdkon tehat azokat az elmélet alapjaul szolgalo allitaso-
kat értjiik, melyeket bizonyitas nélkiil elfogadunk. A benniik szerepls fogalmak egy részét
kiilén nem értelmezziik, mivel ezeket az axiomak altal leirt osszefiiggések (relaciok) jellem-
zik. Az axiéméakban szerepld azon fogalmakat, amelyeket kiilon nem definialunk, primitiv
fogalmaknak nevezziik. Az axiomak egyiittesen az elmélet axiomarendszerét képezik.

Amennyiben rogzitettiik az axiémarendszert, akkor az elméletben szerepls Gsszes fo-
galmat a primitiv fogalmakat felhasznédlva kell értelmezni (mas szoval definidlni), az alli-
tasokat pedig az axiomakbol kell levezetni.

Elvarasok egy axiomarendszerrel szemben: ellentmondasmentesség, fiiggetlenség

Egy elmélet axiémarendszere akkor ellentmondasos, ha meg lehet adni egy olyan kije-
lentést (allitast), hogy azt és annak tagadasat az axiomakbol egyarant le lehet vezetni.
Az ellentmondasmentesség ennek az ellenkez§jét jelenti, tehdt azt, hogy egy kijelentést
és annak tagadasat semmiképp sem lehet az axiomakbol kiindulva bizonyitani. Barmely
tudomanyos elmélet axiomarendszerével szemben alapvetd kovetelményként tamasztjak az
ellentmondasmentesség teljesiilését.

Egy axidomarendszert fiiggetlennek mondunk, ha barmelyik axiomat is vessziik, azt a
tobbi axiomabol nem lehet levezetni. Mas megfogalmazasban ez azt jelenti, hogy egyik
axioma sem kovetkezménye a tobbinek. Egy elmélet axiomarendszerének kidolgozasanal
altalaban torekedni szoktak a fiiggetlenség elérésére. Meg kell azonban jegyezniink, hogy
olykor a fiiggetlenség elvének feladasaval olyan axiémarendszert lehet kialakitani, amelyre
alapozva az elmélet gyorsabban és hatékonyabban felépithetd.

Egy elmélet axiomarendszere akkor teljes, ha az elmélet kapcsan felvetheté barmely
kijelentésrdl (allitasrol) el lehet donteni annak igaz vagy hamis voltat. K. Godel osztrak
matematikus az 1930-as években bebizonyitotta, hogy ha egy axiémarendszer eleget tesz
bizonyos minimalis feltételeknek, akkor azzal kapcsolatosan mindig lehet taldlni olyan
allitast, amelynek sem igaz voltat, sem pedig hamis voltat nem lehet az axiémakbol leve-
zetni. Ily modon a teljesség a geometriai axidmarendszerek esetében sem teljesiil. Fontos
viszont megjegyezni, hogy ezek az el nem donthets allitdsok altalaban mesterkéltek.

Az ellentmondasmentesség mellett egy tudoményos elmélettsl dltalaban elvarjak még
azt is, hogy valamire alkalmazhaté legyen a gyakorlatban. Egy elmélet alkalmazhatosé-
ganak persze lehetnek (és altaldban vannak) korlatai. Az euklideszi geometria allitasai,
Osszefiiggései jol alkalmazhatoak a miiszaki tudoményokban, kiilonosen a gépészetben és



az épitészetben adodo feladatok megoldasara. Az asztrofizikai vizsgalatok és szamitasok
esetében azonban az euklideszi geometria eszkozei mar nem elégségesek.

A geometria torténeti vonatkozasai

A geometria a legrégebbi matematikai tudomany, amelynek keretei az 6korban alakultak
ki. Az o6kori tarsadalmakban a mez6gazdaséigi termelés megszervezéséhez sziikségessé valt
a foldteriiletek nagysaganak jellemzése, vagyis a foldmérés. Emellett az épitészetben és a
képzémiivészetben fellépd gyakorlati problémak is igényelték a kiilonféle térbeli alakzatok
tulajdonsigainak vizsgalatat, ami egy tudomanyos elmélet, a geometria kialakulasdhoz
vezetett. A geometria sz6 egyébként gorég eredetii, magyarra forditva foldmérést jelent.

A koznapi szohaszndlatban manapsag azt szoktak mondani, hogy a geometria a térbeli
alakzatok (ponthalmazok) tulajdonsagaival foglalkozé tudomany.

Az emberiség torténetében az els§ tudoméanyos igényt elmélet kidolgozojanak a gorog
Euklidészt tekintik, aki az i.e. 300 koriil irt Elemek cimd mivében az akkori geomet-
riai ismereteknek egy rendszeres Gsszefoglaldsat adta meg. Euklidész felismerte, hogy a
geometria elméletének felépitéséhez is sziikség van "alapkovekre", vagyis olyan kiindulo-
pontként szolgalo allitasokra, melyeket bizonyitas nélkiil elfogadunk. Az altala megadott
axioméakon alapul6 matematikai elméletet nevezik euklideszi geometridnak.

Euklidész "alapigazsagai" kozott szerepel egy olyan axioma is, amely egyenértéki az
alabbi kijelentéssel: Ha egy sikban adott egy egyenes és egy hozza nem illeszkeddé pont,
akkor a sikban csak egy olyan egyenes van, amely dthalad az adott ponton és nem metszi
az adott egyenest. Fzt a kijelentést nevezik az euklideszi geometria Parhuzamossagi axio-
majanak. (Két egyenest akkor mondunk parhuzamosnak, ha egy sikban vannak és nincs
kozos pontjuk.) A fenti axiéma tehat kimondja, hogy egy adott ponton at csak egy olyan
egyenes halad, amely egy megadott egyenessel parhuzamos. A Parhuzamossagi axiémaval
kapcsolatban meg kell emliteniink, hogy azt a késébbi korok egyes matematikusai nagyon
erGs elGirdsnak tartottdk, és bizonytalanok voltak abban, hogy vajon sziikségszerii-e azt is
axiomaként alkalmazni.

Az 6korban és a kozépkorban a geometriai vizsgalatok soran foként szintetikus (més
szoval elemi) eszkozoket hasznaltak. A geometriai targyalasok szaméara egy 1j és igen ha-
tékony modszert adott R. Descartes francia matematikus, aki az 1637-ben kiadott
Geometria cimd konyvében mar alkalmazta a sikbeli koordindta—rendszert, ami lehetévé
tette a nevezetes sikbeli alakzatok egyenletekkel torténd leirasat. Ez vezetett az anali-
tikus geometria kialakulasahoz, amely a geometriai problémak targyalasahoz az algebra
és az analizis eszkozeit is felhasznalja. A XVIII. szazadban a geometriai vizsgalatokban
egyre inkdbb elGtérbe keriiltek az analitikus modszerek, tovabba fontos szerephez jutott
a Parhuzamossagi axioma fiiggetlenségének kérdése. Egyes matematikusokban az az ot-
let tamadt, hogy a parhuzamossagra vonatkoz6 axiémat a tobbi axidmabol méar le lehet
vezetni.

Fontos megjegyezniink, hogy a XIX. szazad kozepéig a geometriat miveldi 4gy te-
kintették, mint a benniinket koriilvevd fizikai tér jol meghatarozott tulajdonsagait leiré
tudoményt, melynek dsszefiiggéseit (allitasait) a tapasztalat révén ellendrizni lehet. En-
nek kovetkeztében a geometriai targyalasok soran egyes Osszefiiggéseket bizonyitas nélkiil,
csupan a szemléletre hivatkozva alkalmaztak. Ugyanakkor, a tapasztalatra tdmaszkodo



felfogas folosleges kotottségeket is okozott.

A XIX. szazadban az euklideszi geometria axiomatikus megalapozasanak kérdésében
is lényeges elérelépések torténtek. Az 1820-as évek végén Bolyai Janos magyar és N. 1.
Lobacsevszkij orosz matematikusok vizsgalataik soran egyidejiileg arra a meggy6z&dés-
re jutottak, hogy amennyiben a Parhuzamossigi axioma helyett annak tagadéasat veszik
"alapigazsagként" és a tobbi axiomat meghagyjak, akkor azokra is felépithets egy olyan el-
méletet, amelyben nincs ellentmondas. Ha pedig ez igaz, akkor a Parhuzamossagi axiéma
nem lehet kévetkezménye az euklideszi geometria tobbi axiémajanak.

Bolyai és Lobacsevszkij nemcsak azt allitottak, hogy a Parhuzamossagi axioma a
tobbi axiomatol fiiggetlen, hanem ramutattak arra, hogy az euklideszi geometrian ki-
viil mas geometriai elméletek is kidolgozhatoak. A Parhuzamossagi axiéma tagadéasaval
altaluk felépitett geometriat nevezik hiperbolikus geometridnak (vagy més szoval Bolyai—
Lobacsevszkij—féle geometrianak). Mindketten lényeges haladast értek el ezen 4j geometria
felépitésében anélkiil, hogy valamilyen ellentmondésra bukkantak volna. Tobbek kozott
igazoltak, hogy ebben az 1j geometridban a trigonometriai tételek (példéul a szinusz- és
koszinusz tételek) szoros kapcsolatban allnak a gémbi geometria trigonometriai tételei-
vel. Ha a gémbi geometria tételeiben a szogfiiggvények helyett a megfelelg hiperbolikus
fiiggvényeket alkalmazzuk, akkor visszakapjuk az 1j geometria trigonometriai tételeit.

Bolyai Janos elméletének publikalasdra 1832-ben keriilt sor az édesapja, Bolyai Farkas
altal irt matematika tankonyv fiiggellékeként. Fontos azonban megemliteni, hogy munkas-
saga alatt sem Bolyai, sem pedig Lobacsevszkij nem tudott modellt adni a Parhuzamossagi
axioma tagadasat axiomaként alkalmazo geometridra, tehat annak ellentmondasmentes-
ségét nem sikeriilt bizonyitaniuk. Emiatt koruk vezeté matematikusai, kozottiik C. F.
Gauss, igen Ovatosan és tartozkodva fogadtak eredményeiket. A hiperbolikus geometria
els6 modelljének, az tgynevezett Beltrami—Cayley—Klein-modellnek a megalkotasara még
kozel 40 évet kellett varni. A matematikusok széles korében ekkor valt csak elismertté
Bolyai és Lobacsevszkij felfedezésének nagy jelentsége.

Ha a Parhuzamossagi axiomat elhagyjuk az euklideszi geometria axiomai koziil, akkor
a visszamaradt axiomakra alapozott matematikai elméletet abszoliit geometridnak mond-
juk. Ezen meghatarozasbol kovetkezik, hogy az abszolit geometria eredményei mind az
euklideszi geometriaban, mind pedig a hiperbolikus geometridban érvényben maradnak.

A XIX. szdzad mésodik felében jottek ra arra, hogy az axiomak kozott sziikség van
olyan kijelentésekre is, amelyek az elvalasztési (rendezési) relaciokkal kapcsolatosak. A ko-
rabbi vizsgalatoknal ugyanis az elvalasztasi kérdések nem voltak megfelelGen tisztazottak.
M. Pasch német matematikus adott egy olyan szabatos axiémét, amely azt eredményezi,
hogy egy egyenes az 6t tartalmazé stkot mindig két félsikra vagja, illetve egy sik a teret
mindig két féltérre osztja.

F. Klein német matematikus irdnyitotta a figyelmet a geometridkban fellépd transz-
formacioesoportok tanulményozasanak fontossagara. Egy 1872-ben tartott elGadasaban,
amely az erlangeni program néven valt kozismertté, Klein a geometriai elméletek egyik
alapvetd feladataként jelolte meg a kiilonféle transzformécidcsoportokkal szemben inva-
ridns (vagyis a transzforméaciok dltal meg nem valtoztatott) fogalmak és tulajdonsagok
meghatarozasat. A transzformaciécsoportok kiemelt szerepe egyben a geometria és az
algebra szoros kapcsolatat mutatja.



Az euklideszi geometria elsé olyan axiémarendszerét, amely teljes mértékben megfelel
a modern tudomanyos igényeknek, D. Hilbert német matematikus adta meg 1899-ben A
geometria alapjai cimi konyvében. Az altala leirt axiémakat tartalmuk alapjan csopor-
tokba lehet sorolni, igy a Parhuzamossagi axidéma mellett szokas beszélni az illeszkedési,
a rendezési, az egybevigosagi és a folytonossagi axiomakrol. A Strohmajer Janos altal
irt A geometria alapjai cimd jegyzet lényegében a Hilbert—féle axiémarendszert veszi a
targyalas alapjaul.

Az euklideszi geometrianak a Hilbert—féle axiomakon alapulé felépitése matematikailag
teljesen korrekt modon elvégezhets, viszont nagyon idGigényes. Emiatt az 1930-as években
G. D. Birkhoff amerikai matematikus javasolt egy igen erds axiémat, amely felteszi, hogy
a téren adva van egy tavolsagtiiggvény, tovabba az egyenesek pontjai és a valés szamtest
elemei kiézott olyan bijektiv megfeleltetéseket (koordinatazasokat) lehet létesiteni, ahol
barmely két pontnal a koordindtak kiilonbségének az abszolit értéke megegyvezik a két
pont tavolsagaval. A szakirodalomban ezt nevezik Birkhoff-féle vonalzé axiomanak.

A Birkhoff-féle vonalz6 axiéma erGsségét mutatja, hogy a Hilbert—féle rendezési és
egybevagosagi axiomak koziil tobbet is helyettesit, és Hilbert mindkét folytonosséigi axio-
méja ugyancsak kovetkezik beléle.

A projektiv geometria

Az euklideszi geometria, az abszolut geometria és a hiperbolikus geometria mellett feltét-
leniil meg kell még emliteniink a projektiv geometriat, mint egy tovabbi klasszikus geomet-
riai elméletet. A képzémiivészetben nagy sziikség volt a centralis vetités tulajdonsigainak
tanulméanyozéasara, és ennek soran fejlédott ki a projektiv geometria. Kideriilt, hogy a
centralis vetitések vizsgalataban egy hasznos modszer, ha az euklideszi teret kib&vitjiik
a parhuzamos egyenesosztalyokhoz rendelt Gn. idealis pontokkal. Meg kell azonban je-
gyezniink, hogy a projektiv geometria felépitheté 6nall6 matematikai elméletként is egy
megfelel§ axiémarendszert véve alapul.

A XVIII. szazadban mar vilagossa valt, hogy az euklideszi tér gorbéinek és feliileteinek
analitikus vizsgalata soran hatékonyan lehet alkalmazni az analizis eredményeit. Ez a
felismerés vezetett a differencidlgeometria kialakulasdhoz. A differencidlgeometria teljes
mértékben a topologia, az analizis és az algebra altal felépitett fogalmakra és tételekre
épitkezik, ezek felhasznalasaval definidlja sajat fogalmait.

A geometriai modellek szerepe. A relativ ellentmondasmentesség

Egy matematikai elmélet axiomarendszerében szerepld allitasok az elmélet alapelemeire
vonatkozo relaciokat (Osszefiiggéseket) fogalmaznak meg. Amennyiben egy masik mate-
matikai elméletet véve alapul abban megadunk olyan konkrét objektumokat és kozottiik
olyan vildgosan leirt kapcsolatokat (relaciokat), amelyekre teljesiilnek az axiomarendszer
kijelentései, akkor ezen objektumokat kapcsolataikkal egyiitt az axiomarendszer egyik mo-
delljének mondjuk.

A modell tehat nem més, mint az elmélet egyik realizdlasa. Egy elméletnek természete-
sen sokféle modellje lehet. Fontos viszont kiemelniink, hogy az elmélet barmely (az
axiomakbol levezetett) allitasanak az Gsszes modellben igaznak kell lennie. Amennyiben
egy elmélet ellentmondésos, akkor az ellentmondas "az elmélet modelljében" is megmu-
tatkozik. Ily modon a modell segitségével nemcsak az elmélet allitasainak ellenérzésére



nyilik mod, hanem az axiomarendszer relativ ellentmondasmentességének igazolasara is.
Ugyanis, az elmélet egy modelljét csakis egy masik matematikai elméletre alapozva lehet
megkonstrualni. Emiatt csak azt mondhatjuk, hogy a modellel alatamasztott elmélet axi-
omarendszere ellentmondasmentes, amennyiben a modell alapjaul szolgdl6 masik elmélet
axiomarendszere ellentmondasmentes.

Az euklideszi geometria legfontosabb modellje az R valos szamtestre épitett analiti-
kus modell. Mivel a valés szdmokat felhasznélva egy modellt tudunk adni az euklideszi
geometriara, azt mondhatjuk, hogy amennyiben a valos szamok axiomarendszere ellent-
mondasmentes, akkor az euklideszi geometria axiomarendszere is ellentmondasmentes.

A hiperbolikus geometrianak tobb modelljét is meg lehet konstrualni az euklideszi
geometriat véve alapul. Emiatt azt mondhatjuk, hogy amennyiben az euklideszi geometria
ellentmondéasmentes, akkor a hiperbolikus geometria is az.

A hiperbolikus geometria legismertebb modellje a Beltrami-Cayley—Klein—féle gémb-
modell, amely egyben a hiperbolikus geometria elséként felfedezett modellje. Annak iga-
zolasdhoz, hogy a gobmbmodellben teljesiilnek az abszolit geometria axiémai alkalmaznunk
kell a projektiv geometria alapvetd fogalmait és tételeit is. Emiatt ezt szokas projektiv
modellnek is nevezni.



2) Az euklideszi geometria egyik axi6émarendszere

Az axiémarendszer leirasanal felhasznaljuk a halmazelmélet alapvetd fogalmait, tovabba
alkalmazunk a valos szamtesthez kapcsolodé fogalmakat is. A tavolsagtiiggvény kitiintetett
szerepe miatt a jelen fejezetben megadott axiémarendszert metrikusnak szokds nevezni.

Kitiintetett térbeli alakzatok. Az illeszkedés értelmezése

Legyen adott egy X halmaz, amelyet térnek mondunk, és amelynek az elemeit pontoknak
nevezziik. Az X részhalmazait ponthalmazoknak vagy alakzatoknak mondjuk. A ponthal-
mazok kozott vannak kitiintetett alakzatok, amelyeket egyenesnek vagy siknak neveziink.
A tovabbiakban jelolje £ az egyenesek halmazat, és jelolje S a sikok halmazat.

A pontokat, az egyeneseket és a sikokat egyiittesen térelemeknek is hivjuk, bar az
egyenesek és a sikok valojaban az X tér kitiintetett részhalmazai. A késGbbiek soran
a pontokat latin nagybetiikkel (példaul A, B, C, P), az egyeneseket latin kisbetiikkel
(példaul a, b, e, g), a sikokat pedig gorog betiikkel (példaul «, 3, o) fogjuk jeldlni.

A térelemek illeszkedését a tartalmazas alapjan értelmezziik. Azt mondjuk, hogy egy
A pont illeszkedik egy e egyeneshez, ha A eleme e-nek. Egy B pontrol azt mondjuk, hogy
az illeszkedik egy o sikhoz, ha B az egyik eleme o—nak. Egy g egyenesrdl azt mondjuk,
hogy az illeszkedik egy « sikhoz, ha g egy részhalmaza a—nak.

A térelemek illeszkedésével kapcsolatosan az alabbi kifejezéseket is hasznalni fogjuk.
Ha egy A pont illeszkedik egy e egyeneshez, akkor azt is mondjuk, hogy az e egyenes
illeszkedik az A ponthoz, illetve az e egyenes athalad (4tmegy) az A ponton. Analog
modon, ha egy B pont eleme egy o siknak, akkor azt is mondjuk, hogy a o sik illeszkedik
a B ponthoz. A g C « feltétel teljesiilése esetén azt is mondjuk, hogy az « sik illeszkedik
a g egyeneshez, illetve az « sik tartalmazza a g egyenest.

Tekintsiink az X térben véges sok pontot. Ezen pontokat kollinearisaknak (illetve
komplangrisaknak) mondjuk, ha van olyan egyenes (illetve ha van olyan sik), amely az
adott pontok mindegyikét tartalmazza. Ezt kovetGen ha n szamu pontrol (egyenesrdl vagy
sikrol) szolunk, akkor ezen n szami kiilonb6z3 pontot (egyenest vagy sikot) értiink.

Allapodjunk meg abban is, hogy amennyiben kimondunk egy axiomat, akkor a tovab-
biakban mar feltessziik annak teljesiilését.

A pontok, az egyenesek és a sikok illeszkedésével kapcsolatos axiémak
(IA 1) Van a térnek négy olyan pontja, amelyek nem kollinearisak és nem komplandrisak.
(IA 2) Bédrmely két ponthoz egy és csakis egy egyenes illeszkedik.

(IA 3) Minden sikhoz illeszkedik harom nem kollinedris pont.

(TA 4) Barmely harom nem kollinedris ponthoz egy és csakis egy sik illeszkedik.
(TA 5)

IA 5) Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikhoz, akkor az egyenes is illeszkedik
a sikhoz.

(IA 6) Ha két siknak van egy kozds pontja, akkor a két siknak van tovabbi kozds pontja.



Ha A és B kiilonbo6z pontok, jelolje (A, B) azt az egyenest, amely az A-—n és a B—n
egyarant athalad. Amennyiben A, B, C nem kollinearis pontok, jeldlje ( A, B,C') azt a
stkot, amelyhez mindharom pont illeszkedik.

A kimondott axiomékbol mar levezethets, hogy ha két siknak van kézos pontja, akkor
a két sik metszete egy egvenes. Ilyen esetben a két sikrol azt mondjuk, hogy metszik
egymast.

Megjegyzés. A Hilbert-féle illeszkedési axiomak kozott szerepel még az a kijelentés is.
(IA 7) Barmely egyeneshez illeszkedik legalabb két pont.
Ezt azért nem mondtuk ki, mert ez kovetkezik az alabbi axiémabol.

A Birkhoff—féle vonalz6 axioma

A szokisoknak megfelelen jelolje R a valés szamok halmazat. Vegyiik a tér Osszes
pontjainak X halmazat és ezen halmaz 6nmagaval vett Descartes—szorzatat, vagyis az
X x X ={(A,B)| A, BeX } halmazt.

(BVA) Adva van egy olyan d : X x X — R valés fiiggvény, amelyre teljesiil az alabbi
kijelentés: Tetszdleges g egyeneshez létezik egy olyan & : g — R bijekcid, hogy
barmely a g—hez illeszked6 A, B pontokra fennall a
| E(A) —&(B) | = d(A, B) dsszefiiggés.

Megjegyzés. A (BVA) axiomaban szerepls kijelentést a tovabbiakban a d fiiggvényre
vonatkozo6 vonalzoé feltételként fogjuk emliteni.
A £:9— R bijektiv leképezést a g egyenes egyik koordinatazasinak nevezziik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a vonalzé feltétel miatt barmely A, B € X pontok
esetén fennall d(A,B) >0 és d(A,B) = d(B,A). Emellett a d(A, B) = 0 egyenlGség
pontosan akkor teljesiil, ha fennall A = B.

A (BVA) axiémaval megadott d : X x X — R fiiggvényt a tovdbbiakban tavolsdg-
fiiggvénynek mondjuk.
Definicié. A tér valamely A, B pontjainak tavolsigan a d(A, B) nemnegativ szamot
értjiik.
Megjegyzés. A (BVA) axiomabol mar kovetkezik, hogy a tér barmely egyeneséhez és
barmely sikjahoz végtelen sok pont illeszkedik.

Megjegyzés. A kimondott axiomak alapjan konnytd belatni, hogy amennyiben az A pont
nem illeszkedik az e egyeneshez, akkor egyértelmien létezik egy sik, amely A-t és e—t
egyarant tartalmazza. Ezt a sikot a tovabbiakban jelélje (e, A).

Megjegyzés. Haa g, h (g # h) egyeneseknek van egy kézos pontja, akkor a két egyenest
metszének, a kozos pontot pedig g és h metszéspontjanak mondjuk. Ha egy siknak és egy
egyenesnek egyetlen kozos pontja van, akkor azt mondjuk, hogy az egyenes metszi a sikot,
illetve a sik metszi az egyenest. A kozos pontot ez esetben a két térelem metszéspontjanak
nevezziik.



A szakasz és a félegyenes értelmezése

Definicio. Legyenek adva az A, B és C pontok. Azt mondjuk, hogy a C' pont az A és a
B pontok kozdtt van, ha A, B és C' egyazon egyenes kiilonboz6 pontjai, tovabba fennall
a d(A,C)+d(C,B) =d(A,B) 0Osszefiigges.

Ez esetben azt is mondjuk, hogy a C pont elvilasztja egymastol az A, B pontokat.

Megjegyzés. Amennyiben a C' pont nincs az A és B pontok kdzott, akkor azt mondjuk,
hogy a C' pont nem vélasztja el az A, B pontokat.

Megjegyzés. Egy g egyenesen vegyiikk az A, B, C pontokat, tovibba a g—nek egy

/////

ha a &(C) valos szam a £(A), &(B) szamok kozott van, vagyis ha fennall
(£(4) = &(0))(E(B) = £(C)) < 0.

Ebbél mar kovetkezik, hogy egy egyenes harom pontja koziil pontosan egy van a mésik
ketts kozott.

Definicio. Legyenek A és B kiilénbo6z6 pontok. Az A és B végpontokkal meghatarozott
AB szakaszon azt az alakzatot értjiik, amelyet az A, B pontok és az (A, B) egyenes azon
pontjai alkotnak, amelyek A és B kozott vannak.

Megjegyzés. A fenti definicié szerint az AB szakaszt a két végponton kiviil az (A, B)
egyenes azon pontjai alkotjak, amelyek elvalasztjak az A, B pontokat.

Megjegyzés. Az A, B pontokat az AB szakasz hatarpontjainak is mondjuk. Az AB
szakasznak a hatarpontoktol kiillonb6z6 pontjait a szakasz belsé pontjainak nevezziik.

Ha a két végpont megegyezik (azaz fennall A = B), akkor a fenti definicioval nyert
AA = {A} alakzatot pontszakasznak mondjuk. A pontszakasznak nincs bels§ pontja.

Definicio. EE szakasz hosszan a d(A, B) pozitiv szamot (azaz a végpontok tavolsagat)
értjiilk. Az AB szakasz hosszat d(A, B) mellett AB—-vel is jeloljiik.

Definicio. Legyenek adva az egymastol kiilonb6z6 A, B pontok. Az A kezd&pontu és a B
pontot tartalmazé [ A, B) félegyenesen azt az alakzatot értjiik, amelyet az (A, B) egyenes
azon pontjai alkotnak, amelyeket az A pont nem valaszt el a B ponttol.

Megjegyzés. A fenti definicio szerint az A kezdSpontu és a Bt tartalmazo félegyenesen
az [A,B)={ Pe(A B)| Anem valasztja el a B, P pontokat } alakzatot értjiik.

Megjegyzés. Konnyen beldthatd, hogy amennyiben az A egy tetszéleges pontja a g
egyenesnek, akkor pontosan két olyan A kezdGépontu félegyenes van, melyeket g tartalmaz.
A keét félegyenes unidja (vagy mas szoval egyesitése) a g egyenes, metszetiik pedig az A
pont.

A Pasch-—féle rendezési axioma

A kovetkezd axioma kimondéasahoz sziikségiink lesz a haromszogvonal fogalmara.
Definici6. Legyen adva harom nem kollinearis pont A, B és C. Az AB, BC és CA
szakaszok unidjaként nyert alakzatot az A, B, C csicspontokkal meghatarozott harom-
szogvonalnak (vagy rovidebben csak haromszognek) nevezziik.

Az AB, BC, CA szakaszokat a haromszog oldalainak mondjuk.




Amennyiben egy egyenesnek és egy szakasznak egyetlen kézos pontja van, akkor azt
mondjuk, hogy az egyenes metszi a szakaszt.
Az alabbi axiomat a Pasch—féle rendezési axioménak szokas nevezni.

(PRA) Ha adott egy haromszogvonal, tovibba annak sikjaban egy egyenes, amely nem
megy at a haromszdg egyik csiicspontjan sem és metszi a haromszogvonal egyik
oldalat, akkor az egyenes metszi a haromszdgvonal még egy oldalat.

1. 4bra. A Pasch—féle rendezési axioma szemléltetése.

Két pont elvalasztasa egyenessel és sikkal

Definici6é. Legyenek adva az A, B pontok és egy e egyenes. Azt mondjuk, hogy az e
egyenes elvalasztja az A, B pontokat, ha e egy bels6é pontjaban metszi az AB szakaszt.

Definici6. Legyen adott egy e egyenes és egy arra nem illeszked6 A pont. Az et és az
A—t tartalmazo sikot jelolje 0. Az e egyenessel hatarolt és az A pontot tartalmazo félsikon
az [e,A) ={Pco|enem vilasztja el az A, P pontokat }  alakzatot értjiik.

Megjegyzés. A fenti definicié szerint az [e, A) félsikot a 0 = (e, A) sik azon pontjai
alkotjak, amelyeket az e egyenes nem valaszt el az A ponttol.
Nyilvanvalo, hogy az [e, A) félsik az e hataregyenest és az A pontot is tartalmazza.

Megjegyzés. Tekintsiink egy o sikot és abban egy e egyenest. A (PRA) axiomabdl
kovetkezik, hogy pontosan két olyan félsik van, amelyeket a o tartalmaz és amelyeknek e
a hataregyenese. Fzen két félstknak az unidja a o sik, metszetiik pedig az e egyenes.

Amennyiben egy siknak és egy szakasznak egyetlen kozos pontja van, akkor azt mond-
juk, hogy a sik metszi a szakaszt.
Definicio. Azt mondjuk, hogy a o sik elvalasztja az A, B (A, B€X) pontokat, ha a
o sik egy belsé pontjaban metszi az AB szakaszt.

Definicio. Legyen adott egy o sik és egy arra nem illeszked§ A pont. A o sikkal hatéarolt
és az A pontot tartalmazo féltéren a
[0,A) ={PeX | o nem valasztja el az A, P pontokat } alakzatot értjiik.
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A félsik értelmezése utan méar definialni tudjuk a a szog fogalmat is.
Definicio. Legyenek O, A és B olyan pontok a térben, amelyek nem kollinearisak. Az
AOB/Z szbgvonalon az [0, A) és [O, B) félegyenesek uniojat értjiik.

Az [(O,A), B) és [(O, B), A) felsikok metszetét az AOBZ szégvonalhoz tartozo konvex
szogtartomanynak nevezziik, és az AO B< szimbélummal jeloljuk.

A térbeli zaszlo fogalma

Definicio. Egy félegyenesbdl, egy félsikbol és egy féltérbsl allo alakzatharmast térbeli
zaszlonak mondunk, ha a félegyenes rajta van a félsik hataregyenesén és a félsikot tartal-
mazza a féltér hatarsikja.

Megjegyzés. A fenti definici6 szerint a térbeli zaszlo egy félegyenesbdl, egy félsikbol és
egy féltérbdl allo harmas, ahol a félegyenest tartalmazo egyenes azonos a félsik hataregye-
nesével, és a félstkot tartalmazoé sik megegyezik a féltér hatarsikjaval.

A félegyenest a zéaszlo radjanak, a félsikot pedig a zaszld lapjanak szokas nevezni. A
félteret a térbeli zaszl6 oldalanak mondjuk.

Megjegyzés. Legyenek adva az A, B, C, D pontok, amelyek nem komplanarisak. Ve-
gyilk az e = (A, B) egyenest, tovibba a 0 = (A, B, C) sikot. A pontnégyesnek meg lehet
feleltetni az [A, B) félegyenes, az [e, C) félsik és a [0, D) féltér altal alkotott zaszlot, melyet
a tovabbiakban Z(A, B, C, D) fog jelolni.

2. abra. Az A, B, C, D pontnégyeshez rendelt Z(A, B,C, D) térbeli zasz16 szemléltetése.

Az egybevagdsagi axioma

Az egybeviagosagi axioma kimondasa el6tt meg kell adnunk az egybevagosagi transzfor-
méci6 fogalmat.

Definicio. Egybevagosagi transzformacion (vagy révidebben egybevigosiagon) egy olyan
v : X — X bijektiv leképezést értiink, amelynél tetszéleges A, B € X pontokra fennall a
d(A,B) = d(p(A), p(B)) 0Osszefiiggés és amely egyenest egyenesbe képez.

Megjegyzés. Az egybevagosagi transzformacié tehat egy olyan bijekcio, amely megérzi
a pontok tavolsagat (mas szoval tavolsagtartd) és egyenest egyenesbe képez. Az egyenes-

tartas feltételére azért van sziikség, mert az eddigi axiomékbol és a tavolsdgtartédsbol ez
még nem kovetkezik.
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Megjegyzés. Konnyi belatni, hogy egy egybevagosagi transzforméacio félegyenest félegye-
nesbe, félsikot félsikba és félteret féltérbe visz. Ily modon az egybevagoséagi transzforméacio
745710t zészloba képez.

A tovabbiakban feltessziik, hogy teljesiil az alabbi alapigazsag is, melyet egybevagosagi
axioméanak neveziink.

(EA) Ha adva van két térbeli zaszl6, akkor egyértelmiien létezik egy olyan egybevagosagi
transzformacio, amely az els6 zaszl6t a masodik zaszloba viszi.

Megjegyzés. A fenti (EA) axioma azt mondja ki, hogy ha adva vannak a Z;, Z, tér-
beli zaszlok, akkor pontosan egy olyan ¢ : X — X egybevagosag létezik, amelyre igaz
gD(Zl) = ZQ.

Definialni lehet a pontra tiikrozés fogalmat, és az (EA) axioma felhasznalasaval iga-
zolni lehet, hogy a pontra tiikrozés egy egybevagosagi transzformacié. Definidlhatjuk két
alakzat egybevagosagat is. Eszerint két alakzatot egymassal egybevagonak mondunk, ha
van olyan egybevagésagi transzformacio, amely az egvik alakzatot a masikba viszi. Egy
konvex szoget derékszognek hivunk, ha egybevagd a mellékszogeivel.

Végiil értelmezni lehet a szogtartomanyok mértéket is. Allapodjunk meg abban, hogy
ezen értelmezés soran a derékszoghoz 90—et rendeliink mértékként.

A haromszdg geometriai adatai

Az elmélet felépitésében fontos szerepet jatszanak a haromszogek.
Definicio. Legyen adott hdrom nem kollinearis pont A, B és C. Tekintsiikk az A, B, C
csicspontokkal meghatarozott haromszogvonal e = (B,C), g = (C,A) és h = (A, B)
oldalegyeneseit. Az [e, A), [g,B) és [h,C) félsikok metszetét az A, B, C' csicsokkal
meghatéarozott haromszoglemeznek (vagy révidebben haromszognek) mondjuk. Ezen ha-
romszoglemezt ABCA fogja jel6lni.

Az ABC haromszoglemez A, B, C csiucsokhoz tartozo szogein a CAB<, ABC'< és
BC A< szogeket értjiik.

3. abra. Az ABC haromszég geometriai adatai: a, b, ¢ és «, (3, 7.

Egy ABC haromszog CAB<, ABC< és BCA< szogeinek mértékét a tovabbiakban
az «, [ és v szimbolumokkal fogjuk jel6lni. Az a, b és c latin kisbetiik pedig a haromszog
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oldalainak hosszat fogjak majd jel6lni. Ezek szerint fennall a = BC, b= CA és ¢ = AB.

Legyen adott egy ABC haromszog. Az a = BC, b= CA, ¢ = AB oldalhosszakat és az
a=CAB<«, = ABC<«, v= BCA< szogmértékeket a haromszog geometriai adatainak
mondjuk. Belathato, hogy ezek az adatok nem filiggetlenek egymastol.

Az eddig kimondott axiomak alapjan mar belathato, hogy egy haromszog kiils6 szoge
mindig nagyobb a nem mellette fekvd bels6 szogeknél. Ebbél adodik, hogy egy hérom-
szogben legaldbb két hegyesszog van. Bizonyithatoak a két haromszog egybevagosigara
vonatkozo6 kozismert tételek, illetve az, hogy egy haromszogben a nagyobb szoggel szem-
kozti oldal a hosszabb. Ennek alapjan igazolni lehet a haromszég-egyenlGtlenséget is.
Mint ismeretes, ez azt mondja ki, hogy tetszéleges ABC haromszdgben fennall az
AB + BC > AC  ésszefiiggés. Emellett bizonyithaté az is, hogy egy haromszdgben a
szogek mértékeinek Osszege nem nagyobb 180°-ndl. Ezt hivjak a Saccheri-Legendre-féle
szogtételnek, melynek bizonyitasa megtalalhatd ezen jegyzet 4. fejezetében.

A parhuzamossagra vonatkoz6 probléma

Az eddigi axiomakbol mar levezethetd az alabbi allitas, melynek bizonyitasahoz tébbnyire
a pontra tiikrozést modszerét szokas alkalmazni. (Lasd a Bevezetés a geometridba c.
jegyzetet.)

Allitas. Legyen adott egy g egyenes és egy arra nem illeszked6 P pont. Az altaluk
meghatarozott sikban van olyan egyenes, amely athalad a P ponton és nem metszi g—t.

Eddig kilenc axiomat mondtunk ki, nevezetesen az (IA1)-(TA6) illeszkedési axiomékat
ésa (BVA), (PRA), (EA) axidméakat. Felvetddik a kérdés, hogy ezen axiomékbol kiindulva
vajon be lehet—e bizonyitani az alabbi kijelentést, amely 6sszhangban all a szemléletiinkkel.

Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkedé P pont, akkor az éket tartalmazé
sikban csak egy olyan egyenes van, amely athalad a P ponton és nem metszi g—t.

A fenti kérdésfelvetést szokas mondani a parallellik problémajanak. A szemléletbdl
fakadoan a XIX. szazad elsé feléig sok matematikus agy gondolta, hogy igenld a valasz, bar
a bizonyitast nem sikeriilt megtalalni. A korrekt valasz azonban nemleges. Ez a felfedezés
Bolyai Janos magyar és N. I. Lobacsevszkij orosz matematikusok nevéhez fliz6dik. Az
1820-as évek végén Gk egyidejileg jutottak arra a kovetkeztetésre, hogy amennyiben a
korabbi axiomak mellé a fenti kijelentés tagadasat veszik egy tovabbi axiomaként, akkor
az igy nyert axidmarendszerre egy masik ellentmondasmentes matematikai elméletet lehet
felépiteni.

A parhuzamossagi axiéma
Az elmondottak alapjan tehat sziikségiink van az alabbi alapigazsagra is, amely megfelel

a szemléletliinknek és amelyet parhuzamossagi axiomanak szokis nevezni.

(PA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkeds P pont, akkor az altaluk meg-
hatéarozott sikban csak egy olyan egyenes van, amely athalad a P ponton és nem
metszi g—t.
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Az euklideszi geometria

Eljutottunk odaig, hogy megfogalmazzuk, mit is értiink euklideszi geometrian.
Azt a matematikai elméletet, amely az (IA1)—(IA6) illeszkedési axiomékra és a (BVA),
(PRA), (EA), (PA) axiémdkra épiil euklideszi geometrianak mondjuk.

Az abszolut geometria és a hiperbolikus geometria

Amennyiben csak az (IA1)-(IA6) illeszkedési axiomékat és a (BVA), (PRA), (EA) axi-
omakat hasznaljuk fel a matematikai elmélet felépitéséhez, akkor az igy nyert elméletet
abszoliit geometrianak nevezziik.

Tekintsiik az alabbi kijelentést, mint alapigazsigot egy mésik geometriai elmélethez.

(HPA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkedd P pont, akkor az 6ket tartalmazé
sikban legalabb két olyan egyenes van, amely illeszkedik a P pontra és nem metszi

g—t.

A (HPA) kijelentést a hiperbolikus geometria parhuzamossagi axiomajanak is szokas
nevezni. Vilagos, hogy ez ellentmond az euklideszi geometria (PA) axiomajanak. Vegyiik
azonban észre, hogy a (HPA) kijelentés nem azonos a (PA) axiéma tagadasaval, hanem
annél egy erdsebb &llitast fogalmaz meg. Ugyanis, az euklideszi parhuzamossigi axiéma
tagadasa a kovetkezSképpen szol.

Létezik olyan g egvenes és arra nem illeszkedé P pont, akkor az ket tartalmazé sikban
legalabb két olyan egyenes van, amely illeszkedik a P pontra és nem metszi g—t.

Azonban Bolyai és Lobacsevszkij igazoltak, hogy ha ezt a kijelentés vessziik a tobbi
maradék axioma mellé, akkor ezekb6l mar kovetkezik a fenti (HPA) kijelentés, tehat ezt
az erésebb axioméat alkalmazhatjuk az egzakt tagadas helyett.

Mint mar utaltunk ré, elséként Bolyai Janos és N. I. Lobacsevszkij jutottak arra a
meggy6zédésre, hogy amennyiben az (IA1)—(IA6) (BVA), (PRA), (EA) axiémakhoz hoz-
zéveszik a (HPA) axiémat, akkor ez az axidmarendszer is ellentmondésmentes lesz és erre
alapozva egy 1j matematikai elméletet lehet felépiteni. Ha pedig ez a meggondolas igaz,
akkor az (IA1)—(IA6) (BVA), (PRA), (EA) axiéméakbol nem lehet levezetni a (PA) kije-
lentést.

A hiperbolikus geometria relativ ellentmondasmentességét pedig az bizonyitja, hogy
az euklideszi geometridban modelleket lehet konstrualni hozza. Ez pedig azt jelenti, hogy
amennyiben az euklideszi geometria axiémarendszere ellentmondasmentes, akkor a hiper-
bolikus geometria axidmarendszere is az.

A hiperbolikus geometridra adott els6 modell a Beltrami-Cayley—Klein—féle gombmo-
dell, amelyr6l még sz6 lesz a kés6bbiekben.

Azt a matematikai elméletet, amely az (IA1)-(IA6), (BVA), (PRA), (EA) és (HPA)
axiomakra épiil hiperbolikus geometrianak, illetve Bolyai—Lobacsevszkij—féle geometrianak
nevezziik.
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3) Az euklideszi és a hiperbolikus sikgeometria axiomai

Legyen adva egy Y halmaz, melyet siknak neveziink. Az Y elemeit pontoknak, részhal-
mazait pedig alakzatoknak mondjuk. Az alakzatok kozott ki vannak tiintetve bizonyos
ponthalmazok, amelyeket egyenesnek neveziink. A pontok és az egyenesek egymashoz
valo illeszkedését a tartalmazas alapjan értelmezziik. Véges sok pontot kollinearisnak
neveziink, ha van olyan egyenes, amely mindegyiket tartalmazza. Az illeszkedéssel kap-
csolatban az alabbi két axiomat mondjuk ki.

(STA1) Van a siknak harom olyan pontja, amelyek nem kollinearisak.

(SIA2) Barmely két ponthoz egy és csakis egy egyenes illeszkedik.
Ezt kévetGen vegyiik a Birkhoff—féle vonalz6 axiémat.

(BVA) Adva van egy olyan d : Y x Y — R valos fiiggvény, amelyre teljesiil az alabbi
kijelentés: Tetszlleges g egyeneshez létezik egy olvan £ : g — R bijekcié, hogy
barmely a g-hez illeszkedé A, B pontokra fennall a
| E(A) —&(B) | = d(A, B) dsszefiiggés.

Akércsak a térgeometria targyalasanal itt is be tudjuk vezetni a szakasz, a félegyenes
és a haromszogvonal fogalmat. Ily modon meg tudjuk fogalmazni a Pasch—féle rendezési
axiomat a sikbeli esetre.

(SPRA) Ha adott egy haromszogvonal és egy egyenes, amely nem megy at a hdromszog
egyik csiicspontjan sem és metszi a haromszog egyik oldalat, akkor az egyenes metszi
a haromszégvonal még egy oldalat.

Azt mondjuk, hogy az e egyenes elvalasztja az A, B pontokat, ha az e egy belss
pontjaban metszi az AB szakaszt.
Definici6. Legyen adott egy e egyenes és egy arra nem illeszkedd A pont. Az e egyenessel
hatarolt és az A pontot tartalmazoé félsikon az
[e, A) = { P€Y | e nem valasztja el az A, P pontokat } alakzatot értjiik.

Igazolhato az (SPRA) axiéma alapjan, hogy tetszéleges e egyenes esetén pontosan két
olyan félsik van, melyeket az e hatarol.
Definicié. Egy félegyenesbdl és egy félsikbol allo alakzatpart sikbeli zaszlonak mondunk,
ha a félegyenes rajta van a félsik hataregyenesén.

Megjegyzés. Legyenek A, B és C' olyan pontok, amelyek nem kollinearisak. Vegyiik az
e = (A, B) egyenest. A pontharmasnak feleltessiik meg az [A, B) félegyenes és az [e, C')
félsik altal alkotott sikbeli zaszlot, melyet jeloljon Z(A, B, C).

A fentiek alapjan tehat fennall Z(A, B,C) = ([A, B), [e,C)).
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4. dbra. Az A, B, C ponthiarmashoz rendelt Z(A, B, C) sikbeli zaszI6 szemléltetése.

Az egybevagosagi transzforméciot ugyaniugy értelmezziik, mint azt a térbeli esetben
tettiik. Eszerint egybevagosagon egy olyan ¢ : Y — Y bijektiv leképezést értiink, amely-
nél tetszéleges A, BeY pontokra fennall a d(A, B) = d(p(A), p(B)) egyenlGség és amely
egyenest egyenesbe képez.

Az egybevagdsagi axiomat az alabbiak szerint mondhatjuk ki.

(SEA) Ha adva van két sikbeli zaszI16, akkor egyértelmiien létezik egy olyan egybevagdsagi
transzformacio, amely az els6 zaszlot a masodik zaszloba viszi.

A sikbeli esetben a parhuzamossigi axiémat is at kell fogalmaznunk.

(SPA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszked6 P pont, akkor csak egy olyan
egyenes van, amely athalad a P ponton és nem metszi g—t.

Azt a matematikai elméletet, amely az (SIA1), (SIA2) illeszkedési axiomakra és a (BVA),
(SPRA), (SEA), (SPA) axiomékra épiil euklideszi sikgeometridnak mondjuk.

A hiperbolikus sikgeometria értelmezéséhez az alabbi axiémét kell kimondanunk.

(SHPA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszkedé P pont, hogy legalabb két
olyan egvenes van, amely athalad a P ponton és nem metszi g—t.

Azt a matematikai elméletet, amely az (SIA1), (SIA2) (BVA), (SPRA), (SEA) és (SHPA)
axiomakra épiil hiperbolikus sikgeometridnak mondjuk.

Azt a matematikai elméletet, amelynek axiomarendszere az (SIA1), (SIA2), (BVA), (SPRA),
(SEA) axiomakbol all abszolut sikgeometrianak mondjuk.
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4) Az abszolut geometria néhany alapvetd tétele

Azt a matematikai elméletet nevezik abszolut geometrianak, amely a 2. fejezetben kimon-
dott (IA1)-(IA6) és (BVA), (PRA), (EA) axioméakra épiil. Az alabbiakban ezen geometria
néhany lényeges tételét targyaljuk. Vilagos, hogy ezek a tételek az euklideszi és a hiper-
bolikus geometridban egyarant érvényben maradnak.

A korabbi targyalasok soran mér bevezettiik az alakzatok egybevagésaganak fogalmat
és értelmeztiik a szogek mértékét. Az axiomak alapjan konnyen belathaté, hogy amennyi-
ben két haromszoghben két-két oldal és az altaluk kézbezart szog megegyezik, akkor a két
haromszog egybevagd. Az egybevagosag abban az esetben is fennall, ha a két haromszog-
ben egy oldal és a rajta fekvs két szog egyenld. Bizonyithatd, hogy egy haromszégben
a nagyobb szoggel szemkdzti oldal a nagyobb. Ezek alapjan pedig igazolhat6, hogy az
abszolit geometridban is teljesiil a hdromszog-egyenlGtlenség.

Haromszogekre vonatkozod tételek az abszolit geometriaban

A sikbeli zaszl6 fogalmat az el6z6 3. fejezetben értelmeztiik. Vegyiik észre, hogy a térben
barmely sikbeli zaszlo kétféleképpen bovithet ki térbeli zaszlova. Az (EA) egybevagosagi
axioma szerint ha adva van két zasz16, akkor egyértelmten létezik egy olyan egybevagdsigi
transzforméacio, amely az els6 zaszlot a méasodikba viszi.

Az alabbi tételt ollo-tételnek is szokas nevezni. Olyan haromszogekre vonatkozik, ame-
lyek nem egybevagoak, de két-két oldaluk paronként egyenls. A tétel szerint a harmadik
oldal abban a haromszogben hosszabb, amelyikben a szemkozti szog nagyobb.

02

e CyCl b Ay = A,

5. abra. Szemlélteté dbra az ollo-tétel bizonyitasahoz.

Tétel. Legyenek A1 BC1/A és Ay BoCy/A olyan haromszégek, melyek oldalaira fennall
a1 = as 6s by = by. Ha a C) és Cy csticsbeli szogekre igaz v, < 7y, akkor teljesiil ¢; < cs.
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Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy a szdgekre fennall a 71 < 7, egyenl6tlenség. Legyen ¢ : X — X az egyik
olyan egybevagosag, amely a Z(C, Ay, By) sikbeli zaszlot a Z(Csy, As, By) zaszloba viszi.

Tekintsiik az A} = p(A1), B} = ¢(By) és C] = ¢(C1) képpontokat. Vilagos, hogy
ekkor C] = Cy és A} = A, teljesiil by = by kdvetkeztében. A Bj képpont benne van az
e = (Cy, Ay) egyenes altal hatarolt [e, By) félsikban. Mivel a v; = AyCy B < sz6g kisebb
az o szOgnél, a B} pont benne van az AyCyBy< szog belsejében. Eszerint az AyCo By
sz0g tartalmazza a B]CyBy<t konvex szoget is. (Lasd az 5. abrat.)

Vegyiik a m szakasz F' felez&pontjat és f felez6merdleges egyenesét. A CoB] = CyBs
egyenlgség kovetkeztében f athalad a Cy ponton. Az f egyenesbdl az [e, Bs) félsik altal
kimetszett félegyenes benne van a B]CyBa<t konvex sz0g belsejében. Ennek kovetkeztében
f nem metszi a BjA; szakaszt. Alkalmazzuk a Pasch—féle axiomat a By A; B]/A harom-
szogre, melynek B B oldalat metszi az f egyenes. Ennek alapjan az f egyenes elmetszi
a By A, szakaszt is egy M pontban.

Mivel M az BB, szakasz f felez6 mer6legesén van, fennall M B, = M B,. Vilagos,
hogy az M B} A} A haromszog oldalaira teljesiil az M A} + M B} > A) B} egyenl6tlenség.
Az M pont rajta van az Ay B, szakaszon, emiatt igaz M A} + M B} = Ay B,. Ily modon a
fenti egyenlGtlenségbhdl mar kovetkezik, hogy fennall Ay By > A Bj, vagyis ¢ > ¢;. [

Az alabbi tétel egy kovetkezménye az el6zének. Azt mondja ki, hogy amennyiben két
haromszogben az oldalak paronként egyenlG hossztiak, akkor a két haromszog egybevago.
Tétel. Legyen adva két hdromszog A1 B1C1 A\ és Ay BoCy/A\. Ha a haromszdgek oldalaira
fennall a1 = ag, by = by és ¢y = ¢y, akkor van olyan egvbevagésag, amely az A; pontot
Ao—be, a By pontot By—be és a Cy pontot Cy—be képezi.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy a haromszogek oldalaira fennall a; = as, by = by és ¢; = co.

Tekintsiik a v; = B1C1 A1, 79 = BoCs Aot szogeket. Vegyiik észre, hogy az el6z6 tétel
kovetkeztében a 1, o szdgek nem lehetnek kiillonbozGek, tehat fenndll v = 5. Emiatt
azon ¢ : X — X egybevagosagra, amely a Z(C, Ay, By) sikbeli zaszlot a Z(Cy, As, Bs)
zészloba viszi, teljesiil p(Ch) = Cy, (A1) = Ag és p(By) = By. O

Megjegyzés. Az abszolut geometriaban azt konnyen igazolni lehet, hogy egy hdromszog
kiils6 szége mindig nagyobb a haromszog nem mellette fekvd belsé szogeinél. Ezt tgy lehet
belatni, hogy centralis tiikrozéseket végziink a haromszog oldalfelezd pontjaira, melyeknél
a megfelel6 belsé szog képét tartalmazza egy kiilsé szog.

Ezen megallapitasbol mar koévetkezik, hogy barmely haromszogben van legalabb két
hegyesszog.

Megjegyzés. A haromszog-egyenlGtlenség alapjan konnyen igazolhato az alabbi kijelen-
tés. Ha adva van egy olyan téréttvonal, amelynek oldalai nincsenek egy egyenesen, akkor
a torottvonal hossza kisebb a toréttvonal két végpontjanak tavolsaganal.

Az alabbi nevezetes eredményt a szakirodalomban a Saccheri-Legendre-féle szogtétel-
ként szokas emliteni.
Tétel. Barmely ABC/A haromszdg szogeire teljesiil az o+  + v < 180° dsszefiiggés.
Bizonyitas.
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Az indirekt bizonyitas modszerét alkalmazzuk.
Tegyiik fel, hogy van egy olyan ABC'A héaromszog, amely szogeinek Osszegére fennall az
a+ [+ v > 180° egyenlStlenség.

Legyen v a haromszog legnagyobb szoge. Ez esetben a fenti megjegyzés miatt fennall
a < 90°, B <90°.

A mellékelt abranak megfeleléen az ABCA sikjaban a g = (A, B) oldalegyenesre
allitsunk még n szdmia olyan haromszoget, amelyek egybevagoak az ABC = AgByCy
haromszoggel. Ezeket az A;B;C;A (5 = 1,...n) haromszogeket a kovetkezd rekurziv
eljarassal kaphatjuk meg. ElGszor felmérjiik a g egyenesre az A; 1 = B; pontbola c = AB
hosszt és kijeloljiik a B; 1 pontot. Az A; 1 pontban az [A; 1, Bi11) félegyeneshez felmérjiik
az a szoget és a szOg masik szarara ramérjiik a b = AC hosszt. Végiil az igy nyert C;, 4
pontot, Osszekotjilkk a B;y; ponttal. Ezzel megkonstrualtuk a kovetkezé A; 1 B;11Ci1 A
haromszoget. (Léasd a 6. abrat.)

6. abra. A Saccheri-Legendre—féle szogtételtétel igazolasa.

Kossiik ossze szakaszokkal a Cy, C1,...,C, pontokat. Vegyiik a 6 = CyA;C szoget.
Mivel fennall az o+ 5+ 6 = 180° Osszefiigges, az o+ 3+ > 180° kezdeti feltevés alapjan
0 < 7y teljesiil.

Vilagos, hogy a CoA1C1 A, C1ACHA, ..., C, 1 A,C,/\ hdromszogek paronként egy-
bevagoak, mivel midegyikben szerepelnek az a, b oldalhosszak és a  sz6g. Vezessiik be a
d = CyC jelolést ezen haromszogeknek a § szoggel szemkozti harmadik oldalara.

Mivel az AqgByCy/\, C1A1Cy/A haromszogekben az a, b oldalhosszak egyenlGek és
v > 4, az el6z6 tétel szerint fennéll a d < ¢ egyenl6tlenség.

Tekintstik most az A¢CyC1Cs ... C,_1C, B, torottvonalat. Vilagos, hogy ezen torott-
vonal oldalainak dsszege b+ nd+ a, a toréttvonal Ay, B, végpontjainak tavolsiga pedig
(n 4+ 1)c. Ennek alapjan pedig fennéall az

a+b+nd>(n+1)c

egyvenlGtlenség. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy barmely n pozitiv egész szam esetén
fennall az
a+b—c>n(c—d)
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egyenlGtlenség. Csakhogy ¢ > d miatt ¢ — d egy pozitiv valos szdm, amelyhez vilaszthato
egy olyan nagy n egész szam, hogy n(c — d) > a + b — ¢ teljesiiljon.

Ezzel ellentmondashoz jutottunk. Tehat az a feltevés, hogy létezik olyan ABCA héa-
romszog, amelynek szogeire teljesiil o + 5 + v > 180°, nem lehet igaz. [J

Vilagos, hogy az el6bbi tétel miatt igaz az alabbi kijelentés.
Kovetkezmény. Tetszéleges ABC D négyszigben a szégek Osszegére fennall az
a+ B +v+ 9 < 360° egyenldtienség.

Definicié. Egy négyszoget Saccheri—féle négyszognek mondunk, ha van egy olyan oldala,
amelyen fekvs mindkét szog derékszog és a vele szomszédos két oldal egyenld.

Megjegyzés. Ha az ABCD négyszogre fennallnak o = 90°, 5 = 90° és AD = BC' az
Osszefliggések, akkor az egy Saccheri—féle négyszog. Vilagos, hogy ez esetben az AB oldal
f felezd merdlegese a négyszognek szimmetriatengelye. (Lasd a 7. abrat.)

Cy

A

7. abra. Egy ABC D Saccheri—féle négyszog és az AB,CD Lambert—féle négyszog.

Definicié. Lambert—féle négyszogon egy olyan négyszoget értiink, amelynek harom szoge
derékszog.

A XIX. szazad elejéig egyes matematikusok azt vizsgaltdk, vajon a parhuzamossagi
axioma alkalmazasa nélkiil be lehet—e bizonyitani, hogy a Lambert-féle négyszogben a
negyedik sz0g is derékszog. Ezt nem sikeriilt levezetni az abszolut geometria axidémaibol,
viszont igazolhat6 a kovetkezd tétel. A bizonyitésra ezuttal nem tériink ki.

Tétel. Ha van a térben egy olyan Lambert—féle négyszog, amelynek mind a négy szdge
derékszog, akkor ez igaz az Osszes Lambert—féle négyszogre.

Kovetkezmény. A tér Lambert—féle négyszogeiben a szdgek Gsszege vagy mindig 360°,
vagy mindig kisebb mint 360°.

Az alabbi fontos tételt els6ként a derékszogi haromszogekre lehet igazolni a Lambert—
féle négyszogek alkalmazasaval.
Tétel. A tér haromszégeiben a szégek Osszege vagy mindig 180°, vagy mindig kisebb
mint 180°.
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A haromszogek szogosszegére vonatkozé el6bbi eredmény alapjan bizonyithat6 az ab-
szolut geometria alabbi alapvets tétele.
Tétel. Tekintsiink a térben egy tetszdleges g egyenest és egy arra nem illeszkedd P pon-
tot. Az altaluk meghatarozott sikban vagy mindig csak egy olyan egyenes van, amely
athalad a P ponton és nem metszi g—t, vagy pedig minden esetben tobb ilyen egyenes
létezik.

Néhany egyszertibb bizonyitasi feladat az abszolit geometridban

A kovetkezékben kitiiziink néhany érdekesebbnek tiing feladatot, melyeket az abszolit
geometridban is érvényes tételek alapjan lehet megoldani. Példaul, kihasznalhatjuk azt,
hogy egy haromszdg két oldala pontosan akkor egyenld, ha az oldalakkal szemké&zti szogek
egyenlGek. A szakaszhosszak kozotti egyenl6tlenség bizonyitasahoz pedig alkalmazhatjuk
az ollo—tételt.

1) A tér egy o sikjaban vegyiink két pontot, melyek legyenek A és B. Jelolje O az
AB szakasz felezépontjat. Tekintsiik azt az O centrumu k kort, amely athalad az A, B
pontokon, tovabba egy o—beli C' pontot, amely nincs rajta az (A, B) egyenesen.
Igazoljuk, hogy a C' pont rajta van a k korén akkor és csak akkor, ha az ABC haromszog
szogeire fennall az o + = v egyenldség.

2) Vegyiink a térben egy ABC haromszoget. Az AC oldal felezGpontjat jeldlje By, a BC
oldal felezGpontjat jeldlje A,. Az A, B, szakaszt az ABC haromszég AB oldallal szemkdzti
kozépvonalanak nevezziik.

Bizonyitsuk be, hogy a szakaszok hosszaira fennall az A, B; < %AB Osszefiiggés.

3) Egy ABC haromszoget szabalyosnak mondunk, ha barmely két oldala egyenls. Vilagos,
hogy a szabalyos hdromszog szdgei paronként egyenlGek. Ha pedig egy haromszéghen a
szogek egyenlGek egymassal, akkor az oldalak is egyenlGek, vagyis a haromszog szabalyos.
Igazoljuk, hogy egy szabalyos haromszog kéré mindig lehet kort irni.

Megjegyzés. Nyilvan akkor mondjuk, hogy egy haromszoég koré kor irhato, ha van
olyan korvonal, amely athalad a haromszog Osszes csucsan. A modellek alkalmazésaval
igazolhatd, hogy a hiperbolikus geometridban vannak olyan haromszogek, amelyek koré
nem lehet kort irni. (Lésd a jegyzet 33. oldalat.)
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5) A hiperbolikus sikgeometria Beltrami—Cayley—Klein-féle kérmodellje

Az alabbiak soran az euklideszi geometridban megadunk egy olyan modellt, amelyre tel-
jesiil a hiperbolikus sikgeometria dsszes axiomija. Ezt a modellt 1870 koriil egymastol
fiiggetleniil fedezte fel E. Beltrami olasz és F. Klein német matematikus. A modellben
alkalmazott tavolsagfiiggvény étlete A. Cayley angol matematikus érdeme. A szakiroda-
lomban szokas még hasznalni a hiperbolikus sikgeometria projektiv modellje elnevezést is,
mivel az axiomak teljesiilésének igazolasahoz projektiv geometriai eszkézok sziikségesek.

Tekintsiink az euklideszi térben egy o sikot és abban egy O centrumi, r sugara k(O,r)
koérvonalat, melyet a tovabbiakban jel6ljon k. A modellbeli sik pontjainak Y halmaza
legyen a k korvonal altal hatarolt nyilt korlemez, azaz legyen Y = { Peo | OP < r}.

Els6ként azt kell megadnunk, hogy ebben a modellben mely alakzatok lesznek az egye-
nesek. Vegyiik a o euklideszi sikban azokat az egyeneseket, amelyek metszik a k(O,r)
korvonalat. Ezeknek az ¥ nyilt korlemezzel vett metszetei legyenek a modell egyenesei.
Eszerint a modellbeli egyenesek az euklideszi sik azon nyilt szakaszai, amelyek a &k kor har-
jai. Ha a o sik egyeneseinek halmazat &, jeldli, akkor a modellbeli egyenesek & halmazara
fennall £ ={gnNo|ge&, gNY #0}.

Vilagos, hogy ebben a modellben teljesiilnek az (STA1) és (STA2) illeszkedési axiomak.

8. abra. A kérmodell §, h, é egyenesei. A modellbeli tavolsag: d(A, B) = |In(M N A B)|.

Ezt kévetSen meg kell adnunk a modellbeli d:Y xY >R tavolsagfiiggvényt.

Legyenek A és B az Y modellsik kiilonbozs pontjai. Tekintsiik a rajtuk athalado
g = (A, B) egyenest a o euklideszi sikban. A ¢ metssze el a k korvonalat az M, N
pontokban. A d tavolsagfiiggvénynek az (A, B) pontparon nyert értéke legyen

~

d(A,B) = | n(MNAB)|,

ahol (M N A B) a o—beli kollinearis pontnégyes euklideszi értelemben vett kettGsviszonya,
In pedig a természetes logaritmusfiiggvényt jeldli.
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Emellett tetsz6leges A€ Y pont esetében a d tavolsagfiiggvénynek az (A, A) elempéron
nyert értéke legyen d(A, A) = 0.

Megjegyzés. A d fiiggvénnyel kapcsolatban az alabbi észrevételeket tehetjiik.
Legyenek A és B az Y modellsik kiilonb6z6 pontjai. Mivel A és B egyarant az M, N

MA MB
pontokkal hatéarolt szakaszon vannak, ezért az (M N A) = AN és (MNB) = BN
osztoviszonyok értéke pozitiv. Ily modon az (M N A B) kettGsviszony is egy pozitiv valos
szam, amelynek vehetjiik a logaritmusat.

Ismeretes, hogy fennéll az (M N AB) = m
a > 0 szam esetén igaz |In(1)| = | —Ina| = |In al|. Eszerint a d(A, B) fiiggvényérték
nem fiigg attol, hogy az ( A, B) Nk(O, r) halmaz két eleme koziil melyiket jel6ljiik M-nek
és melyiket N—nek. ) R

Konnyen belathato az is, hogy teljesiil d(A, B) = d(B, A).

Osszefiiggés, tovabba tetszéleges

A (BVA) axioma teljesiilésének igazolasa
Tekintsiink a o sikon egy g egyenest, amely az M, N pontokban metszi a Y nyilt korlemezt
hatarolo k(O,r) kérvonalat, tovabba a § = g 1Y modellbeli egyenest.

A g altal meghatarozott ¢ modellbeli egyenesen vegyiik azt a £ : § — R leképezést,
ahol tetsz6leges P € g pontra fennall &(P) = In(M N P). Be fogjuk latni, hogy a &
leképezés egy olyan bijekcio, amely eleget tesz a Birkhoff-féle vonalzé axiomaban szerepld
feltételnek.

—
A g egyenesen vegyiik az M N vektorral meghatarozott irdnyitist. A ¢ barmely P
pontjahoz egyértelmiien létezik egy olyan ¢ € (0, 1) valés szam, amellyel teljesiil

MP =t MN =t (MP + PN).

Ebbdl viszont mar kévetkezik, hogy igazak a

— MP t
| —t)MP =t PN MNP)=—— =
(1-1) . MNP =C =
egyenlgségek. Tekintsiik most az f: (0,1) — R valos fiiggvényt, melyet az
f@t) = T-7-1-% 1 Osszefiiggés ir le tetszdleges ¢ € (0,1) esetén. Vilagos, hogy az

f folytonos fiiggvény szigorian mononoton novekvs és értékkészlete a (0, 00) intervallum,
amely éppen az In fliggvény értelmezési tartomanya. Az In fiiggvény tulajdonsagai alapjan
az Inof Osszetett fiiggvény egy folytonos és szigorian monoton leképezését adja a (0,1)
intervallumnak a R valos szdmegyenesre. Mivel a g modellbeli egyenest befuté P pontnak
at € (0,1) paraméter felel meg, azt kapjuk, hogy a £ : § — R leképezés valoban bijektiv.
Legyenek A és B a g egyenes pontjai. A fenti & bijekciora azt nyerjiik, hogy fennall
(M N A)

E(A)—¢&(B)=In(M NA)—In(MN B) = lnm =In(M NAB).

Ebbdl viszont mar kdvetkezik, hogy a modellbeli d tavolsagfiiggvénnyel fennall a

£(A) — &(B)| = d(A, B)
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Osszefiiggés, vagyis a Birkhoff—féle vonalz6 axioma teljesiil a modellben.

A Pasch féle (SPRA) axioma teljesiilése a modellben

Tekintsiink egy modellbeli § egyenest és azon az A, B pontokat. A g egyenesnek a
k hatarkorrel vett metszéspontjai legyenek M és N. A fenti targyalasnak megfelelGen
vegylik a ¢ egyenesnek azt a £ : § — R koordinatazasat, amelyet a £(P) = In(M N P)
Osszefiiggés 1r le.

Konnyen belathato, hogy a g egyenes egy P pontja euklideszi értelemben akkor van az
A, B pontok kozott, ha a (P) koordinata a (A), £(B) valés szamok kozott van. Ebbé]
pedig az kovetkezik, hogy a modellben a P pont akkor van az A, B pontok k6zott, ha a
P pont rajta van a o euklideszi sik AB szakaszan. Eszerint a modellbeli és a o sikbeli
AB szakasz azonos. Azt kaptuk, hogy a modellbeli szakaszok a o euklideszi siknak a

9. 4bra. A Pasch—féle rendezési axioma teljesiilése a modellben.

szakaszaival esnek egybe. Ebbd&l adodik, hogy a modellbeli hdromszogvonalak a o sikon
is haromszogek. Ezen megallapitasbol pedig mér kovetkezik, hogy a Pasch-féle (SPRA)
axioma a modellben is teljesiil. (Lasd a 9. abrat.)

A modellbeli egybevagosagi transzformaciok

Az axiomatikus felépitésnél megadott definicio alapjan a modellbeli egybevagoségi transz-
forméacion egy olyan ¢ : Y -5V bijektiv leképezést értiink, amely egyenestarto és barmely
A, BeY pontokra fennall d(¢(A), p(B)) = d(A, B).

Tekintsiik a o euklideszi sik kiterjesztésével nyert & projektiv sikot. Az egyszertsités
érdekében a k(O,r) kérvonalra, mint kézonséges masodrendii gorbére, alkalmazzuk az M
jel('jlést.

P

onmagaba képezi, vagyis fennall k(M) = /\/l. Ebbdl viszont kovetkemk, hogy k(Y) = Y is
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teljesiil. Ily modon vehetjiik a x projektiv transzformécionak az Y nyilt kérlemezre valo
lesztikitését. Mivel a kollineacié megérzi a pontnégyesek kettGsviszonyét, az M, N, A, B
pontok M’ = k(M), N'=k(N), A" = k(A), B' = k(B) képeire teljesiil (M’ N' A’ B’") =
(M N AB).

Mivel a modellbeli d tavolsagot ezen kettGsviszonyok logaritmusaval definiadltuk, tet-
sz6leges A, BeY pontok esetén fennall d(r(A), k(B)) = d(A, B).

Ezek alapjan azt kapjuk, hogy k—nak az Y nyilt korlemezre valo lesztikitése egy egybe-
vagosagi transzformaciot ad a modellben. Eddigi megallapitasaink alapjan igaz az alabbi
kijelentés.

Allitas. Legyen a k : ¢ — & leképezés a & projektiv siknak egy kollineacidja. Ha
onmagaba képezi az M kérvonalat, akkor a k—nak az Y kérlemezre vett lesziikitése egy
egybevagosagi tramszformaciot ad a modellben.

Emlékezziink 14, hogy az egybevagosig definiciojaban szerepel az a feltétel is, hogy
a leképezés egyenestartd. Ennek kovetkeztében ha adva van egy modellbeli ¢ : Y Y
egybevagosagi transzformécio, akkor azt egyértelmiien ki lehet terjeszteni a ¢ siknak egy
kollineaciojava, amely 6nmagéba képezi az M kort. Konkrétabban szoélva, egyértelmiien
létezik egy olyan x : ¢ — & kollineaci6, amelynek az Y nyilt kérlemezre valo lesziikitése
megegyezik p-vel.

A fentiek alapjan egy természetes bijektiv megfeleltetés adodik a & projektiv siknak
az M—et onmagaba képezd kollineacidi és a modellbeli egybevagdsagok kozott.

Megjegyzés. Tekinthetjiik a o euklideszi sik azon affin transzformécioit is, amelyek az M
kort 6nmagaba képezik. Az affinitasok mar az osztoviszonyt is megérzik, tehat ezeknek a
modellkorre vett lesziikitései egybevagosagi transzforméaciok a modellben.

Igazolhato, hogy barmely o—beli affinitas, amely az M kort 6nmagéba képezi, egy olyan
egybevagosag az euklideszi sikon, amely fixen hagyja a hatarkér O centruméat. Ezek pedig
csakis az O koriili elforgatasok és az O-n atmend egyenesekre valo tengelyes tiikrozéssek
lehetnek.

A modellbeli zaszlok

Az eddigi eredmények alpjan mar konnyd belatni, hogy a modellbeli félegyenesek a o
sikon olyan félig nyilt szakaszok, melyeknek els§ hatarpontja a korlemezben van és a
masodik hatarpontjuk az M korre esik. A modellbeli félsikok pedig euklideszi értelemben
korszeletek. Mint ismeretes, sikbeli zaszlon egy félegyenesbdl és egy félsikbol allo olyan
alakzatpart értiink, ahol a félsik hataregyenese tartalmazza a félegyenest.

Annak érdekében, hogy igazoljuk az (SEA) egybevagosagi axioma teljesiilését a mo-
dellben minden zaszlohoz hozzarendeljiik a ¢ siknak egy pontnégyesét az alabbiak szerint.

Tekintsiik a modellben egy Z zaszlot, ahol a félegyenes kezdGpontjat jelolje A. A
modellbeli félegyenes meghataroz egy félegyenest a o sikon. Ennek az M korvonallal vett
metszéspontjat jelolje B. A zaszl6 félsikjat hatarolo h egyenesnek megfelel egy h egyenes
o—ban, ennek az M korvonallal vett masik metszéspontja legyen C. Az M kornek a
B, C pontokban vett érint&i legyenek b és c. Ezen érintéknek a o sikbeli metszéspontjat
jelolje D. A zaszlo félsikjanak megfelel az M-re es6 és a B, C pontokkal hatérolt két
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10. abra. A modellbeli Z zaszl6hoz rendelt B, C, D, E pontnégyes.

koriv egyike. Ezen korivnek az (A, D) = d egyenessel vett metszéspontja legyen E. A
modellbeli Z zaszlohoz rendeljiik hozza a B, C, D, E pontnégyest. (Lasd a 10. abréat.)

Az (SEA) egybevagosagi axiéma teljesiilésének igazolasa

Vegyiink a modellben két tetsz6leges zaszlot, legyenek ezek Z, és Z,. A fentiek alapjan a
Z; zészlohoz rendelt pontnégyes legyen B;, C;, D;, E; (i = 1,2). Vegyiik észre, hogy ezen
pontnégyesek altalanos helyzetiiek. Az M korvonalnak a B;, C; pontokban vett érint&i
legyenek b; és c;.

Ismeretes, hogy a ¢ projektiv sikon egyértelmien létezik egy olyan k : ¢ — & kolline-
acio, amelyre fennall k(By) = Bs, k(C1) = Cy, K(D1) = Dy és k(E}) = Fs.

Evidens, hogy teljesiil x(b;) = k((B1,D1)) = (k(B1),k(D1)) = (B2, Dy) = by és
k(c1) = co. A K kollineacio az M korvonalat azon x(M) kozonséges kipszeletbe viszi,
amely athalad a B, (5, E, pontokon és amelyet a by, ¢y egyenesek érintenek a Bs, Cy
pontokban. A Pascal-tétel felhasznalasaval igazolhatd, hogy a kozonséges kupszeletet
harom pontja és koziilik kettGben az érintGegyenes mar egyértelmtien meghatarozzak.
Ennek kovetkeztében teljesiil k(M) = M és k(Y) =Y.

Nyilvanvalo, hogy a hy = (B;, C}) hataregyenest k a hy = (Bs, Cy) egyenesbe képezi.
Ebbdl mar adodik, hogy a hy és (D1, Ey) egyenesek A; metszéspontjanak  szerinti képe a
hoN(Dy, Ey) = Ay pont. Ezen megallapitasokbol pedig kovetkezik, hogy igaz /—{(Zl) Z,.

A fentiek sorén belattuk, hogy a x kollinedciénak az Y nyilt korlemezra valo lesziikitése
a modellben egy olyan egybevagdsigi transzforméaciot ad, amely a modellbeli Z, 748716t
a Zs zész10ba viszi. Tegyiik fel, hogy a ¢ : Y Y bijektiv leképezés egy olyan egybeva-
gosag az (}7, g, cZ) modellben, amelyre igaz 90(21) = Z,. A ¢ leképezés az egyenestartasi
feltétel miatt az M—hez tartozd o—beli nyilt korharokat nyilt kérhirokba képezi. Emiatt
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a o bijekciot egyértelmiden ki lehet terjeszteni a & projektiv sik egy kollinedcidjava. A
kiterjesztéssel nyert kollineaciorol pedig be lehet latni, hogy az M-t 6nmagara képezi,
a By, Cy, Dy, E; pontnégyest pedig a By, Cs, Ds, FE, pontnégyesbe viszi. Ebbdl vi-
szont kovetkezik, hogy a kiterjesztéssel nyert kollinedcio azonos k—val, és k—nak az Y nyilt
korlemezre vett lesziikitése megegyezik ¢p—vel.

Ezzel igazoltuk, hogy a modellben teljesiil az (SEA) egybevagosagi axioma.

Azt mar kénnyii belatni, hogy az (Y, £, d) harmasra az (SIA1), (SIA2), (BVA), (SPRA),
(SEA) axiomak mellett az (SHPA) axiéma is teljesiil. Lasd ehhez a 8. abrat. Emiatt a
kovetkezd megallapitast tehetjiik.

Osszegzés. Az euklideszi geometriaban értelmezett (Y, €, d) harmas egy modelljét képezi
a hiperbolikus sikgeometrianak. Ezt a Bolyai—Lobacsevszkij—féle sikgeometriara vonatko-
z6 Beltrami-Cayley-Klein—féle kérmodellnek nevezziik.

A modellbeli tengelyes tiikrézések, mint centralis—tengelyes kollineaciék

A vizsgélt kérmodellben igazolni tudjuk a kévetkezd allitast.

Allitas. Legyen adott egy modellbeli t egyenes, melynek megfelelGjét a ¢ sikban je-
Iolje t. Ezen t egyenesnek az M kirre vonatkozé poélusa legyen C'. Tekintsiik azt a k
centralis—tengelyes kollinedciot a o projektiv sikon, amelynek t a tengelye, C' a centruma

és karakterisztikus kettdsviszonya c(k) = —1. Ekkor k—nak az Y modellsikra vett lesziiki-
tése megegyezik a t egyenesre torténd tengelyes tiikrézéssel.
Bizonyitas.

Vegyilink 6—-ban egy g egyenest, amely athalad C—n és az M kort az M, N pontokban
metszi. A t, g egyenesek metszéspontjat jelolje T,. (Lasd a 11. abrat.)

11. abra. A P pont t egyenesre vonatkozé P’ tiikorképének szerkesztése a modellben.

A projektiv geometriai tanulmanyokbol ismeretes, hogy mivel a C' és T, pontok kon-
jugaltak egyméashoz az M kipszeletre nézve, az M, N, C, T, pontok egy harmonikus
pontnégyest alkotnak. Ez persze azt jelenti, hogy fennall a (C'T, M N) = —1 Gsszefiiggés.
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Mivel k—nal a karakterisztikus kettGsviszony értéke —1, a x(M) képpontra igaz
(CT, M r(M)) = —1. Ebbdl mar kovetkezik, hogy teljesiil k(M) = N, tovabba x(N) =
M, vagyis a k egymésba képezi az M, N pontokat.

A C-n atmend g szel6t tetszdlegesen valasztottuk, ezért fennall k(M) = M. Tly
modon a k centralis—tengelyes kollineacionak az Y modellsikra valo lesztikitése egy olyan
egybevagosagot ad, amely fixen hagyja a ¢ egyenes pontjait és felcseréli a ¢ altal hatarolt
felsikokat. Evidens, hogy ez az egybevagosag megegyezik a ¢ egyenesre torténd tengelyes
tiikrézéssel. [

Megjegyzés. Amennyiben a modellkor egy atmérGjét vessziik tengelynek, akkor az arra
torténd tengelyes tiikrozés azonos a o sikbeli tengelyes tiikrozésnek a korlemezre valo
lesziikitésével.

12. abra. A t egyenest derékszoghben metszé modellbeli §; egyenesek.

Az el6z6 allitas alapjan igaz az alabbi kijelentés.

Koévetkezmény. Legyen adott egy modellbeli t egyenes, melynek megfelelGjét a & sikban
jelolje t. A t egyenesnek az M korre vonatkozo poélusa legyen C. Egy § egyvenes a
modellben meréleges t—re akkor és csak akkor, ha a G—beli g egyenes athalad a C' péluson.
Bizonyitas.

A modellben egy g (¢ # f) egyenes pontosan akkor merdleges t-re, ha §g-nek a t-re
vonatkozo6 tiikorképe onmaga. Ez viszont akkor all fenn, ha a g egyenes atmegy a C
poluson. Lasd a 12. abrat. [
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Nem nehéz bizonyitani a kovetkez§ allitast, amely a szogek mértékérsl szol.

Allitas. Az Y modellsikban vegyiink egy olyan AOB< konvex szdget, amelynek csicsa
megegyezik az M kérvonal O centrumaval. Ekkor a AOB< szog modellbeli mértéke azo-
nos a o euklideszi sikban neki megfelel§ sz0g mértékével.

A bizonyitas az alabbi megallapitasokon alapul.

Ha vessziik a o euklideszi sik azon egybevagosagi transzforméacioit, amelyek fixen hagyjak
az O pontot, akkor ezeknek az Y kérlemezre valo lesziikitései a modellsikon olyan egybeva-
gosagokat adnak, amelyek helybenhagyjak az O-t. Vilagos, hogy ezek az egybevagosagok
a o siknak az O koriili forgatasai és tengelyes tiikrozések az O-—n atmend egyenesekre.

Ennek alapjan azt konnyt belatni, hogy egy O csiicsponti szog a modellben derékszog
akkor és csak akkor, ha euklideszi értelemben derékszog.

A fenti kijelentésbdl viszont kovetkezik az is, hogy amennyiben a o euklideszi sikon
vesziink egy O cstcsu szoget, akkor ezen szog szogfelez§jének az Y nyilt korlemezzel vett
metszete a modellbeli sz6g szogfelezGjét adja.

Tekintsiink olyan O csticsu szogeket a o sikon, melyeket egy derékszoghdl kiindulva fele-
zésekkel nyeriink. Ezeknek az euklideszi mértékei, amelyek 45°, 22,5°, 11,25°, 5,625°, ...,
megegyeznek a modellbeli mértékeikkel az el6bbi megallapitas kévetkeztében.

Ha egy O csicsi szog felbonthatod véges sok olyan részszogre, melyeket a derékszdghdl
elinditott felezési eljarassal nyeriink, akkor annak a o—beli mértéke megegyezik a modell-
sikbeli mértékével. [

Megjegyzés. A mellékelt 13. abran szerepel az ABCD Saccheri-féle négyszog és az
OBCF Lambert-féle négyszog. Vegyiik észre, hogy ezen négyszogekben a BCF'< szig
kisebb a derékszognél, mivel a §, egyenes mercleges a CF oldal t egyenesére. Eszerint
ezekben a négyszogekben a szogek Osszege kisebb mint 360°.

13. abra. A modellbeli ABC'D Saccheri—féle négyszog és az O BC'F' Lambert—féle négyszog.
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A haromszidgek szO6gidsszegére vonatkozd egyenlGtlenség
a Beltrami—Calyley—Klein—féle k6érmodellben

Mint ismeretes, az (SIA1), (SIA2) (BVA), (SPRA), (SEA) axioméakbol mar levezethetd,
hogy egy haromszogben egy kiilsG szdg mindig nagyobb a nem mellette fekvs bels§ szo-
geknél. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy egy haromszognek legalabb két hegyesszoge van.
Mivel a fenti axiémék teljesiilnek a kérmodellben, igy ez a megallapitas igaz a modellbeli
haromszogekre is.

A modellbeli haromszog szogosszegével kapcsolatos egyenlGtlenség bizonyitasdhoz sziik-
séglink van a kdvetkezd allitasra.
Allitas. Az Y modellsikban vegyiink egy OAB< hegyessziget. Ekkor az OAB< szig
modellbeli mértéke kisebb az O AB< szdg euklideszi mértékénél.
Bizonyitas.
Az O, A pontokon atmend g—beli egyenest jelolje g, az A, B pontokon athalad6 egyenest
pedig h. Tekintsiik az OA szakasz modellbeli  felezémerdlegesét, illetve a t-nek megfelels
t egyenest a ¢ sikban, melyet a kévetkez&képpen lehet megszerkeszteni.

A C
M \
’
¢ B
M B
h
b

14. abra. Az OA szakasz t felez6merdlegesének megszerkesztése a modellben.

Az O, A pontokon atmend g—re meréleges egyenesek az M korvonalat két—két pontban
metszik. A g egyazon oldalara esé metszéspontok legyenek O és A. Ezen pontok ¢ =
(O, A) bsszekits egyenesének a g—vel vett metszéspontja legyen C. A keresett ¢ egyenes
megegyezik a C pont M korre vonatkoz6 polarisaval. Ugyanis, az a « centralis-tengelyes
kollineacio, amelynek a centruma C, tengelye ¢ és karakterisztikus kettGsviszonya c(k) =
—1, a modellben egy tengelyes tiikrozést ad. A x egymasba képezi az O, A pontokat, és
emiatt egymasba képezi az O, A pontokat is. Ily moédon a £ =t N Y egyenes azonos az
OA szakasz modellbeli felezémerdlegesével.

A t, g egyenesek metszéspontjat jelolje F', a t, h egyenesek metszéspontjat pedig 7'
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Evidens, hogy az F az OA szakasznak a modellbeli felez6pontja, azaz fennall cZ(O, F) =
d(F, A). Vegyiik a B' = k(B) pontot. A modellbeli OAB<, AOB'< szogeket a x|V
tiikrozés egymasba képezi. Mivel az OAB<, AOB'< szogek a modellben egybevigoak, a
modellbeli mértékiik egyenld.

Az el6z6 Allitas szerint az AO B’ < szdg modellbeli mértéke egyenls az euklideszi mérteé-
kével. Azt kellene tehat igazolni, hogy a o euklideszi sikon az AOB'< sz6g mértéke kisebb
az OAB< sz6g mértékénél. Mivel az FATA és FOT /A derékszogi haromszogek FT be-
fogoja kozos, ehhez elegendd lenne belatni, hogy a o euklideszi sikon az F'A szakaszhossz
kisebb az F'O szakaszhossznal.

Az altalanossag elvének megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a modellkor sugara r = 1.
Vezessiik be az OA = x és OF = y jeloléseket. A mellékelt dbra jeloléseit alkalmazva azt
nyerjiik, hogy fennall

] AN 1 . N ]
d(0,4) =I(MNOA) = In = = In 5 i z illetve d(0, F) = In 1 = In =2 i z .
ivel igaz d i , : oo ldr (L4y)?
Mivel igaz d(O,A) = 2-d(O, F), igy a fentiek szerint teljesiil : = T Iy
— —y

moédon fennall
(I+2)Q—y)P?=0-x)(1+y)?*.

Ezen egyenletbdl atrendezéssel adodik 2z (1 + y?) = 4y, vagyis teljesiil

2y
r =
1+ 4?2

<2y.

Eszerint a o euklideszi sikon igaz OA < 2OF, amibdl kovetkezik az FFA < F'B egyenlGt-
lenség. Fz pedig mar igazolja, hogy euklideszi értelemben az AOB'< sz6g mértéke kisebb
az O AB< szdg mértékénél. [

Az euklideszi geometria egyik alapvetd eredménye az, hogy egy haromszog szogeinek
az Osszege mindig 180°, feltéve persze, hogy a szogeket fokban mérjiik.

Tétel. A modellsikon barmely hiaromszog szégeinek az Osszege kisebb, mint 180°.
Bizonyitas.
A korabbiakban mar utaltunk ra, hogy egy haromszogben legalabb két hegyesszog van.

Vegyiink egy tetszéleges ABC'A haromszoget, amelynek a C' csticsndl 16v6 szoge nem
kisebb a masik két szognél. Ennek kivetkeztében a C AB< és ABC< szogek hegyesszogek.

Az altalanossag elvének megsértése nélkil feltehetjiik, hogy a tekintett haromszog
C csticsa megegyezik O-val. Ugyanis, ha a C # O esetnél vessziik az OC' szakasz felezd
merGlegesét, akkor az arra torténd tengelyes tiikrozés C—t az O-ba, az ABC' /A haromszoget
pedig egy vele egybevagd haromszogbe viszi.

Vegyiink tehét egy olyan ABC/A héromszoget, amelyre igaz C' = O. Az CAB<, ABC«Q
és BC A< szogeknek a modellbeli mértéke legyen «, 3, v, az euklideszi mértéke pedig
legyen @&, 3, 7. Ismeretes, hogy O = C miatt igaz v = 7, tovabbéa az el6z6 Allitas
kovetkeztében teljesiil o < @ és 3 < 3. Ebbél pedig adodik, hogy fennall

a+B+y<a+p+y=180°. O
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A modellbeli sokszogek szdghianya

Emlékezziink ra, hogy a 7 valés szamot az euklideszi geometriaban értelmeztiik, mint a kor
keriiletének és atméréjének hanyadosat. Allapodjunk meg abban, hogy a tovabbiakban a
szogeket iviértékben mérjiik, azaz a derékszog mértékének a 7 szamot véalasztjuk.
Definicio. A hiperbolikus sikgeometria Beltrami—Cayley—Klein—modelljében legyen adott
egy ABCA haromszog, amelynek szogei o, 5, 7. A haromszog szoghidnyan, vagy més
szoval defektusan, a 6(ABCA) =m — (a+ B+ ) pozitiv szamot értjiik.

Megjegyzés. A mellékelt 15. abran megszerkesztettiik a széghidnyt a modell egy olyan
ABCA derékszogt haromszogéhez, ahol fennall C' = O.

Az AC, BC oldalak t,, t, felezémerdlegeseinek az AB oldallal vett metszéspontjai
legyenek 77 és Tp. Korabbi eredményeink szerint a T10T,<t szog (euklideszi) mértéke
megegyezik a modellbeli ABC'/A héromszog defektusaval.

q

_____

P,

N

15. abra. Az ABCA derékszigii haromszogben (ahol C = O) a szoghiany T10T»<.

B D i ey kit

A defektus fogalma kiterjeszthetd a modellbeli sokszdgekre. Legyen adott egy S egysze-
rii sokszog, amelynél az oldalak szama n (n > 3), a csticspontokban vett szogek mértékei
pedig aq,...,a,. A haromszogek szogosszegére vonatkozo Tétel alapjan be lehet latni,
hogy igaz a > a; < (n—2)7 egyenl6tlenség.

Definicié. Az n—oldala S sokszdg defektusan a 0(S) = (n—2)7—> o, szamot értjik.

Vilagos, hogy a defektus altal a modellbeli sokszogek halmazan egy pozitiv valos fiigg-
vényt nyeriink, és az egybevagd sokszogek defektusa megegyezik.

A kovetkez§ allitast nem nehéz bebizonyitani, de az igazolasra eztttal nem tériink ki.
Allitas.  Tekintsiink egy S soksziget. Az S—t egy a belsejében haladé és a hataran
végz0dd nyilt toréttvonallal bontsuk fel az Sy, S, sokszdgekre. FEz esetben fennall a
I(S) = 6(81) + 6(S2) dsszetiiggés.
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Megjegyzés. Jelolje H a modellbeli egyszert sokszogek halmazat. Ezen a halmazon
vegyiik azt a § : H — R valos fiiggvényt, ahol tetszéleges S sokszog esetén §(S) megegyezik
annak szoghianyaval. Erre a leképezésre igazak az alabbi kijelentések:
(1) Barmely S sokszog esetén a §(S) fiiggvényérték egy pozitiv valos szam.
(2) Ha az S; és S, sokszogek egybevagoak, akkor 6(S1) = 6(Sz).
(3) Ha S; és Sy olyan sokszogek, amelyeknek nincs kozos belss pontja és a S;US, alakzat
is egy sokszog, akkor §(S;USy) = §(S1) + (Ss).

Megallapithato tehat, hogy a modellbeli sokszégek defektusa, mint a sokszogek hal-
mazén értelmezett fiiggvény, teljesit harom feltételt a teriiletfiiggvényre vonatkozéan.

Az egyediili probléméat az okozza, hogy a modellben nincs 1 oldali négyzet. A teriilet

értelmezéséhez meg kellene adnunk azt a c¢ konstans szorzot, amellyel barmely S sokszog
T'(S) teriiletére fennall a T'(S) = c¢-0(S) 0Osszefiiggés.

A haromszig koré irhaté kor kérdése a modellben

.
(AR N,
AY
Y
AY
AY

€9 €1

16. abra. Egy modellbeli ABC /A haromszég, amely koré nem irhaté kor.

A modellben vegyiink legyen adva ABC'A haromszoget. Tekintsiik az AB oldal f fele-
zomeréleges egyenesét, akkor az f azon pontok halmaza a modellben, amelyek az A-t6l
és B-t4l egyenl6 tavolsagra vannak. Vildgos, hogy amennyiben két oldal felez6meréleges
egyenese metszi egymést egy ) pontban, akkor ezen a ) ponton athalad a harmadik ol-
dal felezémerGlegese is. Ez esetben a () centrumi és r = cf(Q,A) sugard kor athalad a
haromszog mindharom csiicsan.

Azonban a modellben érvényesiilé axiémakbol azt nem lehet levezetni, hogy barmely
ABCA haromszog esetén metszik egymést az oldalak felez6meréleges egyenesei. A mel-
lékelt 16. abran egy olyan ABC'/A haromszog szerepel, amelynél megszerkesztettiik az
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AC, BC oldalak modellbeli fl, f2 felez6merdleges egyenesét. Mint lathato az modellbeli
fl, fQ egyenesek nem metszik egymast. Ez azt igazolja, hogy a hiperbolikus geometridban
vannak olyan haromszogek, amelyek koré nem irhatéd kor.

A modellben azt is meg lehet mutatni, hogy nem minden haromszognek van magas-
sagpontja. Beirt kore viszont az 6sszes haromszognek van a hiperbolikus geometriaban is,
mivel a szogfelez6knek minden esetben van metszéspontjuk.

A helyettes axiomak

A parhuzamossagi probléma vizsgélata soran a matematikusok méar korabban rajéttek ar-
ra, hogy az euklideszi geometria parhuzamossagi axioméjat helyettesiteni lehet egy masik
axiomaval, azaz egy mésik alapigazsagnak vett kijelentéssel.

G. Saccheri olasz matematikus az 1700-as évek elején a kivetkezs helyettes axiomat adta
meg.
Van legalabb egy olyan haromszog, amelyben a szégek 6sszege két derékszoggel egyenld.

Bolyai Janos édesapja, Bolyai Farkas a kovetkezd helyettes axiomat fedeste fel.
Harom pont kirdn vagy egyenesen van.

Legyen adott egy g egyenes és az altala hatarolt egyik félsik, tovabba egy r pozitiv
valés szam. Ebben a félstkban vegyiik azon pontokat, amelyek a g egyenestsl a megadott
r (r > 0) tavolsdgra vannak. A félsik Gsszes ilyen pontjabol allo alakzatot a g egyenes
egyik ekvidisztans vonalanak nevezziik. Az alabbi kijelentés is egy helyettes axioma.

Egyenes ekvidisztans vonala egyenes.
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A hiperbolikus geometria elnevezés valddi oka

Az eddigiek soran a Bolyai-Lobacsevszkij—féle sikgeometria Beltrami—Cayley—Klein—féle
kormodelljét targyaltuk, amelyben a tavolsagfiiggvényt a pontnégyesek kettdsviszonyaval
értelmeztiik.

Vegyiink egy tetszbleges k > 0 pozitiv szamot. Konnyid belatni, hogy amennyiben az

- k
A, B pontok modellbeli tavolsagan a d(A, B) = 5 |In(M N A B)| szamot értjiik, akkor

is teljesiilnek a Bolyai-Lobacsevszkij—féle stkgeometria axiémai.

17. dbra. A kérmodellben a tavolsagformula legyen d(A, B) = E.|In(M N AB)|.

Tekintsiink egy modellbeli ABC'A haromszoget, amelyben a modellbeli oldalhosszak
legyenek a = d(B,C), b = d(C,A) és ¢ = d(A, B), a megfelel§ csticsokkal szemkozti
szogek pedig legyenek «, (5, 7. Az oldalhosszak és a szogek kapcsolatara vonatkozdan
igazolhatoak az alabbi Osszefiiggések, melyek a modellbeli trigonometria szinusztételének
és koszinusztételének felelnek meg.

sh(a/k) sina

Sh(b/k) = sn g’ ch(c/k) = ch(a/k) ch(b/k) — sh(a/k)sh(b/k) cos~.

Ezen tételekben tehat megjelennek a hiperbolikus fliggvények.

A korabbi geometriai tanulmanyok soran mar targyaltuk a gémbi geometria alapjait,
illetve a gdmbmaromszogeket. Mint ismeretes, a gémbi geometridban a f6korok jatsszak
az egyenesek szerepét, és a gombi szakaszoknak a f6korivek felelnek meg. Az euklideszi
térben tekintsiink egy r sugard G gombfeliiletet és azon ABC'Ag gombharomszoget. A
gbémbharomszog a, b, c oldalai a megfelel csticsokat Gsszekots f6korivek hosszai, a szogeit
pedig az érinték alapjan értelmezziik. A gombharomszog oladalai és szogei kozotti kapceso-
latokat az analitikus geometria eszkozeivel lehet levezetni. Emlékezziink ré, hogy a gombi
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trigonometridban a szinusztétel és az (oldalakra vonatkozd) koszinusztétel a kovetkezd
Osszefliggések formajaban irhatdak fel, amennyiben a gémbfeliilet sugara 7.

sin(a/r)  sina

sin(b/r)  sinpj’

cos(c/r) = cos(a/r) cos(b/r) + sin(a/r) sin(b/r) cos~y .

Bolyai és Lobacsevszkij egyarant levezették az altaluk felfedezett 1j geometridban a ha-
romszogre vonatkozo szinusztételt és koszinusztételt. Mindketten rdmutattak arra, hogy
az 1j geometria ezen tételei kapcsolatban allnak a gémbi geometria megfelels trigonomet-
riai tételeivel. A kapcsolat 1ényege az, hogy amennyiben a gémbi geometria tételeiben a
szogfiiggvények helyett a megfelel6 hiperbolikus fiiggvényeket vessziik, akkor az uj geo-
metria tételeit nyerjiik vissza.

Féként erre hivatkozva Felix Klein javasolta azt, hogy a Bolyai—Lobacsevszkij—féle
geometriat, amely az euklideszi geometria parhuzamossigi axioméjanak tagadasara épiil,
nevezzék el hiperbolikus geometrianak.

Mint ismeretes, a gombi geometridban egy ABC'/Ag héromszogben a szogek dsszege
mindig nagyobb, mint 7, és a haromszog teriilete ardnyos az ¢ = (o + f + ) — 7 szdg-
tobblettel, konkrétan a teriiletre fennall a T(ABCAg) = r*(a+ 8+~ — m) Osszefiiggés
az r sugaru gombfeliileten.

Ehhez képest a Bolyai-Lobacsevszkij—féle geometridban egy haromszog teriilete a ha-
romszog defektuséval ardnyos. Azonban mindkét geometridban van fels§ korlatja a ha-
romszogek teriileteinek.

A nemeuklideszi geometriak

Azokat a geometriai elméleteket, amelyekben nem teljesiil az euklideszi parhuzamossagi
axioma, kozos néven nemeuklideszi geometridknak hivjak. Természetesen ezek kozé tarto-
zik a Bolyai-Lobacsevszkij—féle hiperbolikus gometria, tovabba ide sorolhat6 az abszolit
geometria is.

A gbmbi geometridt is szokas ezek kozé sorolni. Azonban a gémbdén, ahol a f6korok
jatsszak az egyenesek szerepét, két atellenes ponthoz végtelen sok f6kor illeszkedik. Ezt a
problémaét ki lehet kiiszobolni oly médon, hogy a gémbfeliilet dtellenes pontjait azonositjuk
egymassal. Ezen azonositas kovetkeztében barmely két ponthoz mar pontosan egy egyenes
illeszkedik, tovabbé barmely két egyenesnek pontosan egy kozds pontja van. Az igy nyert
geometriai elméletet elliptikus geometridnak nevezik.

Megjegyezziik, hogy az elliptikus geometria szoros kapcsolatban all az altalunk korab-
ban méar targyalt projektiv sikgeometriaval. Ezt a kapcsolatot a projektiv sik sugérnyalab
modelljével lehet leginkabb szemléltetni.
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6) A hiperbolikus geometria Beltrami—Cayley—Klein—féle gbmbmodellje

A modell az euklideszi geometrian alapul, vagyis a modellt abban konstrualjuk meg. Az
euklideszi tér pontjainak halmazat jelolje X. A tér egyeneseinek halmaza legyen &, a
tér sikjainak halmaza pedig legyen S. A tovabbiakban az euklideszi tér valamely A, B
pontjainak tavolsagat jelolje AB.

Vegyiink a térben egy O pontot és egy r pozitiv valés szamot. Tekintsiik az O centrumi
és r sugarat N(O,r) ={PeX | OP <r} nyilt gombtestet, amelyet a
G(O,r) = {P e X | OP = r} gombfeliilet hatarol. A modellbeli tér pontjainak X
halmaza legyen az N (O, r) nyilt gomb.

El6szor tisztdznunk kell, hogy mit értiink a modell egyenesein és sikjain. Vegyiik
az euklideszi tér azon egyeneseit, amelyeknek az O-t6l mért tavolsaga kisebb, mint r.
Evidens, hogy ezek az N (O, r) nyilt gombbdl nyilt szakaszokat metszenek ki, és ezen nyilt
szakaszokat tekintjiik a modell egyeneseinek. Ily moédon a modell egyeneseinek halmaza
E={gnX|ge€& gnX#0}. Lasda 18. abrat.

Vegyiik tovabba az euklideszi tér azon sikjait, amelyeknek az O-t6l mért tavolsaga
kisebb, mint r. Nyilvanvalo, hogy ezek az N (O,r) nyilt gdmbbdl nyilt kérlemezeket
metszenek Kki. Legyenek ezen nyilt korlemezek a modellbeli sikok. Eszerint a modell
sikjainak halmaza S ={ocNX |ceS, cNX #0}.

18. abra. Hlusztracié a Beltrami—Cayley—Klein—féle gémbmodellhez.

Ezt kévetSen megadjuk a d tavolsagfiiggvényt a modellbeli X = N(O,r) téren. Le-
gyenek A és B az X tér kiilonboz6 pontjai. Tekintsiik a rajtuk athalado ¢ = (A, B)
egyenest az euklideszi térben. A g messe a § (O, r) gombfeliiletet az M, N pontokban. A
d: XxX >R tavolsagfiiggvénynek az (A, B) pontparon nyert értéke legyen

d(A,B) =|In(MNAB)|,
ahol (M N A B) az euklideszi térben vett kollinedris pontnégyes kettsviszonyat jeloli. Az
A = B esetben a d tavolsagfiiggvény definicio szerinti értéke pedig legyen d(A, A) = 0.
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Evidens, hogy ebben a modellben teljesiilnek az (IA 1)—(IA 6) illeszkedési axiomak.

A (BVA) axioma is igaz a modellben. Vegyiink egy ¢ egyenest, amely az M, N
pontokban metszi a G(O,r) gombfeliiletet és vezessiik be a g = g NN (O,r) jelolést.
Tekintsiik a modellbeli g egyenesen azt a £ : ¢ — R leképezést, amelynél tetszbleges P € g

P
pontra fennall &(P) = In N A Beltrami—Cayley—Klein—féle kérmodell targyalasanal

mar igazoltuk, hogy a & leképezés egy olyan bijekcio, amelyre teljesiil a (BVA) axioméaban
szereplG vonalzo—feltétel.

Azt kdnnyen be lehet latni, hogy a modellbeli szakaszok megegyeznek az euklideszi tér
azon szakaszaival, amelyeket az N(O,r) nyilt gomb tartalmaz. Ennek kovetkeztében a
(PRA) axioma is teljesiil a modellben. Evidens, hogy ebben az (X', ES, cZ) modellben a
(HPA) hiperbolikus parhuzamosségi axibma marad érvényben.

Hatramaradt még az (EA) egybevagosagi axioma. Annak bizonyitésa, hogy a mo-
dellben ez is teljesiil, mar egy nehezebb feladat, mivel az igazolas projektiv térgeometriai
eszkdzok alkalmazésat igényli. Ily moédon erre most nem tériink ki.

Osszegzésként azt mondhatjuk, hogy az (X, 5,3, CZ) négyes egy modellt ad a hiper-
bolikus geometriara. Ezt nevezik a hiperbolikus geometridra vonatkozé Beltrami-Cayley—
Klein—féle gombmodellnek.

A poliéder—modell, amelyben nem teljesiil az egybevagosagi axioma

Az alabbiak soran konstrualunk még egy modellt azzal a médositassal, hogy nem egy
gombtestet, hanem egy konvex poliédert vesziink alapul.

Az euklideszi térben vegyiink egy 2 konvex poliédert. A modell pontjainak halmaza
legyen az Q konvex poliéder belsé pontjainak halmaza, azaz legyen X = Int().

Tekintsiik az euklideszi tér azon egyeneseit, amelyeknek van koz0s pontja az Int(€2)
alakzattal. Evidens, hogy egy ilyen egyenes egy nyilt szakaszban metszi Int(Q2)-t. A
kimetszett nyilt szakaszok legyenek a modell egyenesei.

Vegyiik tovabba az euklideszi tér azon sikjait, amelyeknek van kozos pontja Int(€2)—
val. Ezen sikok az 0-bdl sokszogeket metszenek ki. A sikok altal az Int(£2)-bol kimetszett
nyilt sokszoglemezek legyenek a modell sikjai.

Legyenek A és B a X modelltér kiilonbozs pontjai. Tekintsiik a rajtuk athalado g =
(A, B) egyenest az euklideszi térben. A g messe az -t hatarol6 Bd((Q2) poliéderfeliiletet
az M, N pontokban. A d: X x X — R tavolsagfiiggvénynek az (A, B) pontparon nyert

értéke legyen
MA BN

44, B) = ‘ID(AN 73 :
Nem nehéz belatni, hogy ebben a modellben ugyancsak teljesiilnek az (IA1)-(IA6),
(BVA) és (PRA) axiomak, tovabba igaz a (HPA) axioma is. Az (EA) egybevigosagi
axioma viszont ez esetben mar nem teljesiil.
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7) A hiperbolikus sikgeometria Poincaré—féle kérmodellje

Az 6t6dik fejezetben részletesen targyaltuk a hiperbolikus sikgeometria Beltrami—Cayley—
Klein—féle kérmodelljét. Ennek soran megallapitottuk, hogy a szdgek modellbeli mértéke
és euklideszi mértéke altalaban kiilonbozo. Jelen fejezetben az euklideszi sikon egy olyan
modellt adunk meg, amely mar szogtarto. A modell targyaldsa soran fel fogjuk hasznalni
a sikbeli inverzioval kapcsolatos ismereteinket.

Ez a modell is az euklideszi geometrian alapul. Rogzitsiink az euklideszi térben egy o sikot
és abban egy O centrumt, r sugart k = { P€o | OP = r} kérvonalat. A modellbeli
sik pontjainak Y halmaza legyen a k korvonal altal hatarolt nyilt korlemez, azaz legyen
Y ={Pco|OP<r}.

Vegyiik azokat a o-beli egyeneseket és korvonalakat, amelyek derékszogben metszik a
k korvonalat, vagyis amelyeknek a k-val vett hajlasszogiik derékszdg. Lasd a 19. abrat.
Ezen egyeneseknek és kéroknek az Y nyilt korlemezzel vett metszetei legyenek a modell
egyenesei. A modellbeli egyenesek halmazat jelolje €.

Evidens, hogy egy o-beli e egyenes akkor metszi derékszogben a k korvonalat, ha
athalad az O kozépponton. Egy o-beli g kor pedig akkor metszi derékszogben k-t, ha az
O centrumnak a g kirre vonatkozo hatvanya éppen r2.

Tekintsiik azt a 1 : 0\ {O} — o\ {O} inverziot, amelynek k az alapkore (és az O pont
a polusa). Emlékezziink ra, hogy egy o-beli g (g # k) kor merdleges k-ra akkor és csak
akkor, ha a ¢ inverzié a g kort 6nmagéba képezi. Ugyanez igaz az egyenesek esetében is,
azaz egy e egyenes derékszogben metszi k—t pontosan akkor, ha fennall 14 (e) = e.

N\\\Lk(B)

19. abra. Egyenesek a Poincaré—féle kérmodellben.

Ebben a modellben nyilvan teljesiil az (SIA1) axiéma, azaz létezik harom olyan pont,
amelyek nincsenek egy egyenesen.
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Megmutatjuk, hogy a modellben igaz az (SIA2) axioma is, azaz két ponthoz egy és
csakis egy egyenes illeszkedik. Vegyiink az Y modellsikon két pontot, legyenek ezek A és
B. Tekintsiik az A pont A" = 1;(A) inverz képét. Ha egy o-beli kirvonal vagy egyenes
athalad A—n és derékszogben metszi k—t, akkor annak &t kell mennie az A’ ponton is.

Amennyiben a o euklideszi sikon az O, A, B pontok nincsenek egy egyenesen, akkor
vegyiik azt a g kort, amely athalad az A, A’, B pontokon Lasd a 19. abrat. Mivel az
O-nak ezen g korre vonatkozo hatvinya OA-OA" = r?, igy a k, g korok derékszogben
metszik egymast. Ily modon a § = g N'Y koriv egy olyan modellbeli egyenest ad, amely
illeszkedik az A, B pontokhoz. A fent leirtak alapjan mér nyilvanval6, hogy g az egyetlen
olyan modellbeli egyenes, amely athalad az A, B pontokon.

Ha pedig o—ban az O, A, B pontok egyarant illeszkednek egy e egyeneshez, akkor az
¢ = e NY metszet lesz az egyetlen olyan modellbeli egyenes, amely illeszkedik az A, B
pontokhoz.

Ezt kivetGen megadjuk a modellbeli d : Y x Y — R tavolsagfiiggvényt. Legyenek A
és B az Y modellsik kiilonb6z6 pontjai. Tekintsiik azt a g—vel jelolt kort vagy egyenest a
o euklideszi sikban, amely athalad az A, B pontokon és derékszdgben metszi a k kort. A
g messe a k korvonalat az M, N pontokban. A d fiiggvénynek az (A, B) pontparon nyert

értéke legyen
MA BN )

AN MB

ahol MA, AN, MB, BN a o euklideszi sikon vett szakaszok hosszait jelolik.
Emellett tetsz6leges A€Y pont esetében a d tavolsagfiiggvénynek az (A, A) elempéron
nyert értéke legyen d(A, A) = 0.

d(A, B) —‘m(

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy A és B az Y modellsiknak olyan pontjai, hogy o—ban az
O, A, B pontok nem kollinearisak. Ekkor g egy o—beli kor és az M, N, A, B pontok egy
kori pontnégyest alkotnak. Vegyiik észre, hogy a hirhosszakbdl nyert % 16111\37 pozitiv

valos szam megegyezik ezen kori pontnégyes kettGsviszonyaval.

A (BVA) axiéma teljesiilése

Tekintsiink a o sikon egy olyan kort vagy egyenest, amely az M, N pontokban, derék-
szOgben metszi a k korvonalat. Jeloljiik el ezt az alakzatot g—vel. A g &ltal meghatarozott
g = g N'Y modellbeli egyenesen vegyiik azt a £ : g — R leképezést, ahol tetszéleges P e g

tra fennall In —.
pontra fennall £(P) = D7

Azt konnyid belatni, hogy amennyiben P befutja g korivet, akkor az MP hanyados
befutja a pozitiv valés szdmok halmazat. Ebb6l mar adodik, hogy a £ : g —> ]R leképezés
bijektiv.

Legyenek A és B ag egyenes pontjai. Azt nyerjiik, hogy fennall
£(A) —&(B) = In 37 —In 3¢ = (5% - 175)- Ebbol viszont mér kovetkezik a

1£(A) — &(B)| = d(A, B) osszefugges, vagyis a Birkhoff-féle vonalzo axioma teljesiil.

Az (SPRA) Pasch—féle rendezési axibméanak ezen modellben valo igazolasa mar egy
nehezebb feladat. Erre most nem tériink ki.
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A modellbeli tengelyes tiikr6zések, mint inverzidk

A Poincaré—féle kormodell targyalasaban fontos szerepe van a kovetkezd allitasnak.
Allitas. Legyen adott o—ban egy olyan g kor, amely derékszogben metszi el az Y nyilt
korlemezt hatarolé k kiorvonalat. Tekintsiik azt a o—beli 1, inverziot, amelynek g az
alapkore. Ekkor 1,—nek az Y -ra vett lesziikitése egy egybevagosagi transzforméaciot ad a
modellsikon.

Bizonyitas (vazlatos).

A sikbeli inverzié tulajdonsagait kell alkalmaznunk. Mivel a o euklideszi sikban a k, g
korok derékszogben metszik egymast, a ¢, inverzié onmagara képezi a k korvonalat és az
altala hatarolt Y nyilt kérlemezt.

Vegyiik az Y nyilt kérlemez valamely A, B pontjait. Legyen e az a kérvonal (vagy
egyenes), amely athalad az A, B pontokon és deréksziogben metszi el a k kort. Jelolje
M és N a két metszéspontot. Ismeretes, hogy az inverzio kort (és egyenest) kirbe vagy
egyenesbe képez és megérzi ezek hajlasszoget. Mivel ¢, (k) = k teljesiil, az ¢/ = ¢,4(e)
képalakzat, amely tartalmazza az A’ = 1,(A), B' = 14(B) képpontokat, derékszégben
metszi el k-t az M’ = 1,(A), N’ = 1,(B) pontokban.

Az inverzié tobb kedvezé tulajdonsaggal is rendelkezik. Bizonyithato, hogy az tugyne-
vezett ciklustartas és szogtartas mellett az inverzi6 megérzi a kori pontnégyesek (illetve a
kollinearis pontnégyesek) kettésviszonyat is. Ennek igazolasara ezuttal nem tériink ki.

A fentiek alapjan az A, B, M, N ésaz A’, B', M', N’ pontnégyesekre, amelyek vagy
koéron vagy egyenesen vannak, fennall az

MA BN _M'A BN
AN MB AN M'B

Osszefiiggés. Ebbdl viszont az kdvetkezik, hogy a pontok modellbeli tavolsagara teljesiil
d(A,B) = d(A', B"). Eszerint a 1, inverzio Y korlemezre vett lesztikitésére nemesak az
igaz, hogy modellbeli egyenest modellbeli egyenesbe képez, hanem az is, hogy megé6rzi a
modellbeli tavolsagot. Ez pedig azt jelenti, hogy ¢, egy egybevagosagi transzforméciot ad
a modellben. [J

Ismeretes, hogy az inverzié kétszeri végrehajtasaval a helybenhagyast kapjuk az euk-
lideszi sikon, vagyis fenndll ¢4 o, = id. Emiatt fenti eredménybdl mar adodik az alabbi
kijelentés.

Kovetkezmény. Legyen adott o—ban egy olyan g kér, amely derékszogben metszi el az
Y nyilt kérlemezt hatarolé k korvonalat. Ekkor a Ly inverzionak az Y -ra vett lesziikitése
megegyezik azzal a tengelyes tiikrézésssel a modellsikon, amelynek tengelye a g egyenes.

Az egybevagosagi axioma teljesiilése a modellben

Az alabbiak soran megmutatjuk, hogy amennyiben adott egy olyan szakasz, amelynek
egyik végpontja aY kérlemez O centruma, akkor konnyen meg lehet szerkeszteni a szakasz
modellbeli felez6 merdlegesét. (Lasd a 20. &brat.)

Jelolje C' a szakasz masik végpontjat. Vegyiik azt a C'n atmend o-beli egyenest, amely
merdleges az (O, C) egyenesre. Ennek a k korrel vett egyik metszéspontja legyen E. A k
kornek az E pontbeli érintje pedig metssze el az (O, C') egyenest a K pontban. Vilagos,
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hogy a K centrumi és o = KFE sugari f kor derékszdgben metszi el a k korvonalat.
Emiatt o sikbeli ¢y inverzio, melynek f az alapkore és o? a hatvanya, 6nmagéba képezi a
k kort. Lasd a 20. abrat.

20. abra. Az OC szakasz f modellbeli felez6 merélegesének megszerkesztése.

Alkalmazzuk a befogotételt a KOE/ derékszogi haromszogre. Ez alapjan fennall
KO- KC = KE? = ¢*. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a ¢y inverzi6 egymasba képezi
az O, C pontokat. Ismeretes, hogy a modellsikon ¢y adja az f egyenesre torténd tenge-
lyes tiikrozést. Mivel ez felcseréli a OC szakasz végpontjait, a szakasz modellbeli felezd
merd6legese megegyezik az f egyenessel.

Az eddigi eredmények alapjan azt is be lehet bizonyitani, hogy a modellben az (SEA)
egybevagosagi axioma. A bizonyitasi eljaras az alabbi meggondolasokon alapul.

Ha adva van egy olyan modellbeli z&szlo, amelynek C' cstcspontja kiilonbozik a Y
korlemez O centrumétol, akkor az OC szakasz f felezs merGlegesére torténd tengelyes
tiikrozéssel, ez atvihetd egy olyan modellbeli zaszloba, amelynek csticspontja az O pont.

Ha két olyan modellbeli zaszl6 van adva, amelyeknek O a csticspontja, akkor egyér-
telmien létezik egy olyan modellbeli egybevagosag, amely az els6 zaszlot a mésodikba
képezi. Ugyanis, a modellsiknak az O-t fixen hagy6 egybevigosagait a o euklideszi sik
O-t helybenhagy6 egybevagosagaibol nyerjiik oly modon, hogy azokat lesziikitjiik a Y
korlemezre.

Azt mar konnyd megmutatni, hogy a modellben fennéll az (SHPA) hiperbolikus par-
huzamossagi axioma. Ehhez vegyiik az O pontot és egy arra nem illeszkedé g egyenest.

Vilagos, hogy végtelen sok olyan modellbeli egyenes van, amely athalad az O-n és nem
metszi g-t.
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A fejezetben leirt eredmények alapjan a kovetkezd megallapitast tehetjiik.
Osszegzés. A fentiek soran értelmezett (Y, €, d) harmasra teljesiilnek a hiperbolikus
sikgeometria axiomai. Ezt a modellt a hiperbolikus sikgeometria Poincaré—féle kérmo-
delljének nevezziik.

A Poincaré—féle modell szégtarté tulajdonsaga

Az alabbi kijelentés az O csucst szogek mértékérsl szol.

Allitas. A Y modellsikban vegyiink egy olyan AOB< konvex széget, amelynek csticsa
megegyezik a k kérvonal O centrumaval. Ekkor az AO B< szdg modellbeli mértéke egyenld
a o—beli AOB< sz6g euklideszi mértékével.

A bizonyitas az alabbi megallapitiasokon alapul.

Ha vessziik a o euklideszi sik azon egybevagosagi transzforméacioit, amelyek fixen hagyjak
az O pontot, akkor ezeknek az Y korlemezre valo lesziikitései a modellsikon olyan egybevé-
gosagokat adnak, amelyek helybenhagyjak az O-t. Vilagos, hogy ezek az egybevagosagok
a o siknak az O kériili forgatasai és tengelyes tiikrozések az O—n atmend egyenesekre.

Ennek alapjan azt konnyt belatni, hogy egy O cstcspontii sz0g a modellben derékszog
akkor és csak akkor, ha euklideszi értelemben derékszog.

A fenti kijelentésbdl viszont kovetkezik az is, hogy amennyiben a o euklideszi sikon
vesziink egy O cstcst szoget, akkor ezen szdg szoglelezdjének az Y nyilt korlemezzel vett
metszete a modellbeli sz6g szogfelezGjét adja.

Tekintstlink olyan O cstcsu szogeket a o sikon, melyeket egy derékszoghdl kiindulva fele-
zésekkel nyeriink. Ezeknek az euklideszi mértékei, amelyek 45°, 22,5°, 11,25°, 5,625°, ...,
megegyeznek a modellbeli mértékeikkel az el6bbi megallapitas kovetkeztében.

Ha egy O csicsi szog felbonthato véges sok olyan részszogre, melyeket a derékszéghdl
elinditott felezési eljarassal nyeriink, akkor annak a o—beli mértéke megegyezik a modell-
sikbeli mértékével. [

Az alabbi tételbsl mar kovetkezik, hogy a Poincaré—féle kormodell szégtarto.

Tétel. Legyenek g és h olyan korok vagy egyenesek a o sikon, amelyek metszik egymast és
amelyek derékszégben metszik az Y nyilt kérlemezt hatarol6 k korvonalat. Ekkor g—nek
és h-nak az euklideszi sikon vett hajlisszége megegyezik a modellsikbeli § = g NY és
h=hNY metsz6 egyenesek hajlasszégével.

Bizonyitas.

A ¢, h korvonalaknak az Y korlemezre es metszéspontja legyen C'. Az el6z6 allitas miatt
azt az altalanos esetet targyaljuk, amikor C' # O. Lasd a 21. abrat.

Vegyiik azt az f kort, amely derékszogben metszi k-t és a modellbeli f = fNY egyenes
az OC szakasz felez6 merdlegese. Korabban mar belattuk, hogy a o sikbeli Ly inverzio,
melynek f az alapkore, adja meg a modellbeli f egyenesre valo tengelyes tiikrozést és
felcseréli a C, O pontokat.

Mivel az inverzié egy szogtarto leképezés az euklideszi sikon és fenndll 1 (k) =k, 14(C) =
O, a vy inverzi6 a g, h kéroket az O centrumon atmend ¢’ = 14(g), h' = ¢y(h) egyenesekbe
képezi. Vilagos, hogy a g, h korok o—beli szoge egyenls a ¢', h' egyenesek szogével.

Hasznaljuk fel az el6z6 Allitast, miszerint az O cstcsi szogek modellbeli és euklideszi
mértéke megegyezik. Emiatt a ¢/, h' egyeneseknek a o euklideszi sikon vett hajldsszoge
megegyezik a modellsikbeli §’, h' egyenesek szogével.
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21. dbra. A Poincaré—féle kérmodellben megérzédik az euklideszi szOgmérték.

A 1y transzformaci6 a Y modellsikon egy egybevagosagot ad és a modell ¢/, % egye-
neseit vissziviszi a g, h egyenesekbe. Ebbdl kévetkezik, hogy a modellsikon a két metszé
egyenespar szoge egyenld.

Az el6bbi harom megallapitas alapjan igazak az alabbi egyenlGségek

(g, h)< = (¢, W)= (¢, h)a= (g, h)<,

amelyben az els6 két hajlasszoget az euklideszi sikon, a masik két hajlasszoget pedig a
modellben mérjiik. Ebbd6l viszont azt nyerjik, hogy a g, h korok euklideszi hajlasszoge
megegyezik a modellbeli g, h egyenesek hajlasszogével. [J
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8) Az euklideszi geometrianak a valds szamtestre épitett modellje

Mint ismeretes, jegyzetiinkben R jel6li a valos szamok halmazéat. Tekintsiik a valos szam-
harmasok terét, melyet a szokdsnak megfeleléen R*—mal jeloliink. Az R3-ban természetes
modon értelmezni lehet az dsszeadas és a szammal valo szorzas mtiveletét. Ily modon R?
egy 3—dimenzids valos vektortérnek is tekinthetd.

A definidland6 modellben a tér dsszes pontjanak halmaza legyen R3. Eszerint a pontok
valos szamharmasok, vagyis X = {(a1,a9,a3) | a; €R; i = 1,2,3}. Az egyeneseket és
sikokat, melyek az X = R? tér kitiintetett részhalmazai, az alabbiak szerint értelmezziik.

Legyenek P = (py,pa,p3) és Q = (q1, ¢o, q3) az R3 kiilonboz6 elemei. Tekintsiik a
(P,Q)={ P+t(P—Q)|teR} ponthalmazt, mint a tér egyik egyenesét. A tér Osszes
egyenesének halmaza pedig legyen £ ={ (P,Q) | P, QeR3, P #Q }.

Vegyiink olyan a, b, ¢, e valos szamokat, melyekre fennall a®+b?+c? > 0. Tekintsiik az
[a,b,c,e] ={ (1,22, 23) ER? | axy+bry+cx3+e =0} ponthalmazt a tér egyik sikjanak.
A tér Gsszes sikjanak halmaza legyen S = { [a,b,c,e] | a, b, ¢, e€ER; a®> +b* + >0 }.
Célszerii itt megjegyezni, hogy tetszéleges [a,b, ¢, e] sikot és A (A # 0) valos szamot véve
teljesiil [a, b, c,e] = [ Aa, Ab, Ac, Ae].

Nem nehéz belatni, hogy az (R?,£,S) harmas eleget tesz az (IA1)-(IAG6) illeszkedési
axiomaknak. Ezt kovetGen megadunk egy tavolsagfiiggvényt az X = R? téren.

Vegyiik azt a dp : R? x R® — R leképezést, ahol tetszéleges P = (py, p2,p3) és Q =
(¢1, 42, q3) pontok esetén fennall

dep(P,Q) = \/(P1 —q1)?+ (p2 — @2)* + (p3 — q3)% .

Ezt a dg fiiggvényt euklideszi metrikdnak nevezziik.

Legyenek P, Q (P # Q) tetszbleges pontok, és tekintsiik a rajtuk athalado
g=(P,Q)={P+1t(@Q—P)|teR } egyenest. Vegyiik azt a £ : g — R leképezést,
amelyet a

(=P +1Q) = t-dp(P,Q) = t+1/ S0 (i — )?

Osszefiiggés ir le (t€R). Koénnyen belathato, hogy a £ leképezés egy olyan bijekcio, amely
eleget tesz a (BVA) axiémaban szerepld vonalzo feltételnek.

Linearis algebrai modszerek alkalmazaséaval bizonyithato, hogy az (R3,&,S, dg)
négyesre teljesiil az euklideszi geometria 0sszes axiéméja. Ennek kovetkeztében az
(R3,&,S8,dg) négyest az euklideszi geometria valds szamtestre épitett analitikus modell-
Jjének nevezziik.

Megjegyzés. Az R? téren tekintsiik most azt a dy tavolsagfiiggvényt, ahol tetszéleges
P, Q €R? pontokra fennall da(P,Q) = E?Zl\pi — qi|. Tgazolhato, hogy az (R?,E,S,d4)
négyesre teljesiilnek az (IA1)—(IA6), (BVA), (PRA) és (PA) axiémak, azonban az (EA)

egybevagosagi axioma mar nem teljesiil.
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