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1) Az euklideszi tér szabad vektorainak tere
Az irany értelmezése

Az irdany fogalméanak bevezetése céljaboél el6bb két egyenes parhuzamossidganak adjuk meg
egy sziikséges és elégséges feltételét.

1.1. Allitas. Két egyenes parhuzamos egymaéssal akkor és csak akkor, ha barmely az
egyik egyenest metszd sik metszi a masik egyenest is.

Bizonyitas.

a) Legyen adott két egymassal parhuzamos egyenes e és g. Ekkor van egy olyan « sik,
amely mindkét egyenest tartalmazza és fennall e N g = (). Tegyiik fel, hogy egy o sik
metszi az e egyenest egy P pontban. Azt akarjuk belatni, hogy o metszi a g egyenest is.

Evidens, hogy « és o kiilénb6z6 sikok, melyeknek a P egy kozos pontja. Ily modon
az « és o sikok metszete egy egyenes, melyet most jeloljon m. Az m is benne van az «
sikban és athalad a P ponton. Ily moédon az m—nek metszenie kell a g egyenest, mert ha
m-nek nem lenne kozos pontja g—vel, akkor ellentmondéasba keriilnénk a parhuzamossagi
axioméval. Az m és g metszéspontja egyben kozos pontja a o siknak és gnek. Ily modon
azt kaptuk, hogy o metszi a g egyenest.

b) Legyen adott két egyenes e és g, melyeknél barmely az egyik egyenest metsz6 sik metszi
a masikat is.

Az e és g nem lehetnek kitérs helyzetiiek, mert akkor az e egy P pontja és a g altal
meghatéarozott o = (g, P) sik metszené et és tartalmazné g-t.

Az e és g nem lehetnek metszGek sem, mert két metszG egyeneshez mindig megadhaté
egy olyan sik, amely metszi az egyik egyenest, de a masikat nem. Legyenek a, b metsz6
egyenesek. Vegyiink egy olyan P pontot, amely nincs benne a két egyenes sikjaban.
Ekkor a b egyenes és a P pont altal meghatarozott 5 = (b, P) sik metszi az a egyenest, de
tartalmazza a b egyenest.

A fent leirtak alapjén az e, g egyenesek csakis parhuzamosak lehetnek. [J

A kovetkez§ kijelentés azt mondja ki, hogy a parhuzamossig egy tranzitiv kapcsolatot ad
az egyenesek kozott.

1.2. Allitas. Legyen adva a térben harom egyenes e, g és h, ahol e parhuzamos a
g egyenessel és g parhuzamos a h egyenessel. Ekkor az e, h egyenesek is parhuzamosak
egymassal.
Bizonyitas.

Alkalmazzuk az el6bbi 1.1. Allitast. Azt kapjuk, hogy barmely az et elmetsz6 sik metszi
a g—t, tovabba metszi a g—vel parhuzamos h egyenest is. Ez pedig azt jelenti, hogy az e, h
egyenesek parhuzamosak egymassal. [

Annak érdekében, hogy az egyenesek halmazan a parhuzamossag alapjan egy ekviva-
lenciarelaciot nyerjiink, bevezetjiik a kivetkezd fogalmat.
1.3. Definicio. Legyenek adva a g, h egyenesek. Ezekrdsl azt mondjuk, hogy egyezd
allasiak, ha parhuzamosak egymassal vagy fennall g = h.

Ily médon az alabbi megallapitast tehetjiik.
1.4. Kovetkezmény. Az egyenesek halmazan az egyezd allas alapjan egy ekvivalenciare-
laciot kapunk.



Megjegyzés. Viladgos, hogy igaz az alabbi kijelentés. A centralis tiikrézés barmely
egyenest azzal egyezd allasi egyenesbe képez.

Az alabbi definicibban megadjuk az egyezd iranyu félegyenesek fogalmat.
1.5. Definicié. Legyenek adva a térben az A, B és C, D pontok, amelyekre fennall
A # B és C # D. Azt mondjuk, hogy az [A, B) és [C, D) félegyenesek egyezd iranytak
(vagy mas szoval azonos iranytak), ha az alabbi két feltétel koziil az egyik teljesiil.
(1) Az egyik félegyenes tartalmazza a masikat.
(2) Az (A,B), (C,D) egyenesek parhuzamosak egymassal és az ( A,C') egyenes nem
valasztja el a B, D pontokat.

/A B B A

1. dbra. Egyezd iranyt és ellentétes irdnyii [ A, B ), [C, D) félegyenesek.

Mivel az euklideszi geometridban érvényben van a parhuzamossagi axioma, a fenti de-
finiciobol mar egybdl adodik, hogy igaz az alabbi kijeletés.
1.6. Allitas. Legyen adva a térben egy [ A, B) félegyenes és egy C pont. Ekkor egy-
értelmiten létezik egy olyan C' kezdSpontii félegyenes, amely egyezl irdnyu az [A, B)
félegyenessel.

Ertelmezni lehet az ellentétes iranyt félegyeneseket is.
1.7. Definici6. Legyenek adva a térben az A, B és C, D pontok, amelyekre fennall
A # Bés C # D. Azt mondjuk, hogy az [ A, B) és [C, D) félegyenesek ellentétes iranyu-
ak, ha az alabbi két feltétel koziil az egyik teljesiil.
(1) A két félegyenes egyazon egyenesen van és egyik félegyenes sem tartalmazza a masikat.
(2) Az (A, B), (C,D) egyenesek parhuzamosak egymassal és az (A, C') egyenes elva-
lasztja a B, D pontokat.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a centralis tiikrozés egy félegyenest azzal ellentétes
iranyu félegyenesbe képez.

Az eddigiek alapjan igazolhato, hogy amennyiben két félegyenes azonos irdnyd egy
harmadik félegyenessel, akkor a két félegyenes egyezd iranyu. Ily modon az alabbi kijelen-
tést tehetjiik.

1.8. Kovetkezmény. Az egyezd irany szerinti relacié egy ekvivalenciarelaciot ad
a télegyenesek halmazan.

Mivel az egyez6 irdny fogalma ekvivalenciarelaciot eredményez, egy osztalyozashoz ju-
tunk a tér félegyeneseinek halmazan. Mint ismeretes, ez annyit jelent, hogy a félegyenesek



halmazat diszjunkt részhalmazokra (mas szoval osztalyokra) bontjuk, ahol egyazon osz-
talyhoz az egymassal egyez6 iranyu félegyenesek tartoznak.

Ennyi el6készités utan mar definialni tudjuk, hogy mit értiink irdnyon az euklideszi
térben.
1.9. Definici6. Irdnyon az egyezé iranyu félegyenesek egyik ekvivalenciaosztalyat értjiik.

Célszertinek latszik itt bevezetni két fogalmat, amelyek a szdgparokra vonatkoznak.
1.10. Definici6. Legyenek adva az A101;B1<t és AsOyB2< konvex szogek. Ezekrdl azt
mondjuk, hogy egyéllasu szogpart képeznek, ha az [0, A;) félegyenes egyez$ iranyu az
[0, Ag) szarral és az [Oy, By) félegyenes azonos iranyt az [Oq, Bs) szarral. Amennyiben
a A101B1<t és A0y By<t szogek megfelels szarai ellentétes iranytak, akkor azt mondjuk,
hogy A101B1< és AyOyBy<1 egy valtoszogpart alkotnak.

2. abra. Az A101B1<t és AyO9By<t valtészogek.

Megjegyzés. Konnyen belathaté, hogy amennyiben az A101B1<< és AsOsBo<t szogek
valtoszogpart vagy egyallasu szogpart képeznek, akkor a két szog egybevagd. Ugyanis,
valtoszogpar esetén az 0,04 szakasz F' felez6pontjara valo tiikrozés a két szoget egymasba
képezi. (Lasd a 2. abrat.)

Amennyiben A;0,B;< és A,0,B,< egyallast szogpart alkotnak, akkor az 0,0, sza-
kasz felezGpontjara és az Oy pontra valo tiikrozések szorzata viszi az elsG szdget a maso-
dikba.




Az egyenes iranyitisa és koordinatazasa

Tekintsiink a térben egy egyenest, melyet jel6ljon g. A g egyenesre es§ két félegyenest
egyez6 iranyunak mondunk, ha az egyik félegyenes tartalmazza a masikat. Az egyezs
iranyusag a g-re esé6 félegyenesek halmazan egy ekvivalenciarelaciot ad. Evidens, hogy ily
modon a g egyenesen 1évs félegyenesek két ekvivalenciaosztalyt alkotnak.
1.11. Definicié. Egy g egyenes iranyitasin azt értjiik, hogy kijeloljiik a g altal tartalma-
zott egyez§ iranyu félegyenesek egyik ekvivalenciaosztalyat.

Anennyiben egy félegyenes az iranyitast képez6 osztalyhoz tartozik, akkor arrél azt
mondjuk, hogy az egyenes iranyitasat reprezentalja (méas szoval képviseli).

Megjegyzés. A fentiek alapjan egy egyenesen két kiilonboz6 iranyitas adhaté meg.

Legyen adott egy g egyenes. Adjunk meg egy iranyitast g—n, és vilasszunk egy a g-re
illeszked6 O pontot. A g-re es6, O kezdGpontu félegyenesek koziil vegyiik azt, amely a g
iranyitasat képviseli. Legyen E egy tovabbi pontja ennek a félegyenesnek.

Tekintsiik azt a £ : g — R leképezést, amelynél a g tetsz6leges P pontjan felvett £(P)
értéket az aldbbi feltételek hatarozzak meg.

(1) Ha P rajta van az [O, E) félegyenesen, akkor &(P) = d(O, P).
(2) Amennyiben P nincs rajta az [O, E) félegyenesen, akkor &(P)= —d(O, P).
1.12. Definicié. A g egyenesnek a kijelolt iranyitashoz és az O kezd&ponthoz tartozd

/////

Megjegyzés. Legyenek A és B a g egyenes kiilénb0z6 pontjai. Konnyt belatni, hogy az
[A, B) félegyenes akkor képviseli a g—n megadott iranyitast, ha fennall £(B) — {(A) > 0.
Ezen kiviil mindig igaz a |{(B) — £(A)| = d(A, B) egyenlGség.

Az iranyitott szakaszok

1.13. Definici6. Legyenek adva a térben az A, B pontok. Tekintsiik az A, B pontokkal
hatarolt AB szakaszt. Az A kezdSpontt és B végponti irdnyitott szakaszon azt értjiik,
hogy az AB szakaszhoz még hozzéarendeljiik az [A, B) félegyenessel meghatarozott iranyt.

Ezen iranyitott szakaszt AB jeldli.

1.14. Definici6. Legyenek adva a térben az A, B pontok. Az 1@ irAnyitott szakasz
hosszan az AB szakasz hosszit, vagyis az A, B pontok d(A, B) tavolsagat értjiik. Az
[A, B) félegyenes altal képviselt iranyt mondjuk az AB iranyitott szakasz irdnyanak.

Megjegyzés. A fenti definicié szerint egy szakaszbol tgy kapunk iranyitott szakaszt, hogy
kitiintetjiik a két hatarpont egyik sorrendjét, vagyis az egyik hatdrpontot kezdépontnak a
mésik hatarpontot pedig végpontnak nevezziik, és ezaltal egy iranyt rendeliink a szakasz-

hoz. Az iranyt az a félegyenes adja, amely tartalmazza a szakaszt és amelynek kezdSpontja
megegyezik a két hatarpont koziil kijelolt kezdGponttal.

Vilagos, hogy az AB és BA irdnyitott szakaszok kiilonbozdek, hiszen a hozzajuk tartozo
iranyok, melyeket az [A, B) és [B, A) félegyenes képviselnek, egymassal ellentétesek.
1.15. Definicio. Legyenek adva olyan A, B, C, D pontok, ahol A # B és C' # D. Az

1@, @ iranyitott szakaszokat egymassal egyenlGeknek mondjuk, ha az [A, B), [C, D)
félegyenesek egyezG iranyiak és fennall AB = CD.
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Amennyiben az ﬁ és ﬁ irdnyftott szakaszok egyenl6ek, akkor ezt az ﬁ = @
kifejezéssel fogjuk jeldlni.
Megjegyzés. A fenti definicio szerint két irdnyitott szakasz akkor egyenld egymassal, ha
a hosszuk és az irdnyuk megegyezik.

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy az A, B, C, D pontok egyazon g egyenesre esnek.

Vegyiik a g egyenesnek egy ¢ koordinatazasat. Ez esetben az AB, C'D irdnyitott szakaszok
pontosan akkor egyenlGek, ha teljesiil a £(B) — £(A) = &(D) — £(C) egyenlGség.

Két iranyitott szakasz egyenlGségével kapcsolatosan az alabbi kijelentést tehetjiik.
1.16. Allitas. Legyenek adva a térben az A, B, C, D kiilonbéz6 pontok. Az 1@, C
iranyitott szakaszok egyenléek akkor és csak akkor, ha az 1@ és BD iranyitott szakaszok
egyenléek egymassal.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy az 1@7 @ irdnyitott szakaszok egyenlGek.
Vegyiik azt altalanos esetet, amikor az A, B, C, D pontok nincsenek egy egyenesen.

B

3. abra. Egvenld irdnyitott szakaszok.

Ekkor az (A, B), (C, D) egyenesek parhuzamosak és fennall AB = C'D. Ismeretes,
hogy ennek kovetkeztében az ABDC négyszog egy parallelogramma. Ebbél pedig mér
adodik, hogy az [A,C'), [B, D) félegyenesek egyezd iranynak és AC = BD is teljesiil.
Ily mo6don azt kaptuk, hogy az AC' és @ iranyitott szakaszok egyenlGek.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az A, B, C, D pontok egyazon egyenesre esnek.
Jeloljiik g—vel ezt az egyenest és vegyiink egy & : ¢ — R koordinatazast. Mivel igaz
AB = CD, fennall €(B) — £(A) = £(D) — £(C). Ebbdl atrendezéssel adodik a
E(C) — E(A) = (D) — £(B)  0Osszefiiggés, ami azt jelenti, hogy az 1@, Eﬁ iranyitott
szakaszok egyenlGek. [J

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az zﬁ és @ irdnyitott szakaszok pontosan akkor
egyenlGek, ha az AD és BC' szakaszok felez6pontja megegyezik.

A fenti 1.15. Definicié alapjan mar konnyt belatni, hogy igaz az alabbi allitas.
1.17. Allitas. Az irdnyitott szakaszok halmazan értelmezett egyenléség egy ekvivalencia-
relaciot ad.
Bizonyitas.
Le yen%dva hérom iranyitott szakasz 1@, @ és ﬁ, melyeknél fennéll /@ = @ és
CD=F



Ekkor az AB = CD és CD = EF egyenl6ségek kivetkeztében igaz AB = EF. Mivel a
[C, D) félegyenes egyezd irdnyu az [A, B), [E, F) félegyenesekkel, azt kapjuk, hogy [A, B)
és [E, F') azonos iranyuak. Ez pedig azt jelenti, hogy AB és EF' egyenlGek. [

A szabad vektor fogalma

A 1.15. Definicioban értelmezett egyenlGség alapjan az iranyitott szakaszokat soroljuk
ekvivalenciaosztalyokba. Ez esetben tehat az egymassal egyenld irdanyitott szakaszok ké-
peznek egy—egy osztalyt.
1.18. Definici6. Szabad vektoron az egymaéssal egyenld iranyitott szakaszok egyik ekvi-
valenciaosztalyat értjiik.

Az iranyitott szakaszoknak az egyenlGség szerinti ekvivalenciaosztalyait a tér szabad
vektorainak nevezziik.

Ebben a jegyzetben a szabad vektorokat félkovér latin betiikkel fogjuk jeldlni (példaul
u, v, a, b). Kéziras esetén alahuzott latin kisbettiket szokés a szabad vektorok jelolésére
hasznalni (példaul u, v, a, b).

Amennyiben az u szabad vektornak (az iranyitott szakaszok egyik osztélyanak) eleme
az ﬁ irdnyitott szakasz, akkor azt mondjuk, hogy AB az egyik reprezentansa, vagy mas
szoval képviselGje az u—nak.

Fontos megjegyezni, hogy barmely u szabad vektorhoz végtelen sok reprezentald ira-
nyitott szakasz tartozik, vagy mas széval az u—t végtelen sok irdnyitott szakasz képviseli.

A tovabbiakban az 1@ szimbolum az iranyitott szakasz mellett a reprezentalt szabad
vektort is jelolni fogja.

1.19. Definici6. Legyen adva egy u szabad vektor. Ennek hosszan (vagy mas szoval
a normajan) az u-t reprezentald iranyitott szakaszok kozos hosszat értjiik. Az u vektor
irdnyan pedig az 6t képvisel6 iranyitott szakaszok irdnyét értjiik.

Egy u szabad vektor hosszat a tovabbiakban az ||u|| szimbélum fogja jeldlni. Azonban
a szakirodalomban az |u] jelolést is szokas alkalmazni a vektor hosszara.

Megjegyzés. Vilagos, hogy a szabad vektort a hossza és az irdnya mar egyértelmiien
meghatarozza.

Korabban mar sz esett a pontszakaszokrol. Amennyiben a szakasz két hatarpontja
ugyanaz az A pont, akkor szakaszként az egyetlen pontbol allo AA = {A} alakzatot
kapjuk, és_e)zt neveztiik el pontszakasznak. Allapodjunk meg abban, hogy a késGbbiek
soran az AA szimbolum az AA pontszakaszt fogja jelenteni.

1.20. Definici6. A pontszakaszok osztalyat nullvektornak mondjuk és 0-val jeldljiik.

Megallapodas szerint a nullvektort is a szabad vektorok kézé soroljuk. A O nullvektor-
nak nincs irdnya, a hossza pedig 0.

A definiciok alapjan konnytd belatni, hogy igaz a kovetkezd kijelentés.
1.21. Allitas. Legyen adott egy u (u # 0) szabad vektor és egy A pont. Ekkor pontosan
egy olyan B pont talalhaté a térben, amelyre teljesiil az, hogy az 1@ irdnyitott szakasz
egy reprezentansa az u szabad vektornak.
Bizonyitas.
A u vektort mar egyértelmtien meghatarozza az iranya és a hossza. Ennek megfelelGen



tekintsiik azt az A kezdGpontu félegyenest, amely az u vektor iranyat képviseli (vagyis
megfelel az u vektor iranyanak). Ezen félegyenesre az A pontbol mérjiik fel az u vektor
|lu|| hosszat. A felméréssel kapott pont lesz az allitasban szereplé B pont. [.

Az Osszeadas miivelete a szabad vektorok halmazan

A tér Osszes szabad vektoranak halmazat a tovabbiakban )V fogja jelolni. A szabad
vektorokat a késébbiek soran (a révidség kedvéért) a tér vektorainak is mondjuk.

Ahhoz, hogy a reprezentald iranyitott szakaszok alkalmazasaval értelmezni tudjuk két

szabad vektor Osszegét, sziikségiink van az alabbi allitasra.

1.22. Allitdas. Legyenek adva az Ay, By, C1 és Ay, By, C, pontok. Ha fennall
\ \ . > >

AlBl = A2B2 és 3101 = BQCQ, akkor 1gaz A101 = AQCQ.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy teljesiill Ay By = AyBs és B1C = ByChs. Alkalmazzuk a 1.16. Allitast.

4. abra. Szemléltetés a 1.22. Allitas bizonyitaséahoz.

Azt lfapjuk, hogy a feltevések a}apjén igaz A1:42' = BBy és BBy = C1C5. Ebbdl viszont
adodik az A1 As = C1C5 egyenlGség, ami annyit jelent, hogy fennéll A,C} = A,Cs. O

Az alabbi definicioban, amely két vektor osszeadasarol szol, az 1.21. és 1.22. Allitasok
alkalmazasara is sziikség van.
1.23. Definici6. Legyen adott két szabad vektor u és v. Vegyiink a térben egy tetszbleges
A pontot. Tekintsiik az u—t reprezentéald zﬁ irdnyitott szakaszt. Ezt kévetGen vegyiik
azt a B kezd6pontu BC' iranyitott szakaszt, amely a v—t képviseli. Az u és v vektorok
u+ v Osszegén az AC irdnyitott szakasz altal reprezentalt szabad vektort értjiik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 1.22. Allitas kovetkeztében az u és v vektorok dsszege
nem fiige az A kezd6pont megvalasztasatol.

1.24. Tétel. Legyenek u, v és w tetszbleges vektorok. Az Gsszeadassal kapcsolatban
igazak az alabbi kijelentések.

(1) A miivelet asszociativ, azaz fenndll (u+v)+w=u+ (v+w).

(2) A miivelet kommutativ, vagyis igaz az u+v =v +u 0Jsszefiiggés.

(3) A 0 nullvektort véve teljesiill u+ 0 = u.
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5. abra. Két vektor 6sszeadédsa.

(4) Egyértelmien létezik egy olyan —u—val jelolt vektor, hogy fenndll u+ (—u) =0

Bizonyitas.
(1) Valasszunk a térben egy A pontot, mint kezdGpontot. Az u vektort reprezentélja az

AB iranyitott szakasz, a v vektort képviselje a ﬁ irdnyitott szakasz, és végiil a w vektort

irdnyitott szakasz. Az Osszeadas definici6ja alapjan azt nyerjiik, hogy
irdnyitott szakasz

reprezentalja a C'
ekkor az (u+v)+w é u+ (v+w) vektorokat egyarant az A
képviseli. Ennek kovetkeztében pedig fennéll (u+v)+w=u+ (v+w).

E u _C
A

1
1
1
1
1
1
v 1
1
1
1
1
1
1
1

A u B

6. abra. A vektorok Osszeadasa egy kommutativ mivelet.

(2) Tekintsiik azt az A kezdSpontt irdanyitott szakaszt, amely a v vektort reprezentalja.
Ennek a végpontjat jelolje most E. Mivel fennall az E = BC egyenléség az 1.16. Allitas
kovetkeztében AB = EC is teljesiil, ami azt mutatja, hogy az ﬁ irdnyitott szakasz is
az u vektort képviseli. Ily médon azt kapjuk, hogy az 1@ irdnyitott szakasz egyarant
reprezentansa az u + v vektornak és a v 4+ u vektornak. Ez viszont azt jelenti, hogy az

u + v és v + u vektorok egyenl6ek.
Megjegyezziik még, hogy amennyiben az A, B, C' pontok nincsenek egy egyenesen,

akkor az ABC'E négyszog egy parallelogrammat ad.
(3) Mivel a 0 nullvektort a pontszakaszok reprezentaljak, az u + 0 = u 0sszefiiggés

teljesiilése nyilvanvalo.
—
(4) Tekintsiik a BA iranyitott szakasszal reprezentalt vektort, melyet most jeloljon —u.

Az 1.23. Definicié alapjan az u + (—u) vektort az AA pontszakasz képviseli, és ebbdl

mar adédik, hogy u+ (—u) =0. O



Megjegyzés. A fenti tétel alapjan azt mondhatjuk, hogy az euklideszi tér szabad vekto-
rainak V halmaza az 0sszeadas mivelettel ellaitva egy kommutativ csoportot képez.

Megjegyzés. A tovabbiakban egy v vektor esetében —v fogja jeldlni azt a vektort,
amelyre igaz az, hogy amennyiben a v—hez hozzdadjuk, akkor 0sszegként a O nullvektort
kapjuk. Nyilvanvald, hogy amennyiben a BC' iranyitott szakasz reprezentélja a v vektort,
akkor CB a —v vektort képviseli.

1.25. Definicié Legyen adott két szabad vektor u és v. A v vektornak az u vektorbol
torténd kivonasan az értjiik, hogy az u—hoz hozzaadjuk a —v vektort.
Ezt kovetGen az u + (—v) szabad vektort az u — v kifejezéssel fogjuk jelolni.

Szabad vektor szorzasa valos szammal

A vektor skalarral valo szorzasanak definidlasdhoz sziikségiink lesz a vektor irdnyanak és
hosszénak fogalmaéra.

Emlékezziink ra, hogy az 1@ (A # B) iranyitott szakasszal reprezentalt u vektor iranyan
az [ A, B) félegyenes altal meghatarozott iranyt értjiik. Az u vektor ||u|| hossza pedig
egyenl$ az AB szakaszhosszal.

1.26. Definicié. Legyen adott egy A valos szam és egy u szabad vektor.
Ha fennall A = 0 vagy u = 0, akkor a Au szorzaton a 0 nullvektort értjiik.
Amennyiben A\ # 0 és u # 0, akkor az u vektornak a A valoés szdmmal vett szorzatan
azt a Au altal jelolt vektort értjiik, amelyre teljesiilnek az alabbi feltételek:
(1) A Au vektor hosszara igaz |[Aul| = [A| - ||u]|.
(2) Az u, Au vektorok irdnya A > 0 esetén megegyezik, A\ < 0 esetén pedig ellentétes.

Megjegyzés. Tekintsiink egy 1@ irdnyitott szakaszt, amely az u vektort képviseli. Ve-
gyiink egy x kdzéppontos hasonlosagot, amelynek centruma az O pont és elGjeles ardnya a
A (A #0) szam. Az A, B pontoknak a s szerinti képei legyenek A’ = k(A) és B’ = k(B).
Felhasznélva a centralis hasonlésdg tulajdonsigait kénnyt beldtni, hogy ekkor az ﬁ
iranyitott szakasz a Au vektort reprezentalja.

7. abra. A szammal valé szorzas és a centralis hasonlésag kapcsolata.



1.27. Tétel. A vektor skalarral térténd szorzaséara vonatkozéan tetszéleges u, v vektorok
és A\, p valos szamok esetén teljesiilnek az alabbi Osszefiiggések:

(1) Mu+v)=Au+\v; (2) (A4 p)u = Au+ pu;
(3) (Awu = A(pu); (4) Tu=u.
Bizonyitas.

(1) Elegends azt az esetet vizsgalni, amikor A # 0. Vegyiink egy az u vektort reprezen-
talo 1@ irdnyitott szakaszt. A v vektort képvisel6 és B kezd6pontu iranyitott szakasz
végpontja legyen C. Mint ismeretes, az AC irdnyitott szakasz az u+ v vektornak felel
meg.

Tekintsiink egy « kézéppontos hasonlésdgot, amelynek elGjeles ardnya \. Vegyiik az
A'=r(A), B'=k(B) és C" = r(C) képpontokat. (Lasd a 7. dbrat.) Az el6z6 megjegyzés
alapjan ekkor fennall A'B’ = \u, B'C" = v ¢ A'C" = ANu+v). Az AB+BC" = A
egyenlGség pedig azt jelenti, hogy teljesiil Au+ Av = A(u+ v).

(2) A definiciok alkalmazasaval belathato, hogy a (A + p)u, Au+ pu vektorok irdnya
és hossza akkor is megegyezik, amikor a A\, p szamok elGjele ellentétes.

A (3) és (4) egyenldségek teljesiilése nyilvanvalo. O
1.28. Definicié. Egységvektoron egy olyan szabad vektort értiink, amelynek hossza 1.

Megjegyzés. A vektor szammal vald szorzésa kapcsan vegyiik észre, hogy bérmely A

szam és u vektor esetében igaz (—A)u = —(Au). Specidlisan, teljesiil a (—1)u = —u
egyenlGség.
1
Amennyiben fennall u # 0, akkor az u® = W u adja azt az egységvektort, amely
u

azonos iranyu az u vektorral.

Algebrai tanulményai soran az olvas6 mér megismerte (vagy meg fogja ismerni) a
szamtest feletti vektortér fogalmét. Az 1.24. és 1.27. Tételek ismeretében az alabbi
kijelentést tehetjiik.

1.29. Koévetkezmény. A szabad vektorok V halmaza egy vektorteret képez az R valds
szamtest felett.

A tovabbiakban még kitériink azon egyszerii kérdés targyalasara, hogy egy adott vektor
mikor all el§ egy méasik vektor szdmszorosaként.
1.30. Definicié. Legyen adva két vektor, amelyek kiilonboznek 0-t6l. Ezeket egymassal
parhuzamosnak mondjuk, ha az 6ket reprezentalo iranyitott szakaszok egyenesei parhuza-
mosak egymassal.

1.31. Allitas. Legyenek adva az u, v vektorok, melyekre igaz u # 0 és v # 0. Ez esetben
a v vektor el6all az u egy szamszorosaként akkor és csak akkor, ha u és v parhuzamosak
egymassal.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy u és v parhuzamosak.

Vegyiink egy az u-t reprezentalod 1@ irAnyitott szakaszt és az azt tartalmazo g =
(A, B) egyenest. Tekintsiik azt a v—t képvisel§ iranyitott szakaszt, amelynek kezdSpont-
ja szintén A. Jelolje C' ennek az iranyitott szakasznak a végpontjat. Evidens, hogy a
parhuzamossag miatt a C' pont is rajta van a g egyenesen.

10



Amennyiben az u és v vektorok iranya megegyezik, akkor azt kapjuk, hogy fennall

AC ?
A(% =15 AB. Ez pedig egyenértéki a v = H u egyenlGséggel.
u
AC ?
Ha pedig u és v irdnya ellentétes, akkor az A(2 =5 AB 0sszefiiggés adodik, ami
azt jelenti, hogy fenndll v = —H u
u

Amennyiben valamely \ szammal v = Au teljesiil, akkor trivialis, hogy az u, v vektorok
parhuzamosak. [
Vektorok linearis kombinaciéja

A tovabbiakban a vektorokkal kapcsolatos olyan fogalmakat adunk meg, amelyek az line-
aris algebraban is fontos szerepet jatszanak.

1.32. Definicio. Legyenek adva az uy, ..., u, (n > 1) vektorok és a A\, ..., A\,
valos szamok. Az uy, ..., u, vektoroknak a A;, ..., A, egyiitthatokkal vett linearis
kombinaci6jan a Ajuy + ...+ A\,u, vektort értjiik.

Megjegyzés. A fenti definicioban szerepld linearis kombinaciot a tomoérebb >0 Au,

kifejezéssel is le lehet irni. A Ay, ..., A, szdmokat a linearis kombinacié egyiitthatoinak
mondjuk.

1.33. Definici6. Legyenek adva az uy, ..., u, (n > 1) vektorok. Ezekrdl azt mondjuk,
hogy linearisan fiiggetlenek, ha velik a A\u; + ...+ A\, u, = 0 egyenlség csak abban az
esetben all fenn, ha az Gsszes \; (i = 1,...,n) egyiitthato értéke 0.

1.34. Definici6. Az uy, ..., u, (n > 1) vektorokat linearisan 6sszefiiggGeknek nevezziik,
ha léteznek olyan A, ..., A\, szamok, amelyek kozott van 0—to6l kiilonbozG és fennall

Aug + ...+ Au, =0.

A vektorok linearis Osszefiiggdségére ad meg egy sziikséges és elégséges feltételt az
alabbi allitas.

1.35. Allitas. Legyenek adva az wy, ..., u, (n > 2) vektorok. FEzek linearisan
osszefiiggbek akkor és csak akkor, ha koziiliik az egyik el6all a tobbi vektor egy linedris
kombinacidjaként.
Bizonyitas.
(1) Tegyiik fel, hogy az uy, ..., u, (n > 2) vektorok linedrisan sszefiiggdek.

Legyenek Ay, ..., A, olyan valés szamok, amelyek kozott van 0-t6l kiilonbozé és

fennall A\ju; + ...+ A\,u, = 0. Az altalanossag elvét nem sértjiik azzal, ha feltessziik,
hogy jelen esetben ez az egyiitthatd \,. Az egyenlGség atrendezésével adodik, hogy igaz

)\nun = —)\1111 — ... — )\n_lun_l.

1
Ha a fenti egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk az — szammal, akkor azt kapjuk, hogy

u,=——u; —...—

)\n )\n Up—1

teljesiil, azaz az u,, vektor el6all a tobbi vektor linearis kombinaci¢jaként.
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(2) Induljunk most ki abbédl a feltevésbdl, hogy az egyik vektor el6all a tobbi vektor egy
linearis kombinéacidjaként.
Amennyiben példaul az u,, vektor kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinéciojaként,
akkor vegyiik azokat a uq, ..., u,_1 szdmokat, melyekre igaz

u, = pug + ...+ Up_10s-1 -
Ebbdl egyszerti atrendezéssel kapjuk a
iy + .o Uy (_1)un =0.

Osszefiiggést. A fenti egyenlet bal oldalan 1év6 linearis kombinacioban az u,, vektor egyiitt-
hatoja —1, tehat kiilonbiizik 0-t6l. Ez pedig azt jelenti, hogy az wy, ..., u, vektorok
linedrisan Osszefiiggdek. [

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a O nullvektort az Osszes vektorral parhuza-
mosnak tekintjiik. Az elgbbi két allitds kovetkeztében igaz az alabbi kijelentés.
1.36. Kovetkezmény. Két vektor linedrisan Gsszetiiggd akkor és csak akkor, ha parhuza-
mosak egymassal.

1.37. Definicié. Egy u vektorrol azt mondjuk, hogy parhuzamos egy o sikkal ha az u—t
reprezental6 iranyitott szakaszok egyenesei parhuzamosak o—val.

Allapodjunk meg abban, hogy a 0 nullvektort az osszes sikkal parhuzamosnak tekint-
jiikk. Harom vektor esetében az aldbbi kijelentés alapjan el lehet donteni, hogy az altaluk
alkotott vektorrendszer linearisan Osszefiiggé—e vagy sem.

1.38. Allitas.  Harom vektor linedrisan Osszefiiggd akkor és csak akkor, ha van olyan
sik, amellyel mindharom vektor parhuzamos.
Bizonyitas.

(1) Legyenek by, by és by olyan vektorok, amelyek egyarant parhuzamosak egy o sikkal.
Amennyiben b; és by parhuzamosak egymassal, akkor evidens, hogy a hidrom vektor
linearisan Gsszefiiggd.
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Vizsgaljuk azt az esetet, amikor b; és by nem parhuzamosak.
Vegyiink a o sikban egy O pontot. A by, by, bs vektorokat reprezentalé O kezdGponti
iranyitott szakaszok legyenek OB;, OBj; és OB;. BEvidens, hogy a By, B, Bs pontok

is benne vannak a o sikban. A Bjs ponton dtmend és az (O, Bs) egyenessel parhuzamos
egyenes metssze el az (O, By) egyenest a C' pontban. Ekkor fennéll az OB; = O? +CB;s

egyenlGség.

8. abra. Szemléltets abra az 1.38. Allitas bizonyitésahoz.

Vegyiik észre, hogy (ﬁ parhuzamos a by vektorral és C—>Bg parhuzamos a by vektorral.
%ek kovetkeztében vannak olyan A;, Ay szdmok, melyekkel teljesiill OC' = A\ by és
CB3 = Aybsy. Ily moédon azt kapjuk, hogy fennéll bs = A by + Ay by, Mivel bs elGall
a by, b, vektorok egy linearis kombinaciojaként, a 1.35. Allitas kovetkeztében a harom
vektor linedrisan &sszefiiggd.

(2) Az eddigi eredmények alapjan azt konnyii belatni, hogy ha harom vektor linedrisan
osszefiiggd, akkor van olyan sik, amely mindhdarom vektorral parhuzamos. [
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Vektor adott bazisra vonatkozé koordinatai

Az 1.38 Allitas kovetkeztében igaz az alabbi kijelentés.
1.39. Kovetkezmény. Harom vektor egy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkot
akkor és csak akkor, ha nincs olyan sik, amellyel mindharom vektor parhuzamos.

Fontos lesz szamunkra a kovetkezg tétel.
1.40. Tétel. Legyenek adva olyan by, by és by vektorok, amelyek lindrisan fiigget-
lenek. Ekkor tetszéleges v vektor egyértelmiien all el6 a by, by és bz vektorok linearis
kombinacidjaként.
Bizonyitas.

A linearis kombinéacios kifejezés létezésének igazolasa.
Valasszunk ki egy v szabad vektort. Rogzitsiink a térben egy O pontot. Tekintsiik a
b1, by, bs és v vektorokat képvisels azon irdnyitott szakaszokat, melyeknél O a kezdGpont.

—— —— ——

Legyenek ezek OB; = by, OBy = by, OB3 = bg és O? = V.

9. abra. Hlusztracio a 4.3. Tétel bizonyitasahoz.

Jelolje 0 az O, B;, Bs pontokat tartalmazo sikot. A P ponton atmend és az (O, Bs)
egyenessel parhuzamos egyenes messe el a o sikot a D pontban. FEzt kovetGen vegyiik
a D ponton atmend és az (O, By) egyenessel parhuzamos egyenest. Ennek az (O, By)
egyenessel vett metszéspontja legyen C. Fzek alapjan fennall az

OP = 0C + CD + DP

egyenlGség. Vegyiik észre, hogy (ﬁ parhuzamos a by vektorral, (ﬁ parhuzamos a by
vektorral és D P parhuzamos a bz vektorral. Ennek kovetkeztében vannak olyan vy, vs, v
szamok, melyekkel teljesiil O?>' = v1 by, @ = vy by és ﬁ = vz bs. A fentiek alapjan
azt kapjuk, hogy igaz a

v =v; by +v3 by + v3bg

egyenlGség, vagyis a v vektor el6all a by, by, bz vektorok egy linearis kombinaciojaként.
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A linearis kombinéacios kifejezés egyértelmiiségének igazolasa.
Legyenek A1, Ay és A3 olyan egyiitthatok, amelyekkel vett linearis kombinacid szintén a v
vektort adja, azaz fennall

VvV = )\1b1 +)\2b2+)\3b3.

Eszerint teljestil
Ulbl +U2b2+1}3b3 = /\1b1 +)\2b2+)\3b3.

A fenti egyenlet atrendezésével azt kapjuk, hogy
(Ul — )\1) b1 + (?JQ — )\2) bg -+ (Ug - )\3) b3 = 0.

Mivel a by, by, bz vektorok lindrisan fiiggetlenek, a fenti egyenlet bal oldalan szerepld
egyiitthatokra igaz v; — A\; = 0 (i = 1, 2, 3). Ez pedig azt jelenti, hogy fennall

v = A1, Uy = A9 és vg = A3, tehat a v vektor csak egyféleképpen all el§ a by, by, bs
vektorok linaris kombinaci6jaként. [

Megjegyzés. A fenti tételbdl adodik, hogy négy vektor mar minden esetben egy lineéri-
san Osszefiiggd vektorrendszert képez. Ily médon az euklideszi tér szabad vektorainak V
terében a linearisan fiiggetlen vektorrendszerek maximalis elemszama 3. Enek alapjan azt
mondhatjuk, hogy V egy 3—dimenziés vektortér.

4.41. Definici6. Amennyiben a by, by, by vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor azt
mondjuk, hogy azok a V vektortér egy bazisat képezik.

Megjegyzés. A fentiek szerint V-beli bazison egy olyan vektorharmast értiink, amelynek
elemei egy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak. Vegyiik észre, hogy a bazis
esetében ki van tiintetve a harom vektor egy sorrendje.

A bézist képezd vektorokat alapvektoroknak is szokas nevezni.

1.42. Definicié. Legyen adva a szabad vektorok V terének egy by, by, bz bazisa.
Vegyiink egy tetsz6leges v vektort és fejezziik azt ki a bazisvektorok linearis kombinécio-
jaként a v = v;by + vsby + v3bs alakban. Az ebben szerepl6 vy, vy, vs valos szamokat
a v vektor adott béazisra vonatkozo koordinatainak mondjuk.

Megjegyzés. A vektor koordinatait szamharmasként szokas feltiintetni, Amennyiben a
V-beli bazis rogzitett, akkor v (v1, v, v3) kifejezés formajaban szokas megadni a v vektor
koordinata—harmasat.

Evidens, hogy amennyiben vesziink egy A\ szamot, akkor a Av vektorhoz tartozo
koordinata—harmas (Avq, Avg, Avs) lesz.

Tekintstink egy tovabbi w vektort, amelynek koordinatai (wi,ws,ws). Egyszerten
adodik, hogy ekkor (v; +wy, vy +ws, v3+ws3) megegyezik a v+w koordindta—harmasaval.

Két vektor hajlasszége

Kézenfekvs, hogy miként értelmezziik két vektor hajlasszogét.
1.43. Definici6. Legyen adott két vektor u és v, amelyek 0—t6l kiilonbozéek. Tekintsiink
a térben egy O pontot és vegyiik az u, v vektorokat reprezentalo OA és OB iranyitott
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szakaszokat (u = O—1>4, vV = O?) Az AOB< konvex szog mértékét mondjuk az u, v
vektorok hajlasszogének.

Amennyiben az u és v vektorok hajlasszoge derékszog, akkor azt mondjuk, hogy a két
vektor merdéleges egymasra.

1.44. Definici6. A szabad vektorok V terének egy by, by, bs bézisat ortonorméltnak
nevezziik, ha a by, by, bs vektorok paronként merGlegesek egymasra és a hosszuk 1.

A késGbbiek soran majd latni fogjuk, hogy az ortonormélt béazis alkalmazasanak komoly
elényei vannak. Vegyiik észre, hogy ez esetben egy v (vq, v, v3) vektor hosszat ki lehet
szamitani a v koordinataibol. Ugyanis, a Pitagorasz-tétel alapjan be lehet latni, hogy v
hosszara fennall a ||[v||* = (v1)? + (v2)? + (v3)? Osszefiiggés.

A helyvektor fogalma

1.45. Definici6. Legyen adva a térben egy O pont. Egy tetszbleges P pont O-ra
vonatkoz6 helyvektoran az O? irAnyitott szakasz altal képviselt szabad vektort értjiik.

Az alabbi kézenfekvs allitas arra mutat ra, hogy a helyvektorok altal egy kolcsondsen
egyértelmi megfeleltetést lehet 1étrehozni a tér pontjai és a szabad vektorok tere kdzott.
1.46. Allitas. Rdégzitsiink a térben egy O pontot. Ekkor az w(P) = OP (P e X)
formulaval értelmezett w: X — )V leképezés bijektiv.

Az kovetkezs allitdsban szerepld Osszefiiggést gyakran szoktak alkalmazni kiilonféle
geometriai feladatok megoldasahoz.

1.47. Allitas. Legyen adva egy O pont, egy AB szakasz és valamely a, [ pozitiv

szamok. Tekintsiik az AB szakasz azon P pontjat, amelyre igaz 5P = %. Ekkor a P

pont helyvektorara fennall

op- " oA+ 0B
a+ a+p

Bizonyitas.
Célszertinek tiinik, hogy a helyvektorokra bevezessiikk az a = (74, b = O@ és p = O?
jeloléseket. Az O@ = 0—121 + z@ egyenldségbdl adodik, hogy igaz 1@ = b — a. Vegyiik
észre, hogy £ g kovetkeztében teljesiil AP = AP = % - e Ebbél
’ BP 3 AB AP+BP 4841 a+f
viszont az kovetkezik, hogy igaz ﬁ == i 3 1@
Végiil alkalmazzuk az O? = m + ﬁ egyenlGséget. Eszerint teljesiil

p:a+ai(b—a):<1— >a+

a+p a+ﬁb

Ily modon azt kapjuk, hogy fennéll

p-%(ﬁa—kab).lﬂ

a+
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Megjegyzés. Amennyiben az F pont felezGpontja az AB szakasznak, akkor az F hely-
. . ? 1 ——
vektorara igaz OF = 5 (OA+ OB).

A tér eltolasa egy adott vektorral

Az els6 fejezetben a centralis tiikrozés és a sikra torténd tikrozés szerepeltek példaként a
tér egybevagosagi transzformacioira. A vektor fogalmanak bevezetése miatt az egybeva-
gbsagok egy tovabbi tipusat tudjuk értelmezni, nevezetesen az eltolast.

1.48. Definici6. Legyen adva egy u vektor. A térnek az u vektorral valo eltolasan azt az
e : X — X leképezést értjiik, ahol tetszéleges P pont P’ = £(P) képére fennall PP’ = u.

1.49. Allitas. Az eltolds egy egybevagosagi transzforméacio.

Bizonyitas.

Legyen az ¢ : X — X eltolas vektora u. Vegyiink a_t)érben kétﬂpontot A—t és B—t,
tovabba azok A’ = ¢(A), B’ = ¢(B) képeit. Ekkor az AA" = u és BB’ = u egyenlGségek
kovetkeztében az AA’ és E—ﬁ iranyitott szakaszok egyenlGek. A 1.16. Allitast alkalmazva
azt kapjuk, hogy fennall 1@ = ﬁ, amib6l mar adodik AB = A'B’ teljesiilése. Ezek
szerint az ¢ eltolas megdrzi a pontok tavolsigat, ami azt jelenti, hogy € egy egybevagosagi
transzformaci6. [
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2) A tér vektorainak skalaris és vektorialis szorzata

Az analitikus geometriaban fontos szerepet jatszanak a szégtiiggvények. A szogfiiggvé-
nyek értelmezéséhez sziikségiink van a sikbeli elforgatas fogalmara. Ahhoz pedig, hogy
definidlni tudjuk a sikbeli elforgatast (egy adott pont koriil, adott szoggel), a sikot el6bb
irdnyitani kell. Ebben a fejezetben a sikot a szemlélet felhasznalasaval fogjuk irdanyitani
oly médon, hogy a sikbeli zaszlokat két osztalyba soroljuk. A szégfiiggvények targyalasa
utan bevezetjiik két vektor skalaris szorzatanak a fogalmat.

A tér iranyitasat is a szemlélet segitségével fogjuk elvégezni. A jobbkéz modszerével a
térbeli zaszlokat soroljuk majd két osztalyba. Ennek alapjan definialni lehet, hogy harom
linearisan fiiggetlen vektor mikor képez jobbrendszert, illet6leg balrendszert. Ezt kovetden
mar médunk lesz arra, hogy értelmezziik két vektor vektorialis szorzatat is.

A sik iranyitasa
Korabbi tanulmanyokban mér szerepeltek a sikbeli és a térbeli zaszlok. Idézziik fel a
sikbeli zaszl6 fogalmat.

2.1. Definicio. Sikbeli zaszlon egy félegyenesbdl és egy félsikbol 4llo olyan alakzatpart
értiink, ahol a félstk hataregyenese tartalmazza a félegyenest.

Megjegyzés. A félegyenest a zaszlo rudjanak, a félsikot pedig a zészlo lapjanak szokas
nevezni. A lapot tartalmazo sikot a zaszl6 sikjanak mondjuk.

Legyenek adva az A, B, C' nem kollinearis pontok. Ezen ponthdrmasnak egyértelmien
meg lehet feleltetni egy sikbeli zaszlot.

Vegyiik az e = (A, B) egyenest. A pontharmashoz rendeljiik hozza az [A, B) félegyenes
és az [e, C') félsik altal alkotott zaszlot. Allapodjunk meg abban, hogy ezt a sikbeli zész-
16t a kés6bbiek soran Z(A, B, C) fogja jelolni. Célszeri megjegyezniink, hogy a jelolési
megallapodas szerint fennall Z(A, B,C) = ([A, B), [e,C)).

A sikot és késSbb a teret a szemlélet alapjan, konkrétan a jobbkéz modszerével, fogjuk
irdnyitani.

Harom olyan térbeli iranyt, amelyek koziil barmely két irany meréleges egymaésra,
egy ortogondlis irAnyharmasnak mondunk. Egy ilyen ortogonélis irdnyharmasnal azt is
feltessziik, hogy ki van tiintetve az irdnyok egy sorrendje, azaz van kozottiik elsd, masodik
és harmadik irany.

Ha az egyik keziink hiivelykujjit, mutatoujjat és kozépss ujjat kifeszitjiik, akkor azok-
kal a térben harom olyan irdnyt tudunk kijel6lni, amelyek paronként merélegesek egy-
mésra. Ez esetben azt mondjuk, hogy keziinkkel egy ortogondlis irdnyharmast adunk
meg. Azonban barmely ortogonalis irAnyharmasra igaz, hogy azt vagy csak a jobbkézzel
vagy pedig csak a balkézzel lehet megadni. [ly médon beszélhetiink jobbkezes és balkezes
ortogonalis iranyharmasrol.

Tekintsiink egy o sikot. Két olyan féltér van, amelyet a o sik hatarol. Jel6ljiik ki az
egyik o altal hatarolt félteret és nevezziik ezt el a pozitiv féltérnek. A jobbkéz moddszerével
a o—beli zaszlokat két osztalyba soroljuk az aldbbiak szerint.

Vegylink egy olyan sikbeli zasz16t, amelyet a o sik tartalmaz. Jobbkeziink hiivelykujja
mutasson a zaszl6 ridjanak irdnyaba, a mutatoujj legyen a o sikban és mutasson a z&szlo
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10. abra. A Z(A, B, () zaszlohoz rendelt jobbkezes irdnyhdrmas.

lapjanak oldalara. Ha ebben a helyzetben a kozépsé ujj a kijeldlt pozitiv féltérbe mutat,
akkor azt mondjuk, hogy az adott zaszld az els6 osztalyhoz tartozik.

Ellenkez6 esetben pedig azt mondjuk, hogy az adott zaszlo a sikbeli zaszlok méasodik
osztalyahoz tartozik.

A o sik irdnyitasan azt értjiik, hogy a jobbkéz modszerével a o-beli zaszlokat két
osztalyba soroljuk és kitiintetjiik koziiliik az elsé osztalyt.

Az iranyitott szég eldjeles mértéke

Allapodjunk meg abban, hogy ebben a fejezetben a szégtartomanyokat ivinértékben mér-

jiik. Vezessiik most be az iranyitott szog fogalmat.

2.2. Definicio. Legyen adott egy AOB< konvex szogtartomany. Ha az AOB< sz0ghoz

hozzarendeljiikk az [O, A), [O, B) szarak egyik sorrendjét oly modon, hogy az egyiket

kezd&szarnak, a mésikat pedig végszarnak nevezziik, akkor egy irdnyitott szoghoz jutunk.
Iranyitott szognél az AOB< jelolés utal arra, hogy [O, A) a kezd6szar és [O, B) a

VEgSZAT.

Az irdanyitott sikban 16v§ iranyitott szog esetében a mértéknek elGjelet adunk.
2.3. Definicié. Az iranyitott o sikban legyen adott egy AOB< konvex szogtartomény,
melynek mértéke o (0 < oo < 7). Az AOB< irdnyitott sz0g elGjeles mértékén az o pozitiv
szamot értjiik abban az esetben, amikor a Z(0O, A, B) sikbeli zasz16 az elsG osztalyhoz
tartozik. Amennyiben a Z(O, A, B) sikbeli zaszl6 a masodik osztalyhoz tartozik, akkor
az AOB< iranyitott szog elGjeles mértékén a —a negativ szdmot értjiik.

Megjegyzés. Legyenek O, A, B olyan pontok az irdnyitott o sikban, amelyek nincsenek
egy egyenesen. Vegyiik észre, hogy a Z(0, A, B) és Z(O, B, A) sikbeli zaszlok mas—mas
osztalyhoz tartoznak. Ennek kdvetkeztében ha az AO B< iranyitott szog elGjeles mértéke
az a szam, akkor —a lesz a BOA< irdnyitott szog elGjeles mértéke.

19



A sikbeli elforgatas

2.4. Definici6. Legyen adott egy irdnyitott o sik, abban egy O pont és egy a elGjeles
szogmérték, amelyre igaz —7m < a < wmés a # 0. A o sik O pont koriili o szdgi
elforgatasan azt a p : 0 — o bijektiv leképezést értjiik, amely az O pontot fixen hagyja és
egy az O-t6l kiilonb6z6 P pont P’ = o(P) képét az alabbi feltételek hatarozzak meg:

(1) A POP'« iranyitott szog elGjeles mértéke megegyezik a—val.

(2) Fennall az OP = OP’ egyenlgség.

A o stk O pontra torténd centralis tiikrozését egyben az O koriili 7 sz6gi elforgatasnak
is nevezziik. A sik 0 szoggel vett elforgatasan a stk identikus leképezését értjiik, amely
minden ponot fixen hagy.

c s

leképezést értiink, amely megérzi a o—beli pontok tavolsagat.

2.6. Allitas. Barmely sikbeli elforgatés egy egybevagosagi transzforméciéja a siknak.
Bizonyitas.

Vegyiink egy o iranyitott sikot, egy o-beli O pontot és egy a szamot, amelyre igaz

—m < a < 7. Legyen a o : 0 — o bijektiv leképezés a o siknak az O pont koriili « szogi
elforgatasa.

BN

11. abra. A sik elforgatdsa az O pont koriil.

Valasszunk két o—beli pontot A-t és B—t. Tekintsiik az A" = o(A) és B’ = o(B)
képpontokat. Amennyiben az O, A, B pontok kollinearisak, akkor azonnal adédik, hogy
fennall A’'B’ = AB.

Tegyiik fel, hogy az O, A, B pontok nincsenek egy egyenesen. Mivel az AOA'< és
BOB'< iranyitott szogek elGjeles mértéke egyarant «, azt kapjuk, hogy az AOB< és
A'OB’< konvex szogek egyenlGek. Vegyiik az OABA és OA'B’/A haromszogeket. Ezekre
fennall OA = OA’, OB = OB’ és az O cstcsnal 16vG szogeik is egyenlGek. Ennek kiovet-
keztében az OABA és OA' B’/ haromszogek egybevagoak. Ebbél adodik, hogy igaz az
A'B' = AB osszefiiggés. [
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A sikbeli vektorok altere

Tekintsiink a térben egy o sikot. Legyen V, a o sikkal parhuzamos szabad vektorok
halmaza. Soroljuk ezek kozé a 0 nullvektort is. Evidens, hogy azok a vektorok tartoznak
a V, halmazba, melyeket o sikba esG iranyitott szakaszok reprezentilnak.

Vegyiik észre, hogy ha két vektor benne van a ), halmazban, akkor azok Gsszege
is parhuzamos a o sikkal. Emellett egy V,-beli vektor barmely szdmszorosa ugyancsak
eleme a V, halmaznak. Mivel az Gsszeadés és a szammal val6é szorzas nem vezet ki a V,
halmazbol, azt mondjuk, hogy V, egy altere a V vektortérnek.

Az el6z6 fejezetben szerepls 1.38. Allitasbol mar adodik, hogy a V,-bol vett linearisan
fiiggetlen vektorok maximalis elemszama 2. Az 1. 40. Tétel bizonyitdsaban leirt eljarast
kovetve konnyt belatni, hogy igaz az alabbi kijelentés.

2.7. Allitas. Legyvenek by, by olyan V,—beli vektorok, amelyek nem parhuzamosak
egymassal. Ekkor a )V, altér barmely v vektora egyértelmiien all el6 by, és by linedris
kombinacidjaként.

2.8. Definici6. A o sikbeli vektorok )V, alterének bazisin egy olyan by, b, vektorpart
értiink, ahol a két vektor linearisan fiiggetlen és elemei V,—nak.

2.9. Definici6. Legyen adva a V, altérben egy by, by bazis. Vegyiink egy a V,—hoz tartozo
v vektort és fejezziik azt ki az alapvektorok linearis kombinacidjaként a v = v1by + vsby
alakban. Az ebben szerepl§ vy, vy valos szamokat a v vektor adott bazisra vonatkozo,
Vy—beli koordinatainak mondjuk. (Jelolés: v (v, v2).)

2.10. Definicio. A V,-beli i, j vektorokrdl azt mondjuk, egy ortonormalt bazisat képezik
a V, altérnek, ha a két vektor meréleges egymésra és a hosszuk 1.

A sikbeli Descartes—féle koordinata—rendszer értelmezése

Legyen adva a térben egy o sik. Vegyiik a o—beli (vagy mas széval a o—val parhuzamos)
szabad vektorok V, halmazat, amely egy 2-dimenzids altere a V' vektortérnek.

2.11. Definici6. Legyen adott a o siknak egy O pontja, tovibba a V), altérnek olyan
i, j vektorai, amelyek merdlegesek egymésra és a hosszuk 1. Az (O, i, j) harmasrdl azt
mondjuk, hogy egy Descartes—féle koordinata-rendszert ad a o sikban.

Az O-t a koordinata-rendszer kezdGpontjanak (vagy origojanak), a két vektort pedig
a koordinata—rendszer alapvektorainak nevezziik.

Megjegyzés. Vegyiik a sik azon F4, F, pontjait, melyekre fenndll O—El> =iés O—EQ> =]
Mint ismeretes, ahhoz, hogy a ¢ sikot a jobbkéz moédszerével iranyitani tudjuk, a o altal
hatarolt két féltér koziil az egyiket ki kell jel6lni pozitiv féltérnek. A kijeldlést célszert
tgy elvégezni, hogy az iranyitott o sikban az O koriili § szogi elforgatas az E; pontot
Es-be vigye.

Megjegyzés. Legyenek Ey, Fs azok a o-beli pontok, melyekre fennall O—El> =1, O—E2> =j
Az (O, Ey), (O, Ey) egyeneseket az (O, i, j) koordinata-rendszer tengelyeinek mondjuk.
Ezekre szokas az x tengely és y tengely elnevezéseket is hasznalni. Az E;, Fs pontokat a
tegelyekre esG egységpontoknak nevezziik.

A tengelyeket irdnyitott egyeneseknek tekintjiik oly modon, hogy az irdnyitdsokat az
[0, Ey), [0, Ey) félegyenesekkel adjuk meg.
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12. 4bra. Egy sikbeli P pont koordinatainak értelmezése.

2.12. Definici6. Legyen adott a o sikban egy (O, i, j) Descartes—féle koordinata—
rendszer. Tekintsiink a sitkban egy tetszéleges P pontot. Fejezziik ki az (ﬁ helyvektort
az alapvektorok linearis kombinaci6jaként az OP = xzpi+ ypj formaban. Ezen linearis
kombinacioban szerepl$ xp, yp egyiitthatokat a P pont (O, i, j) koordindta-rendszerre
vonatkoz6 koordinatainak nevezziikk. Az (xp,yp) szampart a P ponthoz tartozo koordi-
nataparnak mondjuk.

A tovabbiakban egy P pont sikbeli koordinatainak feltiintetésére a P (zp,yp) jelolést
fogjuk hasznalni.

Megjegyzés. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a sikbeli koordinatakat eredetileg a
vektorok (és a linearis kombinacié fogalmanak) felhasznalasa nélkiil értelmezték az alabb
leirt eljarassal. A XIX. szazad masodik feléig ez volt az altalanosan elfogadott értelmezés.

Vegylink a sikban két egymasra meréleges egyenest, melyeket jeloljon x és y, a metszés-
pontjukat pedig jelolje O. A két egyenesen adjunk meg egy-egy iranyitast. Azt mondjuk,
hogy a két irdnyitott egyenes egy derékszogl koordinata-rendszert képez a sikban. Az
egyeneseket nevezziik a koordinata-rendszer tengelyeinek, az O-t pedig a kezdGpontnak
(vagy origonak) hivjuk.

Tekintsiik a sik egy tetszéleges P pontjat. A P pontbdl az x, y egyenesekhez htzott
merdleges szakaszok talppontjat jelelolje P, és P,. Az iranyitott tengelyeken az OF, és

3
OP, iranyitott szakaszok elGjeles hosszat jelolje zp és yp. A P pont koordinatdin ezen
xp, yp valos szamokat értjiik.

2.13. Definicio. Azt a & : o0 — R? leképezést, ahol tetszéleges P € o pont esetén fennall
&(P) = (xp,yp), a o sik koordinatazasanak mondjuk.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a & : 0 — R? koordinatazas egy bijektiv leképezés.

Célszertinek latszik bevezetni a koordinatékra vonatkozo egyenlettel leirt alakzat fo-
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galmat.

2.14. Definici6. Legyen adva egy f : R? — R valos fiiggvény és egy c € R szam.
Az f(z,y) = ¢ egyenlettel leirt o-beli alakzaton az A = {P €o | f(zp,yp) = ¢}
ponthalmazt érjiik.

A szogfiiggvények értelmezése

Allapodjunk meg abban, hogy a tovabbiakban a szogeket az ivmértékiikkel fogjuk mérni.
Legyen adott a térben egy o sik. Vegyiink ebben egy (O, i, j) Descartes—féle koordinata—
rendszert. Jeldljiik ki a sikban azon E;, F, pontokat, amelyeknek az O kezdGpontra vo-
natkozo helyvektoraira fenndll OF; =1 és OF; = j. A sikban az O centrumu és 1 sugart
kort pedig jeldlje k,(O, 1).
Iranyitsuk a o sikot oly modon, hogy a ¢ siknak az O koriili /2 szogi elforgatésa az
E4 pontot az E» pontba képezze.

Vegyiink egy olyan « valdés szamot, amelyre fenndll —7 < o < 7. Az O pont koriili
a szogl elforgatas vigye az F4 pontot a P,—val jelolt pontba. Célszert megjegyezniink,
hogy az igy nyert P, pont rajta van a k,(O, 1) korvonalon és az F10P,< iranyitott szog
elGjeles mértéke a.

A fent leirtak alapjan mar definialni tudjuk a koszinusz és szinusz valos fiiggvényeket.

Azonban ezeknek a teljes R valos szamegyenesen vald értelmezéséhez sziikségiink van az
alabbi fogalomra.
2.15. Definicio. Tekintslink egy tetszGleges t € R valés szamot. Ehhez rendeljiik
hozza azt az o valds szamot és k egész szamot, melyekkel fennallnak a —7 < a < 7
és t = a+ 2km Osszefiiggések. Az o szamot nevezziik a t forgésszoghoz tartozo sikbeli
elforgatas elGjeles mértékének.

Az F, egységpontnak az O koriili « elGjeles szogii elforgatottja legyen P,. Ezt mond-
juk az F; pont t el6jeles forgasszoghdz tartozo elforgatottjanak az O kezdGpont koriil és
egyuttal a P, jelolést alkalmazzuk ra.

e

k+(0,1)

13. abra. Az elforgatassal nyert P, = P, pont koordinatai a cost és sint fiiggvényértékek.
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2.16. Definicio. Koszinusz fliggvényen azt a cos : R — R valos fliggvényt értjiik,
amelynek tetszéleges ¢t € R helyen felvett értéke egyenls azon P, pont elsé koordinatéjaval,
amely megegyezik az F, egységpont t forgasszoghoz tartozé O koriili elforgatottjaval.

Szinusz fiiggvényen azt a sin : R — R valos fliggvényt értjiik, amelynek tetszéleges
t € R helyen felvett értéke egyenlé a P, pont masodik koordinatajaval.

Megjegyzés. A fentiek soran definialt cos, sin : R — R valos fiiggvényeket kdzos néven
szogfiiggvényeknek hivjuk. Ezen fliggvények ¢t €R helyen nyert értékét cost és sint jeldli.
Fontos kiemelni, hogy cost és sint azok a valés szamok, amelyekkel fennall az

O?% =costi+sintj egyenldség.

A tovabbiakban jel6je e, az O—P; irdnyitott szakasz altal képviselt egységvektort, azaz
legyen e, = O—>PCY
2.17. Allitas. A szégfiiggvényekre tetszéleges t € R valos szam és k egész szdm esetén
teljesiilnek az alabbi Osszefiiggések:
(1) cos?t +sin®t = 1;

(2) cos(—t) = cost, sin(—t) = —sint;
(3) cos(t+ 2km) = cost, sin(t + 2km) = sint.
Bizonyitas.

(1) AP = ontbol az (O, E) egyeneshez huzott merdleges szakasz talppontja legyen
T Az e, = ﬁ + TP egyenl@ség szerint igaz 07 = costi és T—P; = sintj. FEnnek
kovetkeztében teljesiil OT = |cost| és TP, = |sint|. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt
az OT P,/\ derékszogti haromszogre, ahol OP, = 1. Tly modon az OT?+(TF,)? = (OP,)?
osszefiiggésbol adodik, hogy fennall (cost)? + (sint)? = 1.

(2) Vegyiik észre, hogy tetszéleges o € (—m, 7| elGjeles szogmérték mellett az e, és e_,
vektorok egymésnak az (O, E7) egyenesre vonatkozo tiikorképei. Ebbdl az kovetkezik, hogy
€., €_, vektorok els6 koordinataja megegyezik, a masodik koordinatajuk pedig elGjelben
kiilonbozik. Ily médon teljesiil cos(—a) = cosa és sin(—a) = —sina.

A (3) Osszefiiggések konnyen belathatoak a 2.15. és 2.16. Definiciok alapjan. O

Az alabbi tételben szerepld formulakat a szogfiiggvényekre vonatkozo addicios képle-
teknek szokas nevezni.
2.18. Tétel. Tetszdleges x, y valos szamok esetén igazak az alabbi dsszefiiggések

cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny, sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosxsiny .

A cos és sin fiiggvények hanyadosaként tovabbi valos fliggvényeket tudunk definialni.
Ezek azonban mar nem a teljes valos szamhalmazon lesznek értelmezve, mivel a cos és sin
fiiggvényeknek zérushelyei is vannak. A 2.16. Definicié alapjan adodik, hogy tetszéleges
k egész szam esetén igaz

cos((2k + 1)%) =0, sin(km) = 0.

Konnyen belathato, hogy a koszinusz, szinusz figgvényeknek a fenti Osszefiiggésekben
megadott helyeken kiviil mar nincs tovabbi zérushelye. Ily moédon értelmezni tudjuk a
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tangensfiiggvényt és a kotangensfiiggvényt is. Az egész szamok halmazat Z fogja jeldlni a
tovabbiakban.
2.19. Definici6. Tekintsiik a kivonassal nyert Dy, =R\ { (2k+1)7 | k€Z } és
Dyg =R\ { kr | k€Z } halmazokat.

A tgx = Sg;i formuléaval értelmezett tg : Dy, — R fiiggvényt tangensfiiggvénynek
mondjuk. A ctg x = 7 Osszefiiggéssel definidlt ctg : Doy — R fiiggvényt kotangens-

fiiggvénynek nevezziik.

A szogfiiggvények geometriai jelentése

Legyen « egy olyan szogmérték, amelyre fennédll 0 < o < 7. Vegyiik az E; egységpontnak
az O koriili a szogii elforgatasaval nyert P, pontot. Ezen P, pontbol az (O, E;) egyeneshez
huzott merdleges szakasz talppontja legyen T'. Nyilvanvalo, hogy ez esetben teljesiil

OT =cosa, TP, =sina és OFP,=1.

Ey!
P
‘ B
/ B c .
A b C
14. dbra. A szogliiggvények geometriai jelentése.
Tekintsiink egy olyan ABC/A derékszogii haromszdget, ahol v = 7 és az A csticsnal
16v6 szog o. Ekkor az OP,T /A és ABC' /A haromszogek hasonloak, mivel szégeik paronként
oT OP, TP, OP, . .
egyvenlGek. Ennek kovetkeztében igaz ;= és = . A fentiek alapjan a
c a c
kovetkezs Osszefiiggésekhez jutunk:
b ) a a
cosa = —, sino = —, tg o = —, ctg o = —.
c c b a

Azt mondhatjuk, hogy egy a (0 < a < 7) hegyesszog esetében a szogfiiggvények értékét
megkaphatjuk oly modon, hogy egy a sz6gii derékszogli haromszoghen vessziik a megfelels
oldalak hanyadosat.

Vegyiik még észre, hogy a = 5 —a szogre fenndll cos 8 =sina és sin3 = cosa.

Megjegyzés. A kozépiskolai oktatasban a szogfiiggvényeket célszerii elGszor csupan a
hegyesszogekre, azaz a 0 < a < § esetre értelmezni a derékszogti haromszogek alkalma-
zasaval. Ezt kovetGen lehet kiterjeszteni a szogfiiggvények értelmezési tartomanyéat az R
valos szamhalmazra oly modon, hogy cost és sint (¢ € R) értékét ugy értelmezziik, mint
az F) egységpont O koriili, t forgésszogi elforgatasaval nyert P, pont koordinétait.
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A haromszdgre vonatkozo6 szinusztétel és koszinusztétel

Amennyiben vessziik a szogfiiggvények értékét egy altalanos haromszog szogein, akkor
konnyen igazolni lehet olyan Osszefiiggéseket, amelyek a szogek és az oldalak kapcsolatarol
szolnak. Az alabbi eredményt a haromszogre vonatkozo szinusztételnek szokis nevezni.

2.20. Tétel. Tetszéleges ABC/A haromszogben a szégekre és az oldalakra fenndll a

sina a .
- = — Jsszetiiggés.
sinfg b

Bizonyitas.

A T B

15. abra. Illusztracié a szinusztétel bizonyitasahoz.

Legyen adott egy ABC'A haromszog. Tekintsiik azt a C' csticson atmend egyenest, amely
derékszogben metszi el az (A, B) oldalegyenest. Ennek az (A, B) egyenessel vett met-
széspontja legyen T. Mint ismeretes, a CT szakaszt mondjuk a haromszog C csticshoz
tartoz6 magassagvonalanak és az m. = CT hosszt a C' csticshoz tartozé magassagnak. Az

ACTA derékszogi hdromszoget véve, azt kapjuk, hogy fennall sina = % A BCTA

derékszogi haromszoget alkalmazva pedig adodik, hogy igaz sin 8 = M ek szerint

a
teljesiil m. = b sina és m. = a sin 5. Amennyiben az igy nyert b sina = a sin 3 egyen-
sina a

szammal, akkor a — = — egyenlGséghez
sinf b

let mindkét oldalat megszorozzuk az

jutunk. [

b sin 3

Megjegyzés. A szinusztétel tehat azt mondja ki, hogy egy ABC'/AA haromszogben a
szogek szinuszainak ardnya megegyezik a szemkozti oldalak hosszainak ardnyéval, azaz
fennall sina :sinf:siny=a:b:c.

A kovetkez6 tétel, amelyet koszinusztételnek hivunk, arra mutat ra, hogy egy harom-
sz0g oldalhosszainak ismeretében meg lehet hatarozni a haromszog szogeit.
2.21. Tétel. Tetszbleges ABC' A\ haromszigre teljesiil az a*> = b* +c®> —2bc cosa Gssze-
fiiggés.
Bizonyitas.
Legyen adott egy ABCA haromszog. Amennyiben igaz a = 7, akkor cos§ = 0 és a
Pitagorasz—tétel miatt igaz a fenti Osszefliggés. Ily moédon a tovabbiakban feltehetjiik,
hogy a # 7.

Jeloljiik T—vel a C' csucsbol az (A, B) oldalegyeneshez huzott meréleges szakasz talp-
pontjat. Tekintsiik az ACT A derékszogili haromszoget. Konnyt belatni, hogy amennyiben
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a < 3, akkor fennall AT = b cosa. Ha pedig a > 7, akkor AT = —b cosa teljesiil. A

Pitagorasz—tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy mindkét esetben igaz

b =TA? + TC? = b* cos* a +m?.

B

16. abra. Illusztracié a koszinusztétel bizonyitasdhoz (a > 7 eset).

Vegyiik most a BCTA derékszogli haromszoget. Fiiggetleniil attol, hogy az o he-
gyesszog vagy tompaszog, fennall BT = ¢ — b cosa. Ha a Pitagorasz—tételt a BCTA
derékszogl hdromszogre alkalmazzuk, akkor azt nyerjiik, hogy

a? =TB? +TC? = (c—bcosa)? +m?=c*—2bccosa+ (b* cos® a + m?)
teljesiil. Hasznaljuk most fel a b*>-re vonatkozo fenti kifejezést. Ily modon az
a?=0>+c?—2bc cosa egyenlséghez jutunk. [J

Megjegyzés. A Pitagorasz—tételhez vald kapcsolodasa miatt a koszinusztételt tébbnyire

a ®=a>+b*—2abcosy alakban szokas felirni.
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Két vektor skalaris szorzatanak értelmezése

A tovabbiak soran egy a vektor hosszat ||a|| helyett olykor az |a| szimbolummal jel6ljiik.
A vektorok hossza és hajlasszoge alapjan értelmezziik két vektor skaldris szorzatat.
2.22. Definici6. Legyenek adva az a, b vektorok, melyekre fennall a 2 0 és b # 0. A
két vektor hajlasszogét jelolje . Az a, b vektorok skalaris szorzatan az |a| - |b| - cos
szamot értjiik és azt az a-b szimboélummal jeloljiik.

Amennyiben a = 0 vagy b = 0 teljesiil, akkor a két vektor skalaris szorzatan a 0
szamot értjiik.

Megjegyzés. Az a-b = |a|-|b|-cosy definidld dsszefiiggésbdl adodik, hogy tetszdleges
a, b vektorokra igaz a-b = b -a. Eszerint a skalaris szorzas egy kommutativ mivelet.
Amennyiben az a, b vektorok altal bezart ¢ szog egy hegyesszog, akkor cosy > 0
kovetkeztében fennall a-b > 0. Ha az a, b vektorok egy tompaszoget zarnak be, akkor
cosp <0 é a-b <0 teljesil.
Vegylik észre, hogy az a, b vektorok merdélegesek egymasra akkor és csak akkor, ha a
skaléaris szorzatukra igaz a-b = 0.

Megjegyzés. Tekintsiink egy a vektort, amelyre fennéll a # 0. Az a 6nmagaval vett
skalaris szorzatat véve azt kapjuk, hogy teljesiil a-a = |a|-|a|-cos0 = |a|?.
Az a vektor énmagaval vett skalaris szorzatat szokés az a? kifejezéssel is jellni.

Megjegyzés. Ugyancsak kovetkezik a skalaris szorzat definiciojabol, hogy barmely a, b
vektorok és A szam mellett fennall a A(a-b) = (Aa)-b =a- (Ab) Osszefiiggés.

Megjegyzés. A szakirodalomban szokas a (a,b) jelolést alkalmazni az a, b vektorok
skalaris szorzatara. Vannak olyan tankonyvek is, amelyekben a skalaris szorzatot ab jeldli.
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Vektor felbontisa egy adott vektorral parhuzamos és arra merdleges 6sszetevikre

Legyenek adva olyan a, b vektorok, amelyek kiilonboznek 0-t6l, nem parhuzamosak és
nem merdlegesek egymésra. Rogzitsiink egy O pontot. Az O kezdGpontd és az a, b
vektorokat reprezentalo iranyitott szakaszok legyenek OA, OB. A B pontbol az (O, A)
egyeneshez hazott merdleges szakasz talppontja legyen 7. Tekintsiik a b, = OT és

b,, = ﬁ vektorokat, melyekre fennall b, + b, = b. Vegyiik észre, hogy b, parhuzamos
az a vektorral és b, merdleges az a-ra.

2.23. Definici6. A b, = O? vektort a b vektor a-val parhuzamos OsszetevGjének
mondjuk. A b, = ﬁ vektort a b vektor a-ra mer6leges Osszetev§jének nevezziik.

e A

17. abra. Vektor felbontédsa meréleges dsszetevikre (b = b, + by, ).

2.24. Allitas. Legyenek adva olyan a, b vektorok, amelyek kiilénbéznek 0—tol. Jelolje
e az a—val egyirdnyt egységvektort. Ekkor a b vektor a—val parhuzamos dsszetevijére
fennall b, = (e-b)e.

Bizonyitas.

Jeloljiik p—vel az a, b vektorok hajlasszogét és tekintsiik az OBT /A derékszogl harom-
szoget. Vegyiik észre, hogy az (e - b)e vektor hosszara fennéall
(e-b)e|=|e-b|-1=|1-]|b|-cosp| =0B"-|cosp| = OT. Ezek szerint a b, = OT ¢s
(e - b)e vektorok hossza megegyezik.

Azt mar konny belatni, hogy a két vektor irdnya is azonos. Ugyanis, ha a ¢ hegyesszog
(azaz ¢ < 90°), akkor az b, = OT és (e - b)e vektorok irdnya megegyezik az a iranyaval.
Ha pedig ¢ > 90° teljesiil, akkor a két vektor irdnya ellentétes az a iranyaval.

Ez viszont azt jelenti, hogy a b, és (e - b)e vektorok egyenléek. [

Evidens, hogy az a—val egyirdnya egységvektorra igaz e = ma. Az elébbi allitas
kovetkeztében az alabbi kijelentést tehetjiik.
2.25. Kovetkezmény. Legyenek adva olyan a, b vektorok, amelyek kiilonboznek 0—t6l.

FEkkor a b vektor a—val parhuzamos és a-ra merdéleges Gsszeteviire teljesiil
a b & bu—b-b
=——a és =b —Db,.
T al? " g
A kovetkezé allitas azt mondja ki, hogy a vektorok skalaris szorzasa egy disztributiv
miivelet az Gsszeadésra nézve.

2.26. Allitas. Tetsz6leges a, b, ¢ vektorokra fennill az a-(b+c)=a-b+a-c
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Osszefiiggés.
Bizonyitas.
Amennyiben a = 0, akkor nyilvan fennall a fenti egyenl&ség.

Ezt kovetGen feltessziik, hogy igaz a # 0. Rogzitsiink a térben egy O pontot. Az O
kezdGponti és az a, b vektorokat képvisel§ iranyitott szakaszok legyenek (74, OB. A
c vektort reprezentalé és B kezddponti irdnyitott szakasz pedig legyen BC'. Ez esetben
tehat fennall O—d = b+ c. Megjegyezziik még, hogy az O, A, B, C pontoknak most nem
sziikséges egyazon sikban lenniiik.

A B, C pontokbdl az (O, A) egyeneshez huzott merdleges szakaszok talppontjét
jelolje T és T,. Ekkor a b, ¢, b + ¢ vektoroknak az a—val parhuzamos komponenseire
fennall b, = OT,, ¢, = T1T5 és (b + ¢), = OT. lly modon teljesiil a (b +c), = b, +c,
egyenlGség.

o

18. abra. A 2.26. Allités bizonyitasdnak szemléltetése.

1
Tekintsiik az a—val egyiranyt e = ﬂ a egységvektort. Vegyilik észre, hogy a 2.24.
a

Allitas kovetkeztében barmely u vektorra igaz az e-u=e- u, Osszefiiggés, amelyben u,
az u vektor a-val parhuzamos OsszetevGjét jeloli. Ily modon az kapjuk, hogy teljesiil

e-(b+c)=e-(b+c),=e-(b,+c,) =e-((e-b)e+(e-c)e) =
=e-((e-b+e-cle)=(e-b+e-c)le-e)=e-b+e-c.

Ez mar azt mutatja, hogy amennyiben az a vektor hossza 1, akkor igaz az allitisban sze-
replé Osszefiiggés. Az ||al| # 1 esetben alkalmazzuk az a = ||al| e kifejezést. Kihasznélva
a skalaris szorzas eddig megismert tulajdonsagait, azt kapjuk, hogy fennall

a-(b+c)=(|lale)-(b+c)=lla](e:(b+c))=]all(e-b+te-c)=
= (llalle) - b+ ([lalje) - c =a-b+a-c,

ami mar igazolja az allitast. [
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A skalaris szorzat kiszamitasa a koordinatakbol

Vegyiik a szabad vektorok V terének egy i, j, k ortonormélt bazisat. Mint ismeretes ez
annyit jelent, hogy az i, j, k vektorok paronként merélegesek egymasra és a hosszuk 1.

A 2.22. Definiciébol azonnal adodik, hogy ezen egységvektorok skaldris szorzataira
igazak az alabbi egyenlGségek:
i-i=1, j-j=1, k-k=1¢é i-j=0, i-k=0, k-j=0.

Tekintsiink két vektort a—t és b—t. Fejezziik ki ezeket az i, j, k ortonormalt vektorok
linearis kombinécidjaként az a =a;i+asj+azk és b =0b;i+ by j+ b3k alakban. Mint
ismeretes, az (aq, as, as) és (b, by, by) szamharmasok adjak az a, b vektorok i, j, k bazisra
vonatkoz6 koordinatait.

Az eddigi megallapitasaink alapjan mar meg tudjuk mutatni, hogy a skalaris szorzat
értéke konnyen megkaphato a koordinatakbol. Errdl szol a kdvetkezo allités.

2.27. Allitas. Tetszéleges a és b vektorok skalaris szorzatara teljesiil az

a-b=a;b; +asby+ aszbs egyenldség.

Bizonyitas.

Amennyiben a skalaris szorzassal kapcsolatban az el§z6 allitasban szerepld disztributivitasi
tulajdonséagot is felhasznéljuk, akkor azt kapjuk, hogy

a-b=(ai+asj+ask)-(byi+bej+ b3k)
= (a11) - (b11) + (a11) - (b2J) + (a11) - (b3 k) + (a2}j) - (b11)
+ (a2]) - (b2J) + (a2]) - (bs k) + (azk) - (b11) + (ask) - (b2]) + (ask) - (bs k)
=arby(i-1) +a1ba(i-j) +arbs(i-k) +azbi(j-i)
+agby(j-j) +asbs(j-k)+azbi(k-i)+ azgbe(k-j) + azbs(k - k)
teljesiil. Eszerint az a - b skalaris szorzat 9 tag Osszegeként all el6. Azonban az i, j, k

bazisvektorok paronként egymasra meréleges egységvektorok, és emiatt a fenti kifejezésben
6 tag értéke 0. Ily modon azt kapjuk, hogy fennall az allitdAsban megadott

a-b:albl—i—a2b2+a3b3 O
Osszefiliggés.

Megjegyzés. Az ortonormélt bazisvektorokra szokas még az e; = i, e; = j és e3 = k jelo-
lést is alkalmazni. Ekkor két bazisvektor szorzatara fennall az e, -e; = 6,5 (1, s =1,2,3)
Osszefiiggés, ahol 6,5 az ugynevezett Kronecker-szimbolum (més szoval a Kronecker—delta).
Ezen ¢, szimbolum értéke megallapodas szerint 1, amennyiben az idexekre igaz r = s.
Ha pedig az idexekre r # s teljesiil, akkor a ¢, szimboélum értéke 0.
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A tér iranyitasa
A térbeli zaszlot mar a jegyzet elss fejezetében értelmeztiik. Mint ismeretes, ha vesziink
egy félteret, a félteret hatarolo sikban egy félsikot és a félsikot hatérold egyenesen egy
félegyenest, akkor egy térbeli zaszlot kapunk. A térbeli zaszlo tehat egy alakzatharmas,
amely egy félegyenesbdl, egy félsikbol és egy féltérbdl all. A félegyenest a zaszl6 radjanak
nevezziik, a félsikot pedig a zaszl6 lapjanak mondjuk.

Emlékezziink ra, hogy amennyiben az A, B, C, D pontok nincsenek egy sikon, akkor
a pontnégyeshez egy Z(A, B, C, D) altal jelolt zaszlot rendeliink. Ehhez venniink kell az
e = (A, B) egyenest és a 0 = (A, B,C) sikot. Az [A, B) félegyenes, az [e, C) félsik és a
[0, D) féeltér alkotjak a Z(A, B, C, D) zéaszlot.

Akércsak a sik iranyitasa esetében most is azt hasznaljuk fel, hogy ha az egyik ke-
ziink hiivelykujjat, mutatoujjat és kdzépss ujjat kifeszitjiik, akkor azokkal egy ortogonalis
iranyharmast jeloliink ki. A térbeli zaszlokat a jobbkéz modszerével soroljuk két osztalyba
az alabbiak szerint.

Vegylink egy térbeli zaszlot. Jobbkeziink hiivelykujja mutasson a zaszl6 radjanak
irdnyaba, a mutatoujj legyen a zasz16 félterét hatarolo sikban és mutasson a zész16 lapjanak
oldalara. Ha ebben a helyzetben a kozépsé ujj a zaszlo félterébe mutat, akkor azt mondjuk,
hogy az adott térbeli zaszld az elsG osztalyhoz tartozik.

Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az adott zaszl6 a térbeli zaszlok masodik oszta-
lyahoz tartozik.

A tér iranyitasan azt értjiik, hogy a jobbkéz médszerével a térbeli zaszlokat két
osztalyba soroljuk és kitiintetjiik koziiliik az els6 osztalyt.

A V-beli bazisok osztalyozasa

2.28. Definicié. Legyenek adva az a, b, c linedrisan fiiggetlen vektorok. Vegyiink a
térben egy O pontot. Tekintsiik azokat az a, b, c vektorokat reprezentéild iranyitott
szakaszokat, amelyek kezdGpontja az O pont. Legyenek ezen irdnyitott szakaszok vég-
pontjai A, B és C. Azt mondjuk, hogy az a, b, c vektorok ebben a sorrendben egy
jobbrendszert alkotnak, ha a Z(0, A, B, C) zaszl6 a térbeli zaszlok els§ osztalyahoz tar-
tozik. Amennyiben a Z(O, A, B, (') zaszl6 a térbeli zaszlok masodik osztalyahoz tartozik,
akkor azt mondjuk, hogy az a, b, c vektorharmas egy balrendszert képez.

Megjegyzés. Mint ismeretes, V-beli bazison egy olyan vektorharmast értiink, amelynek
elemei linearisan fiiggetlenek. Az el6bbi definicié alapjan a szabad vektorok terének ba-
zisait két osztalyba soroltuk. Vannak olyan béazisok, amelyek jobbrendszert képeznek, és
vannak olyanok, amelyek balrendszert adnak.

Megjegyzés. Harom vektor vegyes szorzatdnak targyalasa sordn majd latni fogjuk, hogy
amennyiben a linearisan fiiggetlen a, b, c vektorok ebben a sorrendben egy jobbrend-
szert alkotnak, akkor a b, a, ¢ és a, c, b vektorhdrmasok balrendszert képeznek.
Azt mondhatjuk tehat, hogy a vektorharmas tipusa megvéltozik, ha benne két elemet
felcseréliink.

Megjegyezziik még, hogy a vektorharmas tipusa akkor is megvéltozik, ha az egyik
elemét egy negativ szimmal, példaul (—1)—gyel, megszorozzuk.
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Két vektor vektorialis szorzata

2.29. Definicio. Legyenek a és b olyan vektorok, amelyek linearisan fiiggetlenek. Ekkor
az a, b vektorok vektorialis szorzatan azt az a x b altal jelolt vektort értjiik, amely eleget
tesz az alabbi feltételeknek:

(1) Fennall az |ax b| = |a|-|b|-sing Osszefliggés, ahol ¢ az a, b vektorok hajlasszoge.
(2) Az a x b vektor merdleges az a, b vektorokra.

(3) Az a, b, a x b vektorok ebben a sorrendben egy jobbrendszert alkotnak.
Amennyiben az a, b vektorok linearisan Osszefiiggéek, akkor az a x b vektoridlis szorzaton
a 0 nullvektort értjiik.

Megjegyzés. Az el6z6 definicidban szerepld feltételek alapjan barmely két vektor vekto-
ridlis szorzata egyértelmiien meg van hatarozva.

Megjegyzés. Konnyen be lehet latni, hogy tetszéleges a, b vektorok és A\ valos szam
esetén teljesiil A\(a x b) = (Aa) x b =a x (Ab).

Vegyiik észre, hogy a vektoridlis szorzas nem kommutativ, mivel fennall a
b xa=—axb 0osszefiiggés. Emiatt azt is szoktak mondani, hogy a vektoridlis szorzés
egy antikommutativ mivelet.

19. abra. Az a, b vektorok vektorialis szorzata.

Megjegyzés. Legyenek az a, b vektorok linedrisan fiiggetlenek. Rogzitsiink a térben
egy O pontot. Tekintsiik, azokat az O kezdGponti O—1>4, O?, O? iranyitott szakaszokat,
amelyek az a, b és a + b vektorokat képviselik. Vegyiik észre, hogy az OAC B négyszog
egy parallelogramma. Ez esetben azt mondjuk, hogy az OAC'B parallelogrammat az a, b
vektorok feszitik ki.

A fenti parallelogramma oldalainak hossza OA = |a|], OB = |b| és az OA oldalhoz
tartozo magassaga m = |b|-sin ¢. Ennek kiovetkeztében azt nyerjiik, hogy az a x b vektor
hosszara fennéll ||a x b|| = |a| - |b| - sing = |a| - m, vagyis az egyenl§ az a, b vektorok
altal kifeszitett parallelogramma teriiletével.
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A vektorialis szorzis geometriai jelentése

2.30. Definicié. Legyen adott egy a (a # 0) vektor és egy o sik. Azt mondjuk, hogy az a
vektor meréleges a o sikra, ha az a—t képvisel§ irdnyitott szakaszok egyenesei merélegesek
o-Ta.

Megjegyzés. Legyen adva egy o sik és egy a vektor, amely nem parhuzamos o-val. Mint
ismeretes, a sik iranyitasahoz ki kell jelolni a o altal hatarolt két féltér egyikeét.
_>Tekintsi'1k a o sik egy O pontjat, majd az O kezdGponttal vegyiik az a-t reprezentdlod
OA iranyitott szakaszt. Valasszuk pozitiv féltérnek a [0, A) félteret, vagyis azt a félteret,
amelybe az a vektor mutat. Ekkor a o sikon nyert irdnyitasrol azt mondjuk, hogy azt az
a vektorral hataroztuk meg.

2.31. Definici6. Legyen adva egy o iranyitott sik és abban az A, B pontok. Hajtsunk
végre egy o—beli elforgatast a sik egy O pontja koriill egy « szoggel és jeldljiik azt el
o—val. Tekintsiik az A" = p(A) és B’ = o(B) képpontokat. Ez esetben a V, altér u = 1@

vektoranak a o sikbeli « sz0gi elforgatottjan az A’ B’ vektort értjiik.

Az alabbi kijelentés arra utal, hogy az egységvektorral torténd vektoridlis szorzasnak
geometriai tartalma van. Konkrétabban azt mondhatjuk, hogy a szorzatvektor megkapha-
t0 a masodik tényezd egységvektorra mersleges Osszetevdjének derékszogi elforgatasaval.
2.32. Allitas. Legyen adott egy e egységvektor és egy azzal nem parhuzamos b vektor,
amelynek az e-re merdleges Osszetevijét jelolje b,,. Tekintsiink egy az e-re merdleges
o sikot és vegyiik abban az e altal meghatarozott iranyitast. Ekkor az e X b vektorialis
szorzat megegyezik a b, vektor o-beli § szigii elforgatottjaval.

Bizonyitas.

Valasszunk a o sikban egy O pontot. Az O kezd&ponta, b—t reprezental6 iranyitott sza-

kasz legyen OB. A B-n atmend o-ra meréleges egyenes messe el a sikot a T' pontban.

Vegyiik észre, hogy a b vektornak az e—vel padrhuzamos és az e-re merdleges Osszetevéire
™

fennall b, = T'B és b, = OT. Legyen a ¢ : 0 — o leképezés a o siknak az O koriili §

o
szOgii elforgatasa. Tekintsiik a T pont 7" = o(T) képét. Ekkor az OT" vektor azonos a
b,, vektor 5 szogi elforgatottjaval.

B

b

le

T s b b

20. abra. Az egységvektorral torténd vektorialis szorzas szemléltetése.
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Jelblje ¢ az e, b vektorok hajlasszogét. Az OT BA derékszogi haromszoget %lmazva
azt kapjuk, hogy OT = OB -sinp = ||b|| - siny ami azt mutatja, hogy az OT" vektor
hossza m_egegyezik az e X b vektor hosszaval.

Az OT' vektor meréleges az e, b, \ﬁcorokra, és ennek kovetkeztében meréleges b-re
is. Azt konnyt belatni, hogy az e, b, OT" vektorok egy jobbrendszert alkotnak. Ezekbdl
pedig kovetkezik, hogy az OT" éﬁ x b vektoroknak az iranyuk is megegyezik. Ily modon
belattuk, hogy fennall e x b = OT". [J

A kovetkez§ allitas szerint a vektorilis szorzas is egy disztributiv mitivelet.

2.33. Allitas. Tetszbleges a, b, ¢ vektorok esetén teljesiil ax (b+c)=axb+ax c.
Bizonyitas.
Amennyiben a = 0, akkor nyilvan fennall a fenti egyenl&ség.

Ezt kovetGen feltessziik, hogy igaz a # 0. Mint ismeretes, az e = ﬁ a kifejezés adja
meg az a-val egyez§ iranyu egységvektort. Vegylink egy az e vektorra meréleges o sikot
és abban az e altal meghatarozott iranyitést.

Tekintsiik a b, ¢, b+ c vektoroknak az e-re meréleges b,,, ¢, (b+ c),, Osszetevoit.
A 2.32. Allitas szerint ezen vektorok o—beli 5 szogl elforgatottjai adjak az e x b, e x ¢
és e x (b + c¢) szorzatvektorokat. Mivel fennall (b + c¢),, = b, + ¢, és az egyenlGség a
vektorok elforgatottjaira is teljesiil, igaz az

ex(b+c)=exb+exc

Osszefiiggés. Végiil felsznalva az a = ||a|| e kifejezést és a vektoridlis szorzas eddig megis-
mert tulajdonsagait azt kapjuk, hogy fennall

ax(b+c)=(||lajle)x (b+c)=]al(ex (b+c))=|al]j(exb+exc)=
= (|lalle) x b+ (||al]je) x c=ax b+ a x c,

ami mar igazolja az allitast. [

A vektorialis szorzat kifejezése a tényezdk koordinataibol

Legyen az i, j, k vektorhidrmas egy olyan ortonormalt bazisa a szabad vektorok V terének,
amelynek vektorai egy jobbrendszert alkotnak. Vegyiik észre, hogy a 2.29. Definicio
alapjan ezen egységvektorok vektorialis szorzataira teljesiilnek az alabbi egyenlGségek:
ixi=0, jxj=0, kxk=0, ixj=k, jxk=i kxi=]j

és jxi=-k, kxj=-i, ixk=-j.

A vektoridlis szorzattal kapcsolatban megismert Osszefiiggések alapjan mar igazolhato
az alabbi kijelentés.
2.34. Allitas. Legyenek adva az a = a1i + asj + ask és b = byi + byj + bsk vektorok.
Ezek vektorialis szorzatara fennall

axb=(aybs —azby)i+ (azb —aibs)j+ (a1bs—azb)k.

Bizonyitas.
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Amennyiben az el6z6 allitasban szerepls disztributivitasi tulajdonsagot is felhasznaljuk,
akkor a vektoridlis szozatra az

axb=(ait+asj+ask)x (biitbsj+bsk)

= (ari) x (b1 i) + (a11) x (b2j) + (a1) x (bsk) + (a2j) x (b1 1)

+ (a2j) x (b2J) + (a2J) x (bsk) + (ask) x (b1 i) + (ask) x (b2]) + (azk) x (bs k)
=arbi(ixi)+a1by(ixj)+arbs(ixk)+asbi(jxi)

+agba(j X j) + asbs(j X k) + azby(k x i) + az ba(k x j) + az bz(k x k)

kifejezés adodik. Eszerint az a x b vektorialis szorzat 9 tag Gsszegeként all el. Azonban
egy vektornak az onmagaval vett vektoridlis szorzata mindig a 0 nullvektor, és emiatt a
fenti kifejezésben 3 tag értéke 0. Ily modon azt nyerjiik, hogy teljesiil az

axb:albgk—albgj—a261k+a263i+a361j—a3b2i
= (CLng—CLgbg)i+(CL3b1 —albg)j+<(l1b2 —agbl)k.

Osszefiiggés, ami igazolja az allitast. [J

A vektorialis szorzat kifejezése determinans alakjaban a tényez6k koordinataibol

A matrixok tanulmanyozasara az Algebra és szamelmélet c. targy keretében keriil sor az
egyetemi tanulmanyokban. Azonban célszeriinek tiinik felidézni a 2 x 2—es és a 3 X 3—
as matrixok determinasara vonatkozo alapvets kifejezéseket, mivel ezeket alkalmazzuk a
geometriaban.

Tekintsiink egy valos elemi 2 x 2-es A = (all (112) matrixot, ahol a;; (i, j =1, 2) az

21 Q22
1—edik sor j—edik eleme. Ennek determinansan a det A = aq1 ass — a1 as; szamot értjiik.
Az A matrix determinansat az le 212 formaban is szokas jelolni.
21 422
b11 D12 b3
Vegyiink most egy 3 x 3-as B = | Doy bog bog matrixot. Ennek determinénsa a
b31 b3a b33

det B = by1(bo b3g — b3 bsp) — b12(ba1 bz — bo3 bs1) + bi3(b21 bsz — bo b31)
szam. FEszerint a harmadrendd négyzetes matrix determinansa kifejezhetd a

b?? b23
b32 b33

b21 623
b31 b33

le b22

det B = bn . bgl b32

— b2 - + i3 -

alakban is a 2 x 2—es aldeterminénsok alkalmazasaval. A fenti dsszefliggésrdl azt szokas
mondani, hogy a 3 X 3-as matrix determinénsat az els6 sora alapjan fejtettiik ki.

Az el6z6 2.34. Allitasbol adodik, hogy két vektor vektorialis szorzatat egy harmadrendi
determinans forméjaban is ki lehet szamitani.
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2.35. Kovetkezmény. A koordinataikkal megadott a(ay,as,a3) és b (by,bs,bs) vektorok
vektorialis szorzatara teljesiil az

ij k
axb=|aaa3|= g az| . |01 03 Syt a1 g | 4
b2b3 blb?) blbg
by by b3

Osszefiiggés.

A vektoridlis szorzasra vonatkozé alabbi eredményt a kifejtési tételnek hivjuk.
2.36. Tétel. Tetszdleges a, b, ¢ vektorokra igaz

(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a.

Bizonyitas.
Az i, j, k bazisvektorokat valasszuk meg ugy, hogy az a vektor legyen parhuzamos i—vel,
tovabba a b vektor legyen parhuzamos az i, j vektorok sikjaval. Nem nehéz belatni azt,
hogy van olyan i, j, k bazis, amelyre teljesiilnek ezek a feltételek.

Ekkor az a, b, c vektorok az

a:ali, b:b11+b2J, C:C1i+02j+63k

kifejezések formajaban allnak el. Ily modon a skalaris szorzatokra a 2.29. Allitas szerint
igaz a-c =ayc; é b-c = by + bycs. Amennyiben felhasznéljuk a bazisvektorok
vektorialis szorzataira vonatkozo Osszefiiggéseket, akkor azt kapjuk, hogy teljesiil

(a X b) X C= (a1b2 k) X (Cl i+ ng + c3 k) = CleQClj — aleCQi =
= aibicii+ ajbacy j — arbieii— arbacai =
= ayc; (bi+ boj) — (bicy + bacs)(ari) = (a-c)b — (b - ¢)a,

ami mar igazolja a tételt. [

Harom vektor vegyes szorzata

2.37. Definicié. Legyenek adva az a, b, ¢ vektorok. Ezen vektorharmas vegyes
szorzatdn az (a X b)-c szamot értjiik.

Megjegyzés. A vegyes szorzat elnevezés arra utal, hogy el6bb egy vektorialis szorzast
hajtunk végre, majd ezt kovetGen egy skalaris szorzast.

Az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatat a definialo (a x b) - ¢ kifejezés mellett szokas
még az [a,b,c] és abc forméciokkal is jelolni. Jegyzetiinkben mi csak az [a,b,c]
formatumot hasznaljuk.

A vegyes szorzat geometriai jelentése

2.38. Allitas. Legvenek adva az a, b, ¢ vektorok. Ezek linedrisan ésszefiiggéek akkor
és csak akkor, ha a vegyes szorzatukra fennall (a x b)-c = 0.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ vektorok linearisan sszefiiggéek. Ekkor a 1.38. Allitas
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szerint van olyan o sik, amellyel mindharom vektor parhuzamos. Amennyiben az a x b
vektor nem egyenl§ 0—val, akkor a x b meréleges a o sikra és ezaltal a c vektorra. A
skalaris szorzat definicioja alapjan igy azt nyerjiik, hogy (a x b)-c =0 teljesiil.

Induljunk most ki abbol, hogy igaz (axb)-c = 0. Amennyiben axb = 0, akkor mér az
a, b vektorok is linedrisan OsszefiiggGek. Ha fennall a x b # 0, akkor vegyiink egy olyan o
sikot, amely parhuzamos az a, b vektorokkal. Az a x b merdleges o—ra és a vegyes szorzat
eltiinése miatt meréleges c—re. Ennek kovetkeztében a c vektor is paArhuzamos a o sikkal.
Ily modon a 1.38. Allitasbol adodik, hogy az a, b, ¢ vektorok linearisan Gsszefiiggsek.
O

A kovetkezd allitas arra mutat ra, a vegyes szorzat geometriai jelentést hordoz.

2.39. Allitas. Legyenek a, b és ¢ olyan vektorok, amelyek linedrisan fiiggetlenek. Ekkor
az |(axb)-c| szdm megegyezik az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett parallelepipedon
térfogataval.

Bizonyitas.

Rogzitsiink a térben egy O pontot. Vegyiik azokat az O kezdGponti OA, O?, O?
irdnyftott szakaszokat, amelyek az a, b és c vektorokat reprezentaljak. Tekintsiik tovabbé
a harom iranyitott szakasz altal kifeszitett parallelepipedont. Az a + b vektornak feleljen
meg az @ iranyftott szakasz. Evidens, hogy az OAD B négyszog egy parallelogramma,

21. abra. Illusztracio az 2.41. Allitas bizonyitaséahoz.

és ennek teriiletét jelolje most t. A C csiiesbol a o = (O, A, B) sikhoz huzott meréleges
szakasz talppontja legyen T. Az m = TC hosszt szokds mondani a parallelepipedon
OADB laphoz tartozé magassaganak. Ismeretes, hogy a parallelepipedon V,,-vel jellt
térfogatara fennall V, =tm.

Azt méar a vektorialis szorzat targyalasanal megallapitottuk, hogy igaz |a x b| = t.

Vegyiik az axb vektorral azonos irdnyi e = (axb) egységvektort, amely merdleges

la x b
az OADB lap o sikjara. Bontsuk fel a ¢ vektort az e-vel parhuzamos és az e-re meréleges
Osszetevikre. Vegyiik észre, hogy teljesiil ¢, = T'C és |c,| = m. Ugyanakkor az 2.24.
Allitas alapjan igaz |c,| = |e - ¢|. Ily modon az m magassagra az
1
m=|e-c|= axb)-c
el = gy axb)
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Osszefiiggést kapjuk. Ennek kovetkeztében a parallelepipedon térfogatara fennall a
V,=t-m=l]axb|l-m=|(axb)-c

egyvenlGség, ami mar igazolja az allitisunkat. [J

2.40. Allitas. Legyenek adva az a, b, ¢ vektorok, amelyek linedrisan fiiggetlenek. Ez
a vektorharmas egy jobbrendszert képez akkor és csak akkor, ha a vegyes szorzatukra
teljesiil az (a x b)-c >0 egyenlStlenség.
Bizonyitas.
V_%yﬁnk a térben egy O pontot. Legyenek A, B, C' a tér azon pomtjai, melyekre fennall
OA=a, OB =bés OC = c. Jelolje o azt a sikot, amely tartalmazza az O, A, B ponto-
kat. Tekintsiik az a x b vektorialis szorzatot és azt a D pontot, amelyre igaz OD = a x b.
alkotnak, ami azt jelenti, hogy a Z(O, A, B, D) zaszl6 a térbeli zaszlok elsd osztalyahoz
tartozik.

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ vektorhidrmas egy jobbrendszert képez. Vegyiik észre,
hogy ekkor a Z(0, A, B, C) zaszlo azonos a Z(O, A, B, D) zaszloval. Eszerint a C' pont

benne van a [0, D) féltérben. Mivel az @ vektor merdleges o-ra, ebbdl az kovetkezik,

hogy a ¢ = DOCK sz0g hegyesszog, azaz ¢ < 7. Ily moédon az a x b, c vektorok

P

(axb)-c>0.

Tekintsiik azt az esetet, amikor az a, b, ¢ vektorok egy balrendszert alkotnak. Ekkor
a Z(0,A,B,C), Z2(0,A, B, D) zaszlokban a félterek kiilonbozéek, tehat a C' pont nincs
benne a [o, D) féltérben. Ily modon az a x b, ¢ vektorok ¢ = DOC< hajlasszogére igaz
¢ > 7. Ebbdl mar kévetkezik, hogy teljesiil cosp <0 és (axb)-c<0. O

A vegyes szorzatra vonatkozé felcserélési tétel

Az alabbi kijelentésben szerepld Gsszefiiggés, melyet felcserélési tételnek neveziink, arra
mutat rd, hogy a vegyes szorzat kifejezésében a vektoridlis szorzas és skalaris szorzas
felcserélhetd.

2.41. Tétel. Barmely a, b, c vektorokra fenndll (a xb)-c=a-(b x c).

Bizonyitas.

Amennyiben az a, b, c vektorok linearisan Gsszefiiggéek, akkor (a x b)-c és (b xc) x a
értéke egyarédnt 0, tehéat igaz az egyenlGség.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az a, b, c vektorok linearisan fiiggetlenek. Ve-
gyiik észre, hogy az a, b, c és b, ¢, a vektorhdrmasok vagy mindketten jobbrendszert
alkotnak, vagy mindketten balrendszert képeznek. Emiatt az (a x b)-c és (b xc)-a
vegyes szorzatok elGjele megegyezik.

Vilagos, hogy a két vektorharmas ugyanazt a paralelepipedont fesziti ki. Ennek tér-
fogata a 2.39. Allitas szerint megegyezik a vegyes szorzatok abszolit értékével. Ebbél
viszont mar adodik, hogy fennall

(axb)-c=(bxc)ra=a-(bxc).O
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3) Sikbeli koordinatageometria

A sikbeli alakzatok vizsgalatahoz alkalmazni fogjuk a derékszogii koordindta—rendszert.
Ezaltal az alakzatokat egyenletekkel lehet leirni és az algebra eszkoézeit is fel tudjuk hasz-
nalni a targyalasban.

A sikbeli koordinata—rendszer

Vegyiink a térben egy o sikot. Emlékezziink ra, hogy V, jeloli a o—val parhuzamos szabad
vektorok halmazat, amely egy 2—dimenzi6s altere a V vektortérnek.

A sikbeli derékszogl koordinata—rendszer fogalmat mar a 2.11. Definioban megadtuk.
Ennek megfelelen a o sikban jel6ljiink ki egy O kezd&pontot, a sikbeli vektorok V, teré-
ben pedig valasszunk olyan i, j egységvektorokat, amelyek mer6legesek egyméasra. Mint
ismeretes, az (O, i, j) harmasrol azt mondjuk, hogy az egy Descartes—féle koordinata—
rendszert ad a o sikban. (Lasd a 12. abrat.)

Egy V,-beli u vektor egyértelmtien all el§ az i, j ortonormalt vektorok linearis kom-
binaci6jaként az u = wu;i+ usj alakban. Vildgos, hogy amennyiben vesziink a sik-
ban egy mésik v = wv;i + voj vektort, akkor a két vektor skalaris szorzatara fennall
U-V = UV + Ug Vo.

A sikbeli pontok koordinatainak fogalmat mar a 2.12. Definicoval bevezettiik. Tekint-
siink a sikban egy tetszGleges P pontot. Fejezziik ki az O? helyvektort az alapvektorok
linearis kombinaciojaként az OP = xpi+ ypj formaban. Ezen linearis kombinaciéban
szerepl zp, yp egyiitthatokat a P pont (O, i, j) koordinata—rendszerre vonatkozo ko-
ordinatainak nevezziik. Az (xp,yp) szampéart a P ponthoz tartozo koordinataparnak
mondjuk.

A sikbeli alakzat egyenletei

A tovabbiakban feltessziik, hogy a tekintett o sikban adva van egy (O, i, j) Descartes—
féle koordinata—rendszer. Az aldbbiak soran azt fogjuk targyalni, hogy ezt a rogzitett
koordinata—rendszert véve alapul mit értiink egy sikbeli alakzat egyenletén.

Algebrai egyenleten egy olyan Osszefliggést értiink, amelyben van egy 7 =7 egyenl§ség-
jel, ami két algebrai kifejezést kapcsol Ossze. Ezek a kifejezések konkrét szamok mellett egy
vagy tobb ismeretlent (vagy maés szoval valtozot) is tartalmaznak, illetve tartalmazhatnak.
Az algebrai kifejezésekben a szamok és a valtozok kozott a négy alapmiivelet (Gsszeadas,
kivonas, szorzas, osztéas) és a gyokvonas miivelete szerepelhet. Az ” =7 egyenlGségjel altal
osszekapcsolt két algebrai kifejezést mondjuk az egyenlet oldalainak.

Vegyiink egy olyan algebrai egyenletet, amely két ismeretlenre (vagy mas szoval val-
tozora) vonatkozik és ezeket x, y jeloli. Tegyiik fel, hogy a kifejezésekben szerepls z, y
ismeretlenek az R valés szaimhalmaznak lehetnek az elemei. Ekkor tekinthetjiik az egyen-
let két oldalanak a helyettesitési értékét egy konkrét (by, be) valos szampéaron. Ezen azt
értjiikk, hogy az algebrai kifejezésekben az x, y valtozok helyén a b; és by konstansokat
szerepeltetjiik és ezaltal egy—egy valos szamot nyeriink. Azt mondjuk, hogy a (b1, by)
szampéar egy megoldasa az egyenletnek, illetve kielégiti az egyenletet, ha az egyenelet két
oldalanak az értéke megegyezik a (by, be) helyen.
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A fentiek alapjan mar meg tudjuk adni az egyenlettel leirt alakzat fogalmat.
3.1. Definici6. Legyen adott egy olyan algebrai egyenlet, amelyben két ismeretlen x
és y szerepel. Ezen egyenlettel leirt alakzaton a o sik azon pontjainak halmazat értjiik,
amelyek koordinataparjai megoldjak az egyenletet.

Megjegyzés. A geometriai vizsgilatokban mi féleg olyan egyenleteket alkalmazunk, ahol
az egyenelet két oldalan szerepls kifejezések olyan valos egyiitthatos kétvaltozos polino-
mok, amelyekben a valtozok az x és y ismeretlenek. Egy ilyen egyenlet fokszamén a
polinomokban szerepl6 legmagasabb fokt tagnak a fokszaméat értjiik.

Példaként vegyiik az y® — 42 = 422 + 5 harmadfoki egyenletet, illetve az
2?2y? + 1 = 22 +9* negyedfoki egyenletet.

Megjegyzés. Konnyi belatni, hogy az 2? + y* = 1 — 222 y? negyedfoki egyenlettel

leirt alakzat megegyezik az O centrumu és 1 sugaru korrel. Ugyanis, ezen egyenletbdl
dtrendezéssel az (22 +y?)? =1 egyenletet nyerjiik.

Meg lehet mutatni, hogy az 2% y? + 1 = 22 + y* negyedfokt egyenlettel leirt alakzat
négy egyenes unioja.

3.2. Definici6. A o sikban legyen adott egy A alakzat. Az x és y ismeretleneket
tartalmazoé algebrai egyenletrdl azt mondjuk, hogy az A alakzatnak az egyik egyenlete, ha
azt az A Osszes pontjanak a koordinatapéarja kielégiti és barmely az A-hoz nem tartozo
pontnak a koordinatapéarja mar nem oldja meg.

Megjegyzés. Vildgos, hogy amennyiben adva van egy olyan egyenlet, amely az z, y
ismeretlenekre vonatkozik, akkor az egyértelmtien leir egy sikbeli alakzatot a 3.1. Definicio
alapjan.

Azonban egyazon sikbeli alakzat tobb egyenlettel is leirhato, tehat egy alakzatnak nem
egyértelmi az egyenlete. Példaul az 22 +y? —1=0 és a*+y* =1—22%y? egyenletek
ugyanazt a kort irjak le.

Legyen adva egy az x és y ismeretleneket tartalmazo6 algebrai egyenlet. Ennek megfe-
lel6 atrendezésével egy olyan egyenértékii egyenlethez juthatunk, amelynek jobb oldalan
egy konstans szerepel. Nyilvan azt is el tudjuk érni, hogy a kapott egyenlet jobb oldalan
szerepl6 konstans a 0 legyen. Ez esetben a bal oldali kifejezést tekinthetjiik egy olyan
kétvaltozos valos fiiggvénynek, amelynek valtozoi az x és y ismeretlenek. Ez a fiiggvény a
valos szampéarok R? halmazanak egy D részhalmazan van értelmezve.

3.3. Definicié. Az R?>-nek egy D részhalmazan legyen adva egy olyan f : D — R kétval-
tozos valos fiiggvény, melynek valtozoi « és y. Vegyiink egy ¢ valos szamot. Az f(x,y) = ¢
egyenlettel leirt o—beli alakzaton az A ={Pe€o | f(zp,yp) = ¢} ponthalmazt érjiik.

Ez esetben az f(x,y) = ¢ egyenletet, amelyben z és y az ismeretlenek, az A sikbeli
alakzat egyik egyenletének mondjuk.

Megjegyzés. Tekintsiik az f(z,y) =y — V1 — 22 Osszefiiggéssel leirt kétvaltozos valos
fiiggvényt. Vilagos, hogy az f fiiggvény értelmezési tartomanyaa D = [—1,1] xR halmaz.
Lathato, hogy ez esetben az f(z,y) = 0 egyenlet egy félkort ir le a sikban.
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Az egyenes sikbeli egyenlete

A tovabbiakban az egyenes egyenletével kapcsolatosan atismételjiik a kozépiskolaban mar
tanultakat. Targyalasunk soran alkalmazzuk a szabad vektorokat és a skalaris szorzatot.
3.4. Definicio. Legyen adva a o sikban egy g egyenes. Egy v (v # 0) vektort a g egyenes
irdnyvektoranak neveziink, ha v parhuzamos a g egyenessel.

Egy n (n # 0) vektort a g egyenes o—beli norméalvektoranak mondunk, ha n meréleges
a g egyenesre és benne van a V), altérben.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy amennyiben v = v;i + vy j egy irdnyvektora egy g
egyenesnek, akkor barmely A (A # 0) valos szam esetén A\ v szintén iranyvektor. Emellett
n = vy i — vy j normélvektora g-—nek, mivel a skaléris szorzatra fennéll n- v = 0, tehat az
n vektor merdleges v-re.

Vilagos, hogy egy sikbeli egyenes poziciojat mar egyértelmiien kijeloljiik azzal, ha meg-
adjuk egy pontjat, tovabba vagy egy irdnyvektorat vagy pedig egy sikbeli normalvektorat.
3.5. Allitas. Legyen adva egy o—beli A pont, amelynek koordinatdi (a,,as), és egy
n = nyi+noj vektor, amelyre fennall n # 0. Tekintsiik a o sikban azt a g egyenest, amely
athalad az A ponton és merdleges az n vektorra. Ekkor az

ni(z —ay) +n2(y —az) =0 (3.1)

egyenlettel leirt o—beli alakzat megegyezik a g egyenessel.

Bizonyitas.

Vegyiink a sikban egy tetszéleges P (zp,yp) pontot. Az (ﬁ’ = O—1>4 + ﬁ egyenlGséghdl
adodik, hogy igaz AP = O? — @)1 és AP = (xp —a1)i+ (yp — a2)j. Koénnyi belatni,

22. abra. A 3.5. Allitas bizonyitasanak szemléltetése.

hogy a P pont rajta van a g egyenesen akkor és csak akkor, ha az ﬁ vektor meréleges
az n—re. Az AP és n vektorok pedig pontosan akkor merélegesek egymasra, ha a skaléris

42



szorzatukra fennall n - ﬁ = 0. Alkalmazzuk most a skalaris szorzat kiszamitasara
vonatkozo 2.27. Allitast. Ily moédon azt kapjuk, hogy a P pont illeszkedik a g egyenesre
akkor és csak akkor, ha a koordinataival fennall az

nl(ZL’p — CL1) + ng(yp - (12) =0
Gsszefiiggés. Ez a tény pedig igazolja az allitast. [

Tekintslink a sikbeli g egyenesnek egy v = v1i + vyj irdnyvektorat. Vegyik az n =
voi—v1j vektort, amely meréleges v-re, és ezaltal mersleges a g egyenesre is. A 3.4. Allitas
kovetkeztében az alabbi kijelentést tehetjiik.

3.6. Kovetkezmény. Legyen adott a o sikban egy g egyenes, amely athalad az A (ay, as)
ponton és parhuzamos a v = v1i + vyj vektorral. Ez esetben a

vo(r —ay) —vi(y —az) =0 (3.2)

egyenlet a g egyenest irja le.

Az alabbi allitas azt mondja ki, hogy a linearis egyenlet egy egyenest ir le a sikban.
3.7. Allitas. Legyenek a, b és ¢ olyan valés szamok, melyekre igaz a®> +b* > 0. Az
ar+by+c=0 -egyenlettel leirt sikbeli alakzat megegyezik azzal az egyenessel, amelynek

egy normalvektora az n = ai+ bj vektor és amely athalad az OT = _W n helyvek-
n

torral meghatarozott I’ ponton.
Bizonyitas.
Vegyiik észre, hogy az allitasban szerepls T' pont (a7, yr) koordinataira fennall

—ac —bc
€T = S - - .
Ty Ty
Ennek kovetkeztében azt kapjuk, hogy axzr+byr = —c teljesiil. Eszerint a T" pont egy

eleme az ax +by+c=0 -egyenlettel leirt alakzatnak.

Tekintsiik azt a g egyenest, amely illeszkedik a T pontra és merGleges az n-re. A
3.5. Allitasbol adodik, hogy az a(x — x7) +b(y — yr) = 0 egyenlet ezt az egyenest
irja le. Mivel a T' pont koordinatéira fennall az axr + byr = —c egyenlGség, ebbdl az
ar+by+c=0 egyenletet nyerjik. [

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 3.7. Allitasban szerepls T' pont megegyezik az O
kezdGpontbdl a g egyeneshez hiizott meréSleges szakasz talppontjaval.

Megjegyzés. Legyen adva a sikban egy g egyenes, amelyet az ax +by+c =0 egyenlet
ir le. Vegyiik a siknak egy tetszéleges P(xp,yp) pontjat. Ennek a g egyenest6l mért
tavolsagat az alabbi eljarassal lehet meghatarozni. Valasszunk ki egy A pontot g-—n. Az
AP vektort allitsuk el az n = ai + bj normalvektorral parhuzamos és arra merdleges
Oszzetevok Osszegeként. Vildgos, hogy a parhuzamos Osszetevs hossza megegyezik a P—
nek a g—t6l mért d(g, P) tavolsagaval. Kozvetlen szamoléssal azt kapjuk, hogy a tavolsagra
_laxp+byp +c|

fennall a d(g, P) =

Osszefiiggés.
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Az egyenes iranytényezds egyenlete

Legyen adva egy o (—m < a < 7) el6jeles szogmérték. Jelolje e, az i alapvektornak az «
szog elforgatottjat az O koriil. Vilagos, hogy ezen e, egységvektorra fennall

e, = cos i+ sin aj.

3.8. Definicio. Legyen adva a sikban egy g egyenes. Ennek iranyszogén azt az «

(—7/2 < a < 7/2) elGjeles szogmértéket értjiik, amelyre igaz, hogy az e, egységvektor
egy irdnyvektora g-nek.

Vilagos, hogy barmely g egyeneshez egyértelmiien hozzarendelhetd egy olyan « irdny-
sz0g, amely a (—m/2, 7w /2| intervallumba esik.

o Yy
B
A
J
oNY
N

23. dbra. Egy sikbeli g egyenes, melynek « irdnyszoge negativ eldjeli.

Amennyiben a tekintett g egyenes nem parhuzamos a j alapvetorral, vagyis a # 7/2,

akkor a w = e, = i+tgaj vektor is egy irdnyvektora g—nek. Ez szintén egy specialis
irényvektornaclgstgkinthetc’i, mivel az elsé koordinatéaja 1.

3.9. Definici6é. Tekintsiink a sikban egy olyan g egyenest, amely nem parhuzamos a j
alapvetorral és amelynek o az irdnyszoge. A g egyenes meredekségén az m = tga valds

szamot értjiik.

Legyen adott egy olyan ¢ egyenes, amely nem parhuzamos az y tengellyel. Ha a g
meredeksége m, akkor a fentiek alapjan a w = i + mj vektor egy iranyvektora g—nek.
Vegyiik a g egyenesnek egy A(aj,as) pontjat. A (3.2) Osszefiiggés szerint a g egyenes
leirhato az m(x — ay) — (y — az) = 0 egyenlettel, amelybdl atrendezéssel az
y=m(z —ay) +az egyenletet nyerjiik.

Tekintsiik a g-nek és az x = 0 egyenletd y tengelynek a B-vel jel6lt metszéspontjat,
melynek koordinatapérja (0,b). Vilagos, hogy a g egyenest leir6 el6z6 egyenlet az

y=mx+b (3.3)

alakot veszi fel. Ezt nevezik az egyenes iranytényezGs egyenletének.
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Amennyiben a g egyenesnek adva van egy v = v;i+ vyj irdnyvektora, akkor a

w=1lv=i+ oo ) kifejezésbol adodik, hogy a meredekségére fennall m = vy /1.

v2
A sikbeli egyenest két pontja is egyértelmiien meghatérozza. Tegyiik fel, hogy egy g
egyenesnek adva van két pontja A(ay,as) és C(cy, cy) a koordinataival. (Lasd a 23. abrat.)
Ekkor 1@ = (c1 —ay)i+ (co — ag) j az egyik irdnyvektora a g egyenesnek. Ily modon a g
egyenes (2.2) iranyvektoros egyenlete felirhato a

(c2 = az)(x —a1) = (1 —ar)(y —az) =0

alakban. Emellett az g egyenes meredekségére teljesiil m = G2~ 42

C1 — aq '
Az egyenesek sikbeli allasat (vagy mas szoval az iranyukat) az iranyszogiik, illetve a

meredekségiik hatdrozza meg. Legyenek adva a sikban az y tengellyel nem péarhuzamos
g, h egyenesek. Ezek meredekségét jelolje my és ms.

Vilagos, hogy a két egyenes parhuzamos egymassal akkor és csak akkor, ha a meredek-
ségiik egyenld, vagyis ha igaz my = ms.

Tegyiik fel, hogy a g, h egyenesek metsz&ek. Tekintsiik az egyenesek wi = i+ mq j
és Wy = 1+ msoj specidlis irdnyvektorait. Nyilvanvald, hogy a két egyenes pontosan
akkor meréleges egymasra, ha wy, wy vektorok skalaris szorzata 0. Mivel a szorzatra
Wi - Wo = 1 +m;mo adodik, az alabbi jolismert megéllapitast tehetjiik. A két egyenes
merdleges egymasra akkor és csak akkor, ha a meredekségiikre fennall az mqymy = —1
Osszefiiggés.

A két egyenes szoge tetszéleges esetben is meghatarozhato az alabbi allitas szerint.

3.10. Allitas. A metszé g, h egyenesek ¢ hajlasszogének koszinuszéra igaz a
| mi Mo + 1 |

V1 (m)? /14 (me)?

Bizonyitas.

Az egyenesek wi =i+ myj és wo =i+ moj irAnyvektorainak szogét jelolje o. A skaléris

szorzat definicioja alapjan azt kapjuk, hogy o koszinuszara fennéll

cos = egyenldség.

Wi -Wy 14+ mqms
Wil wall ~ T P /Lt Gna

cos 0 =

Amennyiben a o sz6g nem tompaszog, akkor ¢ = p. Ha viszont a p tompaszog, akkor a két
egyenes ¢ szogére fennall ¢ = 180° — p. Tehat mindkét esetben teljesiil cosp = | cos g|,
ami mar igazolja az allitast. [

Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy nem értelmezhets azon egyenesek meredeksége,
amelyek parhuzamosak a j alapvektorral. Emiatt ezek nem irhatoak le a (3.3) iranyténye-
z0s egyenlettel.

Vegyiink egy olyan e egyenest, amely parhuzamos az y tengellyel. Az e metssze el az
x koordinatatengelyt a C(c,0) pontban. Nyilvanvalo, hogy az = —c = 0 egyenlet az e
egyenest irja le.
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A kor norméalegyenlete a sikban

A tovabbikban felidézziik, hogy a kort melyik egyenletével szokas leirni. Mint ismeretes,
ha adva van egy C' pont és egy r pozitiv valos szam, akkor a o sikbeli C' centrumi és r
sugard kérvonalon a k,(C,r) = {P€o | CP =r} alakzatot értjik. Koztudott, hogy
igaz az alabbi kijelentés.

3.11. Allitas. Legyen adva egy sikbeli C (cy1,cy) pont és egy r pozitiv szam. Ekkor az

(r—c) !+ (y—c)*—1r*=0 (3.4)

egyenlet a k,(C,r) korvonalat irja le.

Bizonyitas.

Tekintsiik a siknak egy P(xp,yp) pontjat. Vilagos, hogy P rajta van a koron akkor és
csak akkor, ha a C'P hosszra igaz CP? = r?. Vegyilkk a CP = (zp — )i+ (yp — )]
vektort. Ismeretes, hogy a C’—}>’ vektornak az 6nmagaval vett skalaris szorzata a C'P? érték.
Ezerint a P pontosan akkor van rajta a koron, ha koordinataival fennall az

(xp =)’ + (yp — 2)* =17
egyenlGség. Ez pedig éppen akkor teljesiil, ha a P pont koordinataparja az egyik megoldéasa
a (3.4) egyenletnek. [J

Megjegyzés. Az el6bbi allitasban szerepld (3.4) egyenletet a k,(C,r) korvonal normal-
egyenletének nevezziik.

Az ellipszis kanonikus egyenlete

Célszertinek tartjuk felidézni az ellipszis fogalmét.

3.12. Definici6. A o sikban legyenek adva az F;, F, pontok és egy a pozitiv valos
szam, amelyre fenndll 2a > F\ F>. Az Fy, F5 fokuszpontokkal és a 2a nagytengelyhosszal
meghatarozott o—beli ellipszisen a stk azon pontjainak halmazat értjiik, melyeknél a f6-
kuszpontoktol mért tavolsagok Gsszege 2a.

Megjegyzés. A fenti definiciot a kdvetkez6 forméban is kimondhatjuk. Az Fy, F, f6-
kuszpontokkal és a 2a nagytengelyhosszal meghatarozott o—beli ellipszisen az
E={Peo| AP+ F,P =2a} alakzatot értjiik.

Megjegyzés. Amennyiben az Fy, F, fokuszpontok egybeesnek (F} = F3), akkor a fenti
definicioval leirt ellipszis megegyezik egy a sugart korrel.

A o sikban vegyiink egy valodi ellipszist, amelynek fokuszpontjai Fy, Fy (F) # Fy) és
nagytengelyhossza 2a. Konnyi belatni, hogy a g = ( Fi, Fy ) egyenesre és az F1F, szakasz
h felez6 merélegesére vald tiikrozés az ellipszist onmagaba viszi. Emiatt ezeket a g, h
egyeneseket az ellipszis szimmetriatengelyeinek nevezziik. Az F|F, szakasz felezGpontja
legyen O. Viladgos, hogy az O pontra torténd tiikrézés is dnmagaba képezi az ellipszist.
Az O pontot az ellipszis centruménak (vagy kozéppontjanak) mondjuk.

A két fokuszon dtmend g = ( F, Fy ) egyenesen vegyiik azon A;, A, pontokat, amelyek-
re fennall OA; = a, OA; = a. Nyilvanval6, hogy az Ay, A, pontok esetében a fokuszoktol
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24. abra. Ellipszis az Fy, F; fokuszpontokkal és a 2a = Ay As nagytengelyhosszal.

mért tavolsagok Osszege 2a, tehat rajta vannak az ellipszisen. A 2a hosszisagi A; A,
szakaszt az ellipszis nagytengelyének nevezziik. (Lasd a 24. &brat.)

Tekintsiik azon B, B, pontokat, amelyek a két fokuszponttol egyarant a tavolsagra
vannak. Kézenfekvs, hogy By és B, az ellipszis azon pontjai, amelyek az F} F, szakasz h
felez6 merslegesére esnek. A By B, szakaszt az ellipszis kistengelyének mondjuk. Jelélje b a
kistengely hosszanak felét (azaz legyen b = % By Bs), cpedig a fokuszpontok tavolsdganak
felét (azaz legyen ¢ = £ FiF5). Az F1OB; A derékszogli haromszog alapjan az a? = b*+¢?
Osszefliggést nyerjiik.

A sikban vegyiik azt az (O, i, j) Descartes—féle koordinata—rendszert, ahol az O meg-
egvezik az ellipszis centrumaval, az i egységvektor parhuzamos a nagytengellyel és a j
alapvektor parhuzamos a kistengellyel. Eszerint az x, y koordinatatengelyek az ellipszis-
nek a szimmetriatengelyei.

Az ellipszis egyenlete egyszerti formaban megadhaté az alabbi allitas szerint.

3.13. Allitas. A o sik egy P pontja rajta van az ellipszisen akkor és csak akkor, ha a P
koordinatai kielégitik az
LYy (3.5)

egyenletet.
Bizonyitas.
Az iegységvektort valasszuk meg oly mdédon, hogy i legyen egyezs irdnyi az 0‘172 vektorral.
Ekkor a fokuszpontok koordinatai Fi(—c,0) és Fy(c,0). Vegyiik a siknak egy P(z,y)
pontjat. Vilagos, hogy P-nek a fokuszoktol mért tavolsagara igaz Fi P = \/(x + ¢)? + y?
és Fi1P=+/(x—c)?+y%

Tegyiik fel, hogy a P(x,y) pont rajta van az ellipszisen. Ez nyilvan azt jelenti, hogy a
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P koordinataira fennall

VE+e2+y>+ (@ —c)?+y* =2a. (3.6)

Vegyiik észre, hogy fenti Osszefiiggés egyenértékd az

Vet +y+ V(-2 +y?) =4d® (3.7)

egyenlettel. Ennek bal oldalat kifejtve

22 + 2 + ) + 2/ ((x + )2 + 1) ((z — )2 +4?) = 4a?
adodik. Mivel a négyzetgyok alatt szerepld kifejezésre fennall
(a+0) 4+ (r—)+1?) = (@2 +y*+c)+200) (449 +¢)=20c) = (e +) P —dac?,

a (3.7) Osszefiiggésbol a

V(2 492+ 2)2 — 4a2¢ = 2a* — (2 + y* + &) (3.8)

egyenlGséget kapjuk. Ebbdl az Gjboli négyzetreemeléssel az
(2% + % + AP — 42 = 4a” — 4P (2? + 2 + ) + (22 + 2 + P)? (3.9)
Osszefliggést nyerjilk. Egyszertisitést és atrendezést kovetGen (3.9)-bdl a vele egyenértéki

4(a® — *)x* + 4a’y? = 4a*(a® — ?) (3.10)
egyenlethez jutunk. Mint ismeretes, a kistengely b félhosszara fennall b = a® — c2. Ha a
(3.10) egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk 4a*b? pozitiv szam reciprokéival, akkor
azt kapjuk, hogy a P(x,y) pont koordinataira fennall a

2 2
x_+y_:1 (3.5)

a?  b?
Osszefiiggés.

Hatramaradt még annak igazolasa, hogy csakis az ellipszis pontjainak koordinatapéarjai
oldjak meg a (3.5) egyenletet. Vegyiink egy olyan P(x,y) pontot, melynek koordinatéira
fennall a (3.5) Osszefiiggés. Azt kellene megmutatni, hogy ekkor a (3.6) egyenldség is
teljesiil, vagyis a P pontra fennall Fi P + FyP = 2a.

A (3.5) egyenl6ség kovetkeztében nyilvan igazak az 22 < a? és y? < b? egyenlGtlenségek.
Belathato, hogy a fenti Gsszefiiggések az alabbi sorrendben kovetkeznek egymashol:

(3.5) = (3.10) = (3.9) = (3.8) = (3.7) = (3.6).
Ennek kapcsan felvetédik a kérdés, hogy miért kovetkezik a (3.9) egyenldségbdl (3.8).
Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGtlenségek miatt a (3.8) jobb oldalan szerepld kifejezésre
teljestil

20 — (2> +9y* + ) = (a®* — 2°) + (b —9?) > 0.
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Emiatt a (3.8) egyenl6ség mindkét oldalan pozitiv érték szerepel, tehat a (3.9) Osszefiig-
gésbdl gyokvonassal (3.8) adodik. Ezzel bizonyitast nyert az allitas. O

Megjegyzés. Az el6z6 allitas szerint amennyiben a sikbeli koordinata-rendszert ugy
valasztjuk meg, hogy annak tengelyei essenek egybe az ellipszis szimmetriatengelyeivel,

akkor az ellipszist az — + o 1 egyenlet irja le. Ezt szokds az ellipszis kanonikus
a

(vagy mas szoval kozépponti) egyenletének nevezni.

A hiperbola kanonikus egyenlete

El6szor idézziik fel a hiperbola fogalmat.

3.14. Definici6. Egy o sikban legyenek adva az Fy, F, pontok és egy a pozitiv valds
szam, amelyre fennall 2a < F1Fy. Az Fy, F; fokuszpontokkal és a 2a valos tengelyhosszal
meghatarozott o—beli hiperbolan a sik azon pontjainak halmazat értjiik, melyeknél a fo-
kuszpontoktol mért tavolsagok kiilénbségének az abszolut értéke 2a.

Megjegyzés. A fenti definiciot a kdvetkezs forméaban is kimondhatjuk. Az Fy, F, f6-
kuszpontokkal és a 2a valos tengelyhosszal meghatarozott o—beli hiperbolan a
H={Pco||FP—F,P|=2a} alakzatot értjiik.

25. adbra. Hiperbola az Iy, Iy fékuszpontokkal és a 2a = A A, valés tengelyhosszal.

A o sikban tekintsiink egy hiperbolat, amelynek fokuszpontjai F} és F5, a tengelyhossza
pedig 2a. Akarcsak az ellipszis esetében, ezuttal is alkalmazzuk a ¢ = %FlFQ jelolést.
Konnyen be lehet latni, hogy a g = ( F}, I, ) egyenes és az F) I, szakasz h felezémeréleges
egyenese egyarant szimmetriatengelye a hiperbolanak. A hiperbola szimmetriacentruma
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az F\F, szakasz O felezGpontja lesz, mivel az O-ra torténd tiikrozés énmagaba viszi a
hiperbolat.

A g = (F, Fy) egyenesen vegyiik azon A;, A, pontokat, amelyekre fennall
OA; = a, OAy = a. A definici6 alapjan azonnal addédik, hogy az A, A, pontok rajta
vannak a hiperbolan. A 2a hosszisagiu A; A szakaszt mondjuk a hiperbola valds tengelyé-
nek. Ugyanakkor nyilvanvalo, hogy az F|F, szakasz h felez6merélegesén a hiperbolanak
nincs pontja.

A hiperbolanak az egyik fokuszhoz kézelebbi pontjai alkotjak a hiperbola egyik agat.
A hiperbola két agat a h egyenes elvalasztja egymastol.

1
A fokuszpontok tavolsaganak felét jelolje ¢, azaz legyen ¢ = §F1F2. Tekintsiik a

b = V2 —a? Osszefiiggéssel meghatarozott b pozitiv szamot. A 2b hosszt nevezik a
hiperbola képzetes tengelyhosszanak.

A hiperbola sikjaban vegyiink egy olyan (O, i, j) derékszogt koordinata—rendszert,
ahol az O kezd&pont megegyezik a hiperbola centruméval, az i egységvektor pedig parhu-
zamos a fokuszpontok egyenesével. Vildgos, hogy ez esetben az x, y koordindtatengelyek
a hiperbolanak szimmetriatengelyei. (Lasd a 25. abrat.)

A 3.13. Allitas bizonyitasanak lépéseit kovetve igazolni lehet az alabbi kijelentést,
amely megadja a hiperbola egyik egyenletét.
3.15. Allitas. A sik egy P pontja rajta van a hiperbolan akkor és csak akkor, ha a P
2 2

Y

i 1 egyenletet.
a

koordinatai kielégitik az
Megjegyzés. Az el6z6 allitas szerint amennyiben a sikbeli koordinata—rendszert ugy
valasztjuk meg, hogy annak tengelyei essenek egybe a hiperbola szimmetriatengelyeivel,

akkor a hiperbolat az $—2 — = 1 egyenlet irja le. Ezt nevezik a hiperbola kanonikus
a

(vagy mas szoval kozépponti) egyenletének.

A parabola kanonikus egyenlete

3.16. Definicio. FEgy o sikban legyen adva egy F pont és egy az F-re nem illeszkedd
v egyenes. Az F' fokuszponttal és a v vezéregyenessel meghatarozott parabolan a sik
azon pontjainak halmazat értjiik, melyeknek a F' fokusztol mért tavolsiga megegyezik a
v egyenestSl mért tavolsaggal.

Megjegyzés. A sik egy P pontjanak a v egyenestdl valo tavolsagat jelolje d(v, P). A
fenti definiciot a kovetkezd forméban is kimondhatjuk. Az F' fokuszpontokkal és a v

vezéregyenessel meghatarozott o—beli parabolan a
G={Peo | FP=d(v,P)} alakzatot értjiik.

Megjegyzés. A parabola vezéregyenesét szokas direktrixnek is nevezni.

3.17. Definici6. A sikban legyen adva egy parabola, melynek fokuszpontja F és ve-
zéregyenese v. Az F fokuszpont és a v egyenes p = d(v, F') tavolsagat a parabola
paraméterének mondjuk.

A o sikban vegyiink egy parabolat, amelynek fokuszpontja F' és vezéregyenese v. Le-
gyen t az az egyenes, amely athalad az F' ponton és meréleges v—re. Nyilvanvald, hogy
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26. Abra. Az F fokuszponttal és a v vezéregyenessel G meghatarozott parabola.

a t egyensre torténd tiikkrozés az F' fokuszt fixen hagyja és a v—t 6nmagéba képezi, te-
hat a paraboldt onmagéiba viszi. Emiatt a ¢ egyenest a parabola szimmetriatengelyének
(rovidebben a parabola tengelyének) nevezziik.

Az egymésra meréleges t, v egyenesek metszéspontja legyen M. Vilagos, hogy az
FM szakasz hossza megegyezik a parabola p paraméterével, vagyis fennall p = FM.
Jelolje C' az FM szakasz felezépontjat. A definiciobol adodik, hogy C a t tengely azon
pontja, amelyet a parabola tartalmaz. Ezen C' pontot a parabola csticspontjanak vagy
tengelypontjanak nevezziik. (Lasd a 26. abrat.)

Vegyiik azt a o—beli (O, i, j) Descartes—féle koordinata—rendszert, ahol az O meg-
egyezik a parabola C csicspontjaval (vagyis O = () az i egységvektor parhuzamos a v
vezéregyenessel és a j alapvektor megegyezd iranyu a [C, F) félegyenessel. A parabola

egyenletét konnyen meg lehet hatarozni ebben a specialis koordinata—rendszerben.

3.18. Allitas. A o sik egy P pontja rajta van a p paraméterii parabolin akkor és csak
akkor, ha P koordinatéi kielégitik a 2py = 2% egyenletet.

Bizonyitas.

Vilagos, hogy a valasztott koordinata—rendszerben az F' fokusz koordinatai (0,p/2) és a v
vezéregyenest az y = —p/2 egyenlet irja le.

Tekintsiik a sik egy P(Z,y) pontjat. A P pontnak az F-t8l mért tavolsaga F'P =
V22 + (§ — p/2)2. A P pontbdl a v-hez hiizott mercleges szakasz talppontjat jelolje E.
Lathato, hogy az E koordinatai (&, —p/2). Mivel fennall ﬁ = (g +p/2)j, a P pontnak
a v egyenestsl mért tavolsagara igaz d(v, P) = EP = |g+p/2|.

A P pont rajta van a parabolan akkor és csak akkor, ha a tavolsagokra FP? = EP?
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teljesiil. Ennek pedig megfelel az

P+ (5—p/2)? = (G +p/2)]°

egyvenlGség. Ha az egyenlet mindkét oldalabol kivonjuk a jobb oldalalon szerepl6 kifejezést,
akkor az

~92 ~

T —2py=0 (3.11)

egyenlGséghez jutunk. Tehat a P pont pontosan akkor van rajta a parabolan, ha a koor-
dinataira teljesiil a (3.11) Gsszefiiggés, ami mar igazolja az allitast. [

Megjegyzés. A fenti allitasban szereplé 22 —2py = 0 egyenletet a parabola kanonikus
(vagy mas szoval csticsponti) egyenletének mondjéak.
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4) Térbeli koordinatageometria
A térbeli Descartes—féle koordinata—rendszer értelmezése

A tér koordinatazasa a sikbeli esethez hasonléan torténik. Ehhez fel kell venniink a térben
egy koordinata—rendszert.
4.1. Definicié. Legyen adott a térnek egy O pontja és a szabad vektorok terének egy
i, j, k ortonormalt bazisa. Az (O, i, j, k) négyesr6l azt mondjuk, hogy az a térnek egy
Descartes—féle koordinata-rendszerét, képezi.

Az O-t a koordinata-rendszer kezddpontjanak (vagy origdjanak), a harom vektort
pedig a koordinata—rendszer alapvektorainak (vagy élvektorainak) nevezziik.

Mei'%gyzés. Lﬂyenek E., E5, E3 azok a térbeli pontok, melyekre fennall O—E1> =
i, OFEy, = j és OF3 = k. Az (O,Ey), (O, E,) és (O, E3) egyeneseket az (O, i, j, k)
koordinata-rendszer tengelyeinek mondjuk. Ezekre szokds az x—tengely, y—tengely és z—
tengely elnevezéseket is hasznélni.

A tengelyeket iranyitott egyeneseknek tekintjiik oly médon, hogy az iranyitasokat az
[0, Ey), [0, Ey) ¢és [0, Es) félegyenesekkel adjuk meg.

Megjegyzés. A Descartes—féle koordinata—rendszer helyett szokés hasznalni a derékszogi
koordinata-rendszer elnevezést is.

Célszert a koordinata-rendszer i, j, k alapvektorait gy megvalasztani, hogy azok
ebben a sorrendben egy jobbrendszert alkossanak.

Legyen adott egy (O, i, j, k) Descartes—féle koordinata—rendszer. Tekintsiink a térben

egy tetszbleges P pontot. Mint ismeretes, a p = O? vektort mondjuk a P pont O-ra
vonatkozo6 helyvektoranak.
4.2. Definici6. Fejezziik ki az O‘}% helyvektort az alapvektorok linearis kombinaciojaként
az O? =xpi+ ypj+ zpk alakban. Ezen linearis kombinéiciéban szereplé xp, yp, zp
egylitthatokat a P pont (O, i, j, k) koordindta-rendszerre vonatkoz6é koordinatainak
mondjuk. Az (xp,yp,zp) szamharmast a P ponthoz tartozo koordindta—harmasnak
nevezziik.

Megjegyzés. Egy térbeli P pont koordinatainak feltiintetésére a P (zp,yp, zp) jelolést
fogjuk hasznalni.

Ezt kovet6en mindig feltessziik, hogy a térben adva van egy (O, i, j, k) Descartes—féle
koordinata—rendszer, melyet a targyalasaink soran alkalmazunk.

4.3. Definicio. Azt a ¢ : X — R? leképezést, ahol tetsz6leges P € X pont esetén fennéall
¢(P) = (xp,yp, zp), a tér koordinatazasanak mondjuk.

Az alabbi kijelentés teljesiilése nyilvanvald, ezért nem bizonyitjuk.
4.4. Allitas. A ¢: X — R3 koordindtazas egy bijektiv leképezés.
Alakzat leirdsa a koordinatakra vonatkozé egyenlettel

Az egyenlettel leirt térbeli alakzat fogalmat a sikbeli esetnek megfelelGen értelmezziik.
4.5. Definici6. Legyen adott egy olyan algebrai egyenlet, amelyben harom ismeretlen
x, y és z szerepel. Ezen egyenlettel leirt alakzaton a tér azon pontjainak halmazat értjiik,
amelyek koordinataharmasai megoldjak az egyenletet.
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Megjegyzés. A pont koordinataharmasa megoldja az egyenletet helyett szokas azt is
mondani, hogy a pont koordinatai kielégitik az egyenletet.

Az egyenlet ekvivalens atalakitasaval (konrétan egy kivonassal) el lehet érni, hogy az
egyenlet jobb oldalan csak egy szam, vagyis egy konstans alljon. Ekkor a kapott egyenlet
bal oldalan szerepls algebrai kifejezésnek meg lehet felelteni egy haromvaltozos f valos
fiiggvényt. Emiatt be lehet vezetni a kévetkezd fogalmat is.

4.6. Definici6. Legyen adva egy f :R3> — R haromvaltozos valos fiiggvény, amelynek
valtozoi x, y és z. Vegyiink egy c€R szamot. Az f(z,y,z) = ¢ egyenlettel leirt alakzaton
az A={PeX | f(xp,yp,zp) =c} ponthalmazt érjiik.

Megjegyzés. Az el6z6 definicio szerint az  f(x,y, z) = ¢ egyenlettel leirt A alakzatot a
tér azon pontjai alkotjak, amelyek koordinatai kielégitik az egyenletet.

Megjegyzés. Az alakzat egyenlettel valo leirdsanal a ¢ konstans értékét célszerd O—nak
valasztani. Vegyiik észre, hogy ekkor tetszéleges A (A # 0) szam mellett az f(z,y,2) =0
és - f(x,y,2) =0 egyenletek ugyanazt az alakzatot irjak le.

Vannak olyan térbeli alakzatok, amelyek leirasahoz két egyenletet célszert alkalmazni.
4.7. Definici6. Legyen adva az f : R®* — R és h : R3 — R haromvaltozos valos
fiiggvények, amelynek valtozoi x, y és z. Rogzitsiink valamely ¢q, co € R szdmokat. Az
f(z,y,2) =c1 és h(z,y,z) = co egyenletekkel leirt alakzaton az
A={PeX| f(zp,yp,2p) =c1, h(xp,yp,zp) =ca} ponthalmazt érjik.

Megjegyzés. Az f(r,y,z) = ¢1 és h(z,y,z) = co egyenletek kiilon—kiilon irjak le az
F és ‘H alakzatokat. Evidens, hogy azon pontok halmaza, amelyek koordinatai mindkét
egyenletet kielégitik, megegyezik az F N'H alakzattal.

Megjegyzés. Tekintsiik az 22 +y>+22 =4 ésa 22 —1 = 0 egyenleteket. Vildgos, hogy
a két egyenlettel leirt alakzat megegyezik két kor uniojaval.

Megjegyzés. Vegyiik azt is észre, hogy az f(x,y,z) = 0 és h(z,y,z) = 0 egyenletek-
kel leirt térbeli alakzat ugyanaz, mint az (f(x,y,2))* + (h(z,y,2))* = 0 egyenlettel
meghatarozott alakzat.

A sik egyenlete

4.8. Definicio. Legyen adva a térben egy o sik. Egy n (n # 0) vektort a o norméalvek-
toranak mondunk, ha n meréleges a o sikra.

Eviens, hogy egy sik térbeli poziciojat egyértelmien meghatarozzuk azzal, ha megadjuk
egy pontjat és egy normalvektorat.
4.9. Allitas. Legyen adva egy A pont, amelynek koordinatai (a1, as,as), és egy
n = nqi+ noj+ nsk vektor, amelyre fennall n # 0. Tekintsiik azt a o sikot, amely dthalad
az A ponton és merdleges az n vektorra. Ekkor az

ni(x —ay) +na(y —az) +ng(z —az) =0 (4.1)
egyenlet a o sikot irja le.

s
Bizonyitas. Vegyiink a térben egy tetszéleges P (zp,yp, zp) pontot. Az @ = 0A+ ﬁ
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27. abra. Szemléltetés a 4.9. Allitas bizonyitasahoz.

egyenlGségbdl adodik, hogy igaz ﬁ = O? — O—1>4 és
AP = (xp — ar)i+ (yp — a2)j + (2p — ag)k.

Konnyt belatni, hogy a P pont rajta van a o sikon akkor és csak akkor, ha az ﬁ vektor
merdleges az n—re. Az AP és n vektorok pedig pontosan akkor merélegesek egymasra, ha a
skalaris szorzatukra fennall n- AP = 0. Alkalmazzuk most a skalaris szorzat kiszamitasara
vonatkozo 2.27. Allitast. Ily modon azt kapjuk, hogy a P pont illeszkedik a o sikra akkor
és csak akkor, ha a koordinataival fennéll az

nl(flfp — CLl) + TLQ(yp — CLQ) + ng(Zp — CL3) =0
Gsszefliggés. Ez a tény pedig igazolja az allitast. [

A kovetkezd kijelentés szerint ha egy olyan egyenletet vesziink, amely els6fokt az
x, y, 2z valtozokra nézve, akkor az egyenlet egy sikot ir le.
4.10. Allitas. Legyenek a, b, c és e olyan valoés szamok, melyekre igaz a® + b* + ¢ > 0.
Az ax+by+cz+e=0 -egyenlettel leirt alakzat megegyezik azzal a sikkal, amelynek

egy normalvektora az n = ai + bj + ck vektor és amely athalad az O1 = _W n hely-
n

vektorral meghatarozott T' ponton.

Bizonyitas.

Vegyiik észre, hogy az éllitasban szereplé T pont (z7, yr, zr) koordinatéira fennall

—ae —be —ce

xT:a2+bz+62’ yT:a2+b2—|—c2’ ZT:a2+b2+02‘

Ennek kovetkeztében azt kapjuk, hogy axp 4+ byr + czp = —e teljesiil. Eszerint a T’
pont egy eleme az ax +by+cz+e=0 egyenlettel leirt alakzatnak.

Tekintsiik azt a o sikot, amely illeszkedik a T pontra és meréleges az n—re. A 4.9.
Allitas szerint az

n(x —xr) +no(y — yr) +n3(z —2p) =0

95



egvenlet éppen ezt a o sikot irja le. Ebbd6l pedig a T koordinatira vonatkozéd egyenlGség
alapjan az ax +by+cz+e =0 egyenletet nyerjik. [

Az egyenes paraméteres vektoregyenlete és egyenletrendszere

4.11. Definicio. Legyen adva a térben egy ¢ egyenes. Egy v (v # 0) vektort a ¢
irdnyvektoranak mondunk, ha v parhuzamos a g egyenessel.

Nyilvanval6, hogy egy egyenes térbeli helyét mar egyértelmiien meghatarozzuk azzal,
ha megadjuk egy pontjat és egy iranyvektorat. Allapodjunk meg abban, hogy ezt kivetGen
egy P pontnak az O-ra vonatkoz6 helyvektorat O¢ mellett p—vel is jel6ljiik.

4.12. Allitas. Legyen adva egy A pont és egy v = vii + voj + vsk vektor, amelyre
fennall v # 0. Tekintsiik azt a g egyenest, amely athalad az A ponton és parhuzamos a v
vektorral. Ez esetben egy P pont rajta van a g egyenesen akkor és csak akkor, ha létezik
olyan t eR szam, amellyel fenndll p=a+tv.

Bizonyitas.

28. abra. Szemléltetés a 4.11. Allitds bizonyitasahoz.

Vegyiink a térben egy tetsz6leges P pontot. Az O? = O—1>4 + ﬁ egyenlgségbdl adodik,
hogy teljesiil AP =p — a.

Evidens, hogy a P pont rajta van a g egyenesen akkor és csak akkor, ha az ﬁ vektor
parhuzamos a v iranyvektorral. Mint ismeretes, az AP, v vektorok parhuzamossaga pon-
tosan akkor all fenn, ha van olyan t valos szam, amelyre teljestil az AP = tv 0Osszefliggés.

Ez viszont egyenértékii a p = a+tv egyenlséggel, ami mar a bizonyitas végét jelenti.
O

A fenti allitds motival benniinket arra, hogy kimondjuk a kovetkezs definiciot.
4.13. Definicié. Legyen adva egy g egyenes, amely adthalad egy A ponton és parhuzamos
egy v (v # 0) vektorral. Ez esetben a p = a+tv egyenletet, ahol a paraméternek nevezett
t valtozo befutja az R valos szamhalmazt, a g egyenes paraméteres vektoregyenletének
nevezziik.
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Megjegyzés. Az el6z6 definicioban szerepld paraméteres vektoregyenlettel kapcsolatban
fontos megjegyezniink, hogy amennyiben a t befutja az R valos szamhalmazt, akkor a
p = a+tv helyvektorral meghatarozott P pont befutja a teljes g egyenest.

Evidens, hogy két vektor egyenlGsége pontosan akkor all fenn, ha mindharom koordi-
natajuk megegyezik. Ily modon egy vektoregyenletnek harom skalaregyenlet felel meg.
4.14. Definicio. Legyen adva egy g egyenes, amely athalad egy A (aq,as,a3) ponton és
parhuzamos egy v = v1i + vo + vsk (v # 0) vektorral. Ez esetben az

:I::al—l—tvl, y:ag—i—tvg, Z:a3+t1j3 (42)

egyenleteket, amelyekben ¢ a paramétert jeloli, a g egyenes paraméteres egyenletrendszerének
mondjuk.

Térbeli egyenes leirasa két egyenlettel

Mivel az egyenest el§ lehet allitani két sik metszeteként, egy térbeli egyenest mindig le
tudunk irni két olyan egyenlettel, amelyek az =, y, z koordindtdkra nézve linedrisak.

Legyen adva a térben egy g egyenes. Vegyiik g-nek egy A (ai,az,az) pontjat és egy
v = v1i + v + vsk irdnyvektorat. A v vektor koordinatai koziil legalabb egy kiilonbozik
0-tol. Tegyiik fel, hogy most fennall v, # 0. Ez esetben az m = vsi —v1j, n = v3i — vk
vektorok kiilonb6znek 0-t6l és nem parhuzamosak egymassal. Mivel teljestil m-v =0 és
n-v =0, az m, n vektorok merélegesek v-re.

Tekintsiik azon «, J sikokat, amelyek illeszkednek az A ponthoz, tovabba o meréleges
az m vektorra és 8 meréleges az n—re. Vegyiik észre, hogy a ¢ egyenes mindkét sikban
benne van, tehat fennall aNB = ¢g. Amennyiben vessziik az «, [ sikokat leir6 egyenleteket,
akkor a g metszésvonal pontjai lesznek azok a térbeli pontok, amelyek mindkét egyenletet
kielégitik.

A fentiek szerint igaz a kovetkez6 kijelentés.

4.15. Allitas.  Legyen adva egy g egyenes, amely athalad egy A (ai,as,a3) ponton és
parhuzamos egy v = vii+ v9j + vsk vektorral, amelyre fennéll v; # 0. Ez esetben a

ve(x —ay) —vi(y —az) =0, v3(x —ay) —vi(z —az) =0 (4.3)

egyenletekkel leirt alakzat megegyezik a g egyenessel.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6z6 allitasban szerepls két linearis egyenlet egyen-
értéeki a (v2 (x—ay)—vi(y— a2)) 2y (vg(x —ay)—v(z— Gg))2 = 0 masodfoki egyenlettel.

A gémbfeliilet normalegyenlete

Mint ismeretes, ha adva van egy () pont és egy r pozitiv valos szam, akkor a ) centrumi
és r sugari gombfeliileten a G(Q,r) ={PeX | QP =r} alakzatot értjiik.

4.16. Allitas.  Legyen adva egy Q) pont, amelynek koordinata—hérmasa (qi,qs,q3), s
egy r pozitiv szam. Ekkor az

(- )+ — @)+ (E—g)?-r=0 (4.4)
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egyenlet a G(Q,r) gombfeliiletet irja le.

Bizonyitas.

Tekintsiink a térben egy tetszéleges P (xp,yp, zp) pontot és vegyiik a

Cﬁ)’ = (zp —q)i+ (yp — @2)j + (zp — q3)k vektort. A P pont rajta van a gombfeliileten
akkor és csak akkor, ha fennall |QP|? = r?%. Ez a feltétel viszont egyenértéki azzal, hogy

teljesiil Q?-Q —7r? = 0. A skalaris szorzat kiszamitasara vonatkozo formulat alkalmazva
azt kapjuk, hogy a P pont pontosan akkor van rajta a G(Q,r) gombfelilleteten, ha
koordinatéival teljesiil az

(xp — Q1)2 + (yp — C]2)2 + (zp — Q3)2 —r*=0

Osszefiiggés. [

Megjegyzés. A fenti allitdsban szerepld egyenletet a G(Q,r) gémbfeliilet normélegyen-
letének nevezziik.
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5) A gbmbi geometria alapjai
A felszinnel kapcsolatos fogalmak

Célszerii felidézni, a poliéder felszinének definiciojat.

5.1. Definicio. Legyen adva egy ) poliéder, melynek lapjai az Si,...,8 (I > 4)
sokszogek. Vegyiik a lapok T'(Sy),...,T(S;) teriileteit. Az Q poliéder felszinén az

F(Q) = YL T(S) szamot (azaz a poliédert hatarolo lapok teriileteinek az Gsszegét)
értjik.

Megjegyzés. Evidens, hogy amennyiben az )y és €2 olyan konvex poliéderek, melyekre
fennall Q) C Qy, akkor a felszineikre teljesiil az F'(£21) < F(€3) egyenlStlenség.

Egy T korlatos konvex test felszinét az altala tartalmazott konvex poliéderek alapjan
definialjuk.
5.2. Definicio. A 7T korlatos konvex test felszinén az
F(T) = sup{ F(Q) | Q konvex poliéder, Q C T}  szamot értjiikk. Mas szoval a T
korlatos konvex test F'(T) felszine az altala tartalmazott konvex poliéderek felszineinek a
szupremuma. Az F(T) szamot egytuttal a T testet hatarolo feliilet felszinének is mondjuk.

Legyen adott egy O pont és egy r pozitiv valos szdm. Az O kozépponttal és r sugarral
meghatéarozott gémbfelilleten a G(O,r) ={ Pe X | OP =r } alakzatot értjiik.

A B(O,r)={ PeX | OP <r } alakzatot az O centrummal és r sugérral vett zart
gombtestnek mondjuk. A B(O,r) zart gémbtestet a G(O, r) gombfeliilet hatarolja.

4 .
Megjegyzés. Ismeretes, hogy a B(O,r) gémbtest térfogata V = §r3 7. A B(O,r)
gémbtest, illetve az 6t hatarolo G(O,r) gombfeliilet felszine pedig F = 472 .
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A gbmbi geometria alapfogalmai

A G(O,r) gombfelillet M, N pontjait atellenes pontoknak nevezziik, ha az M N szakasz
a gombnek egy atmérdje, azaz ha O felez6pontja az M N szakasznak. Ha egy sik metszi
a G(O,r) gombfeliiletet, akkor a sik és a gomb metszete egy kor. Amennyiben a sik
tartalmazza a gombfeliilet O centrumat, akkor a metszet kozéppontja O és sugara r. Az
O centrumt és r sugari koroket mondjuk a G(O,r) gombfeliilet fgkoreinek.

29. abra. Az f1, fo gombi f6korék az M metszéspontban vett érintékkel.

Két fokor mindig a gomb két atellenes pontjaban metszi egymést. Legyen f; és fo
olyan gombi f6korok, amelyek az M, N Aatellenes pontokban metszik egymast. Ezen
fekoroknek az M metszéspontban vett érintéi legyenek az eq, ey egyenesek. Az fi, fo
fokorok hajlasszogeén az eq, ey érintGegyenesek szogét értjiik. (Lasd a 29. abrat.)

A gbémbi geometriaban a f6korok jatszak az egyenesek szerepét. Ha az A, B gombi
pontok nem atellenesek, akkor pontosan egy olyan f6kor van, amely athalad az A, B
pontokon. Ezt a f6kort az a sik metszi ki a gdbmbbdl, amely tartalmazza az O, A, B
pontokat. A fgkort az A, B pontok két korivre osztjak fel. Ezek koziil a révidebb koriv
hosszat mondjuk az A, B pontok gombi tavolsaganak, melyet jel6ljon dg(A, B). Ha ¢ az
AOB< konvex szog radidnban vett mértéke, akkor fennall dg(A, B) = r .

5.3. Definici6. Tekintsiink egy olyan konvex lapszogtartomanyt, amelynek éle athalad a
gomb O centrumén. A lapszog és a gombfeliilet metszetét gombkétszdgnek nevezziik. Ezen
gombkétszog mértékén (illetve szégén) a lapszogtartoméany mértékét értjiik. A meghataro-
z0 lapszog élének a gombfeliilettel vett (atellenes) metszéspontjait mondjuk a gémbkeétszog
csucsainak. A lapszog két lapja a gombot két félf6korben metszi. Ezeket a félkoroket hiv-
juk a gdmbkétszog oldalainak.

Megjegyzés. Igazolhatd, hogy amennyiben a gdémbkétszog radianban vett mértéke
akkor a felszine F = 2a7r?.
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30. dbra. Egy « szogi gombkétszog az A, A, atellenes csiicsokkal.

A haromélii konvex szidglettartomany

5.4. Definici6. Legyen adott egy ABC' /A haromszoglemez és egy O pont, amely nincs raj-
ta a haromszog sikjan. Az O kezd&pont és a haromszoglemez pontjain athalado félegyene-
sek unidjat haroméli konvex szoglettartomanynak (vagy més szoval triédernek) nevezziik.
Ezt a haroméli szoglettartomanyt, vagyis a triédert, a tovabbiakban Tr(O, A, B, C) fogja
jelolni.

Az O pontot a haroméli szoglet cstucsénak, az [O, A), [O,B) és[O,C') félegyeneseket
a szoglet éleinek nevezziik. Az AOB<, BOC<, COA<« szogtartomanyokat mondjuk a
konvex szoglet oldalainak. Ezek v, = AOB<, a, = BOC<«, [, = COA< mértékét
nevezziik a triéder oldalszogeinek.

A Tr(O,A, B,C) triéder mindharom éléhez hozzé lehet rendelni egy lapszoget az alab-
biak szerint. Tekintsiik az a = (O, A) élegyenest. Az [a, B) és [a,C') félsikokkal hatérolt
BaC'< lapszoget a konvex szoglet [ O, A) élhez tartozo szogének mondjuk. Ennek mértékét
jelolje a. A masik két élhez tartozo lapszogek, illetve azok mértékei legyenek § = CbA<
és v = AcB<«.

A Tr(O, A, B,C) haroméli konvex szoglet szogein az «, 3, 7 szogeket értjiik.

A gémbharomszéggel kapcsolatos fogalmak és tételek

5.4. Definicio. Tekintsiik a G(O,r) gomfeliletet és azon olyan A, B, C' pontokat,
amelyek nincsenek egy f6koron. A gombfeliileten az A, B, C csicsokkal meghatarozott
gombhéaromszogon az ABC/Ag = G(O,r)NTr(0, A, B,C) alakzatot értjiik.

A fenti definici6 szerint az ABC'Ag gdmbharomszog a G(O, r) gombfeliilet és a
Tr(O, A, B,C) haroméli konvex szoglettartomény metszete.

A 1/35, 6‘27 AB fokoriveket, illetve azok a, b, ¢ ivhosszait nevezzilkk az ABC/\g
gombharomszog oldalainak. Ezen koriveknek felelnek meg az o, = BOC<«, B, = COA<
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31. abra. Az ABCAg gémbharomszog és annak «, (3, v szogei.

és v, = AOB< kozépponti szogek, melyeket oldalszdgeknek is szokas nevezni. Vilagos,
hogy ABC'Ag gombharomszog oldalaira teljesiil a =ra,, b=71p8, é c=r1r",.

Az ABC/Ag gbmbharomszog szogein az 6t meghatarozo Tr(O, A, B, C') haroméli kon-
vex szoglet o, [, 7 szogeit értjiik. Ezeket megkaphatjuk tgy is, hogy elébb vessziik az
oldalakat tartalmazé6 f6korok érintGegyeneseit az A, B, C' csicsokban, majd azokon a
fokoriveknek megfelels félegyeneseket. (Lasd a 31. abrat.)

Az r sugart gombon 1év6 ABC'Ag gombharomszognél az a, b, c oldalak és az o, 3, v
szogek kozotti kapcsolatokat irja le a gombi szinusztétel és az oldalakra vonatkozo koszi-
nusztétel. Ezeket tekintik a gombi trigonometria alaptételeinek.

5.5. Tétel. Az r sugari gémbén vett ABC/Ag gombharomszog oldalai és szdgei kbz6tt
sin(a/r)  sina

sin(b/r)  sinp

5.6. Tétel. Azr sugari gombre es6é ABC /g gombharomszog oldalaira és szégeire tejesiil

fennill a

Osszefiiggés.

cos(c/r) = cos(a/r) - cos(b/r) + sin(a/r) - sin(b/r) - cos~y .

A fentiek soran el6bb a szinusztétel, majd a koszinusztétel lett kimondva.

A gombharomszogekre (illetve azok oldalaira) is igaz a haromszogegyenlGtlenség.
5.7. Tétel. Tetszbleges ABC' Ag gémbharomszig oldalaira fendll az a+b > ¢ egyen-
I6tlenség.
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A gémbharomszog felszine

Az G(O,r) gomfeliileteten vegyiink egy ABC'Ag gdbmbharomszdget, melynek szogei o,
és 7. A gombharomszog oldalait tartalmazé f6korok a gombot nyole gobmbharomszogre
osztjak fel. A f6korok altal meghatarozott gombkétszogek, illetve azok felszineinek alapjan
lehet igazolni az alabbi tételt.

5.8. Tétel. Az r sugari gémbén vett ABC'Ag gombharomszog felszinére fennall az
F(ABCAg) =r*(a+ +v—m) Osszefiiggés.

5.9. Kovetkezmény. Tetszbleges ABC /A\g gémbharomszogben a szégek Gsszegére teljestil
az o+ [ +v>m egyenlitlenség.

32. dbra. Egy ABC' Ag gombharomsz6g és az oldalait tartalmazo f6korck.
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